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Zur Erinnerung, im Skript haben wir einen Körper als ein Tupel (K,+, ·)
definiert, für das die Körperaxiome erfüllt sind (Skript, Def. 4.9 oder Def. 4.9’):

1. (K,+) ist eine abelsche Gruppe.

2. (K \ {0}, ·) ist eine abelsche Gruppe.

3. Es gelten die Distributivgesetze (Definition 4.9.ix).

Hierbei bezeichnet 0 das neutrale Element der Gruppe (K,+).

Aufgabe 1. (1 Punkt) Zeigen Sie, dass eine beliebige Gruppe (G, ·) ein ein-
deutig bestimmtes neutrales Element besitzt. 1

Zum Beispiel bilden die rationalen Zahlen (Q,+, ·) einen Körper. Die gan-
zen Zahlen (Z,+, ·) hingegen sind kein Körper. Zum Beispiel ist 2 6= 0, aber
2 hat kein multiplikatives Inverses in Z. Die ganzen Zahlen sind das Parade-
beispiel für Ringe: Ein Ring ist ein Tupel (R,+, ·), wobei R eine Menge und
+, · : R×R→ R Abbildungen sind, sodass die Ringaxiome erfüllt werden:

1. (R,+) ist eine abelsche Gruppe.

2. (R, ·) ist ein kommutativer Monoid, d. h. es gelten

• Assoziativität: a(bc) = (ab)c für alle a, b, c ∈ R,
• Kommutativität: ab = ba für alle a, b ∈ R,
• Neutrales Element: es existiert 1 ∈ R mit 1a = a = a1 für alle
a ∈ R.

3. Es gelten die Distributivgesetze (Definition 4.9.ix).

Ein Körper ist also insbesondere ein Ring; es gelten in einem Köper nur zu-
sätzlich, dass 1 6= 0 und dass jedes Element x 6= 0 ein multiplikatives Inverses
hat.

1Mit der Annahme, dass das neutrale Element eindeutig ist, wurde im Skript bereits
gezeigt, dass Inverse eindeutig bestimmt sind. Wenn Inverse oder neutrale Elemente nicht
eindeutig wären, würden wir sie explizit in der Struktur festlegen müssen: (G, ·, e, ·−1).



Aufgabe 2. (2 Punkte)

1. Zeigen Sie, dass R := R× R mit + und · definiert durch

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d)

(a, b) · (c, d) = (ac, bd)

kein Körper ist. Welche Axiome werden (bzw. welches Axiom wird) nicht
erfüllt? Zeigen Sie, dass es ein Ring ist.

Aufgabe 3. (4 Punkte) Zur Erinnerung, Sie sollten folgende Eigenschaften
für Körper nachprüfen (Skript, S.51,52):

1. 0a = a0 = 0,

2. (−1)a = −a,

3. Ist ab = 0, so ist a = 0 oder b = 0,

4. (a+ b)n =
∑n

k=0

(
n
k

)
akbn−k.

Welche dieser Eigenschaften gelten auch für Ringe, d. h. für welche Eigen-
schaften braucht man die Existenz von multiplikativen Inversen nicht? Geben
Sie für die anderen Fälle Beispiele an, wo die Eigenschaft schief geht.

Aufgabe 4. (5 Punkte) Wir betrachten den R-Vektorraum V = R3. Berech-
nen Sie für die folgenden Mengen M ⊆ V die linearen Hüllen:

1. M =
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〉,
2. M = ∅,

3. M = {0},

4. M = V \ {0},

5. M =
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1
2
3

 |λ ∈ Q

.

Aufgabe 5. (7 Punkte) Wir betrachten den R-Vektorraum V = R3. Sind
die die folgenden (geordneten Mengen von) Vektoren linear abhängig oder un-
abhängig?

1. ((1, 0, 0)t),

2. ((1, 0, 0)t, (−1, 0, 0)t),

3. ((1, 0, 0)t, (−1, 1, 0)t),

4. ((1, 2, 3)t, (2, 3, 1)t, (3, 2, 1)t),

5. (v1, v2, v3, v4, v5), wobei vi ∈ V
beliebig sind,

6. (0),

7. (0, (1, 0, 0)t).
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