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Aufgabe 1. (2 Punkte) Sie haben in der Vorlesung den unendlich dimen-
sionalen Vektorraum R* der Folgen in R kennengelernt. Als Menge ist R*>
also die Menge der Abbildungen Ny — R. Gibt es einen echten Untervektor-
raum U C R* mit dim U = oo ? Hinweis: Wenn Sie auf keine Losung kommen,
machen Sie erstmal die ndchste Aufgabe. ..

Aufgabe 2. (30 Punkte) Die Konstruktion von R*> kénnen wir verallgemei-
nern: sei K ein beliebiger Korper und N eine beliebige Menge. Sei KN die
Menge der Abbildungen N — K.

1. Definieren Sie eine K -Vektorraumstruktur auf K.
2. Geben Sie einen Isomorphismus zwischen K 1*®*} ynd K3 an.

Wir betrachten nun den Fall N = Ny und schreiben K> = KYo. Wir definieren
nun eine Ringstruktur auf K wie folgt:

(a;); - (bj); = (2% aibk_z-> . (1)

k

3. Zeigen Sie, dass (K, +, ) ein Ring ist. Was sind die neutralen Elemente
beziiglich Addition und Multiplikation?

Wir definieren X = (0,1,0,...) € K= und K[X] = ({X"|i € No}) C K>,
also die lineare Hiille der Vektoren X*, i € Ny in K°°.

4. Zeigen Sie, dass sich die Ringmultiplikation von K> auf K[X] einschrin-
ken lisst und, dass das K[X] auch zu einem Ring macht, dem sog. Po-
lynomring dber K in der Variablen X.

5. Zeigen Sie, dass die Einbettung K — K[X] bzw. K — K, definiert
durch ¢ — c¢X° sowohl Ring- als auch Vektorraumhomomorphismen sind.



Elemente f € K[X] (genannt Polynome) sind nach Definition Linearkombi-
nationen der X', i € Ny, d.h. f = fo+ iX + L X2+ -+ f,X" fiir ein
r € Ny und Koeffizienten f; € K, 0 < i < r. Der Grad eines Polynoms
f ist deg(f) = max{i| f; # 0}. Wir definieren den Vektorraum der Grad d

Polynome als
K[X]d = <{X07X17-"7Xd}>' (2)

6. Zeigen Sie, dass X°,... X% € K[X]y linear unabhingig sind und dass
B, = (X% ..., X% eine Basis von K[X] ist.

7. Welche Dimension hat K[X];?
8. Finden Sie eine Basis fir K[X].

Polynome f = fo+ fiX+ foX?+-- -+ [, X" € K[X] haben gegeniiber beliebigen
Elementen in K* die Besonderheit, dass der Ausdruck f(z) == fo+ fir+ fox®+
oo+ fro” € K fir x € K sinnvoll ist.

9. Sei x € K. Zeigen Sie, dass die Abbildung
K[X]— K
[ f(2)
eine lineare Abbildung von K-Vektorriumen ist.

10. Sei x € K. Zeigen Sie, dass es auch ein Ringhomomorphismus ist, d. h.
es gelten

(f +9)(x) = f(z) + g9(),
(f9)(x) = f(x)g(x),
I(x) =1.

Wir hdtten gerne eine lineare Abbildung D : K[X] — K[X] mit D(X") =
iX i >0.].
11. Finden Sie ein solches D.

Wir betrachten die sogenannten Bernsteinpolynome fir 0 <i < n:

7

bim = (”) X' (1= X)"" € K[X],. (3)

Fiir die folgenden finf Teilaufgaben nehmen wir an, dass die Charakteristik
von K gleich 0 ist.

'Man nennt D(f) auch die formale Ableitung von f. Im niichsten Jahr werden Sie ler-
nen (Proposit_ion 6.5), dass aus Linearitdt und der Beschreibung von D auf Basisvektoren
(D(X?) =iX"1) folgt, dass es genau ein solches D gibt.
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Zeigen Sie, dass b, 0 < ¢ < n eine Basis C, = (bon,.-.,bnn) fiir
K[X],, definiert. Tipp: sei S = Y ; a;b;,, = 0 mit a; € K, 0 <17 <n eine
Linearkombination der Null. Aus S(0) = 0 folgt ag = 0, aus D(S5)(0) =0
folgt a; = 0, etc.

Berechnen Sie fiir n = 2 die Ubergangsmatriz ng und dessen Inverse
und vergleichen Sie diese mit ng.

Sein = p eine Primzahl. Kénnen Sie anhand von (@ schon ablesen, dass
det(Png’ ) € pZ? Hinweis: Nutzen Sie Aufgabe 3.3 von Blatt 9.

Geben Sie die Koordinatenvektoren von f =1— X + X? € K[X|y bzgl.
der Basis Cy und der Basis By an.

Geben Sie die Koordinatenvektoren von f =1— X + X? € K[X|3 bzgl.
der Basis C3 und der Basis Bs an.

Finden Sie einen Kérper und ein n > 0, sodass die Bernsteinpolynome
nicht linear unabhdngig sind.

Finden Sie einen Untervektorraum U mit K[X] € U € K. Hinweis:
Sie konnen die Aufgabe losen, indem Sie ein Element f ¢ K[X] finden.

Finden Sie ein solches U und ein V mit K =U &V und dimV = 1.
Hinweis: Korollar 5.37 konnen Sie nicht anwenden; aber vielleicht ein
Satz fiir dessen Beweis wir das Zorn’sche Lemma benétigt haben.

Aufgabe 3. (Weihnachtsaufgabe: 10 Bonuspunkte)ﬂ Sei K ein Korper.
Wir betrachten Elemente a;; € V in einem K-Vektorraum V, die die Glei-
chungen a; j11 = a1 — a;j, %, j € No erfiillen. Wir schreiben das wie folgt in
einem Diagramm auf:

Q.0 aio 2.0 aszo Q4.0
~_ 7 ~_ ~_ 7 ~_ 7
Qo,1 a1 az 1 a31
~_ 7 ~_ 7 ~_
g2 a2 a2 2
~_ ~_
.3 a3
~_ 7
Qo 4

Sez’ B = (ai70),~€NO.

1.

Schreiben Sie die Vektoren ag;, j € No als Linearkombinationen in den
Vektoren in B. Tipp: Beginnen Sie erstmal damit, die Aufgabe fiir j €
{0,1,2,3} zu 16sen. Wenn Sie ein Muster sehen, versuchen Sie es mit
einem Beweis per Induktion.

2Bonuspunkte zihlen nicht in die fiir die 50%-Hiirde benétigten Punkte :-)



Wir betrachten nun V = K[X] und a;g = X', also B = (X");en, und wir
haben bereits gesehen, dass B eine Basis fir V ist. Sei B' = (X — 1)");en, -

2. Zeigen Sie, dass B’ eine Basis fiir K[X] ist. Tipp: Binomische Formel.

3. Schreiben Sie die Vektoren aoj, j € No als K-Linearkombinationen in
der Basis B'. Tipp: Binomische Formel.

Wir betrachten nun K = Q, V. = K und a;o = f(i), wobei f € Q[X] ein
beliebiges Polynom ist. Das Diagramm sieht dann zum Beispiel fiir f = X? so
aus:

0 1 4 9 16
~ ~ ~__ ~__ 7
2 2 2

~
0

K

Vorsicht: hier ist (0,1,4,9,...) natiirlich keine Basis fir V = Q! Zeichnen Sie
das Diagramm fiir sich auch zu f = X" fir andere n. Seien

W = ({(ai0)ien, | 3f € Q[X]Vi € Ny.a, o = f(i)}) C Q*, (4)
W= ({(ao)jen, | 3f € Q[XVi € No. ;o = f(i)}) € Q% (5)

wobei die (ap j)jen, wie zuvor durch a; j+1 = ai11,; — a;; definiert sind.
4. Geben Sie einen Isomorphismus zwischen W und W' an.

5. Folgern Sie daraus, dass die Folgen (i")ien,, 1 € No linear unabhdingig
sind und sogar eine Basis fir W definieren.

6. Finden Sie eine Folge f € Q> \ (W UW"). Hinweis: Schauen Sie sich mal
Folgen an, die nicht durch Polynomauswertung entstehen wie (2°);cn, -



