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Aufgabe 1. (4=1+1+1+41 Punkte)

1. Zeigen Sie, dass es genau eine lineare Abbildung f : R> — R g¢ibt, sodass

f<(§)> ~ 2 und f(<_02>) _1

2. Geben Sie eine Formel fir f((g)) an und berechnen Sie f((;))

qgilt.

3. Zeigen Sie, dass [ surjektiv ist und bestimmen Sie dim(Kern(f)).
4. Geben Sie eine Basis von Kern(f) an.

Aufgabe 2. (4=2+42 Punkte) Sei V' ein K-Vektorraum. Fir eine lineare
Abbildung f : V — V (auch Endomorphismus von V genannt) schreiben wir

f2=fof.

1. Einen Endomorphismus f von V nennt man idempotent, falls f?> = f
gilt. Zeigen Sie: Ist f -V — V idempotent, so folgt

V = Kern(f) @ Bild(f).

2. Angenommen es gibt zwei Unterraume Uy, Uy C V', sodass V = Uy & Us,.
Zeigen Sie: Fs existiert ein eindeutig bestimmter idempotenter Endomor-
phismus f 'V — V', sodass gilt:

Uy = Kern(f), Uy = Bild(f).

Aufgabe 3. (8=2+2+42+42 Punkte)

1. Es seien V und W K-Vektorrdume. Zeigen Sie, dass die Menge der li-
nearen Abbildungen



Homg(V,W) :={f:V — W, K-lineare Abbildung }

wieder ein K-Vektorraum ist.

. Sei V' endlich erzeugt. Der Vektorraum V* := Homg(V, K) heifit Dual-
raum von V. Zeigen Sie:

dimV = dimV™*.

Hinweis: Sei B = (vy,--+ ,v,) eine Basis von V. Zeigen Sie, dass die
Abbildungen & - V — K, definiert durch 05(3}_, a;v;) := a;, wohldefi-
nierte lineare Abbildungen sind, und eine Basis B* (genannt: die zu B
duale Basis) von V* bilden.

. Seit V weiterhin endlich erzeugt. Zeigen Sie, dass die natiirliche Abbil-
dung

V= (V)
z— (m— 7w(z))
ein Isomorphismus von K-Vektorrdaumen ist.

. Sei f V. — W eine lineare Abbildung von endlich erzeugten K -Vektorriumen.
Zeigen Sie: Die Abbildung

frwr v
¢ gof

ist linear. Zeigen Sie ferner, dass f* surjektiv ist, falls f injektiv ist.



