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Die Losungen dienen zur Kontrolle, und sind nicht als Musterlosungen zu
verstehen.

Aufgabe 1. (12=6+6 Punkte) Betrachten Sie das folgende inhomogene Glei-
chungssystem tiber R:

ALy — 329 +2x3+x4 = 0
201 — 69+ 23 +4r4y = 8
—Ar1+ 229+ 323 +4xy = —4

—To+x3+x4 = 0,

wobei A € R ist.

1. Fir welche reellen Zahlen X\ ist die Losung des Gleichungssystems ein-
deutig?

2. Bestimmen Sie die Losungsmenge dieses System fir X = —8/12.
Losung:

1. Man errechnet:

A3 201
2 6 1 4

det | © 0 5 4= 12048
0 -1 11

Die Losung ist genau dann eindeutig, wenn die Determinante nicht 0 ist,
also genau dann, wenn \ # —8/12.

2. Die Losungsmenge ist

3
{($1,$27$3,ﬂ74) eR':z = —§($4 —1)jwe =113 = —(74 + 1)7}

E -1 -3
Aufgabe 2. (13=5+3+5 Punkte) Sei k € R und Aj, = (O —k 2 ) € R,
E 0 k



1. Berechnen Sie det(Ay) in Abhdngigkeit von k.
2. Fir welche k € R ist A, invertierbar?

3. Berechnen Sie Ay'.

Losungen

1. Man erhilt det(Ay) = —k(k + 1)(k + 2).

2. Ay ist invertierbar genau dann, wenn det(Ay) # 0, also genau dann, wenn
k#0,-1,-2.

3. Durch Anwenden des Gauflverfahrens erhalt man:

1 -15
All=21-2 —4 2.
-1 1 1

Aufgabe 3. (12 = 5+3+4 Punkte) Sei A = <(1) i)

1. Berechnen Sie alle Eigenwerte und die zugehérigen Figenvektoren von

A,

2. Geben Sie eine Matriz S an, so dass S™'-A-S eine Diagonalmatriz ist.

an—1
3. Zeigen Sie: Fir allen € N ist A" = (é 43n )

Losungen:

1. Das charakteristische Polynom von A ist Pa(\) = (1 — \)(4 — A), d.h.
die Eigenwerte sind 1 und 4. Die zugehorigen Eigenrdume sind gegeben

durch Ey = ((1,0)") und E, = ((1,3)").

2. Eine Matrix mit Eigenvektoren als Spalten ist gegeben durch S = (é ;)) .

Man erhélt S—! = % (g _11> und dann:

0 4

1 0\" 1 0 1 &l
n __ —1\n __ —1 —1 3
3. A" = (SDS™Y) —S<O 4> S —S<O 4n>s _<0 4n>

Aufgabe 4. (12=6+06 Punkte) SeiV ein endlich-erzeugter K - Vektorraum und
Wi, Wy, W3 drei Untervektorraume von V.

D= S 1AS = (1 0)




a) Zeigen Sie, dass gilt (W, NW3) + (Wo N W3) C (Wi + Wy) N W3

b) Zeigen Sie, dass im Allgemeinen (W1+Wo)NW3 ¢ (WiNW3)+(WonWs),

indem Sie einen Vektorraum V und drei Unterrdume Wi, Wy, W3 C V
angeben, so dass (W1+Wo)NWs nicht in (WiNW3)+(WaNWs) enthalten
18t.

Losungen:

1.

Sei v € (W1NW3)+(WanWs;). Dann existiert eine Zerlegung v = wq +ws,
mit wy € (W1 N Wg) und wy € (W2 N Wg) Da (Wl N Wg) C Wi und
(Wy N W3) C Wy hat man trivialerweise v € Wy + W,

Aulerdem sind wq,wy € W3. Da W3 ein Unterraum ist, ist dann auch
v=w; +wy € Ws. Also ist v € (W; + W) N Ws.

. Man nehme V = K? und W, = ((1,0)%), Wy = ((0, 1)), W5 = ((1,1)?).

Dann ist (W) + Wy) N W5 = W3, aber Wy N W5 + Wy N W3 = {0}.

Aufgabe 5. (16=4+4+4+4 Punkte) Zeigen oder widerlegen Sie folgende Be-
hauptungen (jeweils 4 Punkte):

1.

{A € R**?: A ist invertierbar} C R**? ist ein Untervektorraum.

2. A e R™" ist genau dann invertierbar, wenn 0 kein Eigenwert ist.

3. Fiir jede lineare Abbildung f: R* — R? gilt: R? = Kern(f) ® Bild(f).

4.

Jede Matriz A € R**? hat einen Eigenwert o € R.

Losungen

1.

Falsch. Zb ist die Nullmatrix, d.h. das neutrale Element in R?*2, nicht
enthalten.

. Wahr. A ist genau dann invertierbar, wenn der Kern der linearen Ab-

bildung v — Awv trivial ist. Das ist aber wiederum ganau dann der Fall,
wenn 0 kein Eigenwert ist.

00

. Falsch. Betrachte die lineare Abbildung A4 : v — Av, wobei A = (O 1).

Dann ist Bild(Ax) = Kern(\a).

0 -1

. Falsch. Die Matrix A = hat charakteristisches Polynom A% + 1,

1 0
welches in R nicht 16sbar ist.



