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1 Einführung

1.1 Bemerkungen zum Streuprozeß

Obwohl zur Mathematischen Streutheorie auch zahlreiche Bereiche gerechnet werden, die mit der

physikalischen Vorstellung von Streuung nichts zu tun haben, ist die gesamte Theorie ohne ein gewisses

Verständnis des Streuprozesses kaum denkbar. Es soll deshalb zunächst kurz darauf eingegangen

werden. Dabei wird hier die klassische Physik im Vordergrund stehen; später werden wir uns dagegen

hauptsächlich mit quantenmechanischer Streuung befassen.

Tatsächlich tritt Streuung in praktisch jedem Bereich der Physik auf, z.B.: Streuung klassischer

Teilchen an einem Potential, Streuung quantenmechanischer Teilchen an einem Kern (oder den Kernen

eines Gitters, ...), Streuung einer Schallwelle an einem Hindernis. Immer geht man dabei von der

Vorstellung aus, daß ein Prozeß in der fernen Vergangenheit und in der fernen Zukunft
”
frei“ abläuft

(da weit entfernt). Ein Streuproblem wird als gelöst betrachtet, wenn man zu jedem
”
freien Zustand“

in der Vergangenheit den zugehörigen
”
freien Zustand“ in der Zukunft (und evtl. umgekehrt) angeben

kann; diese Abbildung wird dann meist als
”
Streuoperator“ bezeichnet.

Wir wollen versuchen, dies mathematisch etwas präziser zu formulieren: Ein physikalischer Vorgang

wird in der Regel durch eine Evolutionsgleichung

d

dt
u(t) = F (u(t))

beschrieben, wobei u(t) den Zustand des Systems zur Zeit t beschreibt, z. B.

u(t) =

(
x(t)

ẋ(t)

)
=

{
”
Ort“ eines klassischen Teilchens

im Phasenraum IR6 zur Zeit t ,

u(· , t) ∈ L2(IR
3)

{
die Wellenfunktion eines quantenmechanischen

Teilchens zur Zeit t .

Im zweiten Fall beschreibt |u(·, t)|2 die Dichte für die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teilchens.

Die rechte Seite der Evolutionsgleichung ist in diesen Fällen gegeben durch:

F

(
x(t)

ẋ(t)

)
=




ẋ(t)

− 1

m
gradV (x(t))


 ,

wobei V das Potential (d. h. − gradV das Kraftfeld) ist, in dem sich das klassische Teilchen

bewegt, bzw.

F (u(·, t)) = −iHu(·, t) ,
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wobei H der Schrödingeroperator des Teilchens ist, also z. B. H = − h̄2

2m
∆ + V (·) für ein

Teilchen der Masse m im Potential V .

Auf den quantenmechanischen Fall werden wir noch sehr ausführlich zurückkommen. Hier betrach-

ten wir nur den (zumindest begrifflich) einfacheren Fall eines klassischen Teilchens.

Nehmen wir der Einfachheit halber an, daß das Potential (und damit das Kraftfeld) einen kom-

pakten Träger hat und das Teilchen sich für große |t| außerhalb dieses Trägers bewegt. Dann gilt

für t nahe −∞ : x(t) = x− + tv− ,

für t nahe + ∞ : x(t) = x+ + tv+ ,

wobei wegen Energieerhaltung offenbar |v+| = |v−| ist. Dabei ist klar, daß man prinzipiell, d. h. wenn

das Potential so
”
gutartig“ ist, daß das Teilchen nicht eingefangen werden kann (non–trapping), die

Größen x+ und v+ = ẋ(t)
∣∣∣
t−→∞

aus x− und v− = ẋ(t)
∣∣∣
t−→−∞

durch Integration der

Bewegungsgleichung erhält (mit einer Anfangsbedingung x(t0) = x− + t0v−, ẋ(t0) = v− mit t0 so

nahe bei −∞, daß für t < t0 gilt x− + tv− 6∈ suppV ). Der
”
Streuoperator“ ist dann die Abbildung

(
x−
v−

)
7−→

(
x+

v+

)
.

Er ist also für alle x−, v− ∈ IR3 definiert; da alles umkehrbar ist, ist diese Abbildung dann auch

surjektiv, d. h. jedes
(x
v

)
kommt als

”
Anfangszustand“ und als

”
Endzustand“ vor.
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Betrachten wir zur Illustration den 1–dimensionalen Fall (vgl. Bild):

Für Energien < E0 wird das Teilchen reflektiert, wobei die Geschwindigkeit zeitweise variiert,

aber insgesamt nur ihr Vorzeichen wechselt; der Streuoperator hat also die Form

(x−, v−) 7−→ (x+(x−, v−), −v−) .

Für E > E0 läuft das Teilchen durch, wobei seine Geschwindigkeit zeitweise variiert, am Ende aber

wieder gleich v− ist; gegenüber der freien Bewegung tritt aber i. allg. eine zeitliche Verschiebung ein;

der Streuoperator hat also die Form

(x−, v−) 7−→ (x+(x−, v−), v−) .

Betrachten wir nun noch den Grenzfall, wo
”
V (x) = ∞“ in G := suppV gilt, d. h. das Teilchen wird

am Rand von G gemäß dem üblichen Reflexionsgesetz reflektiert. Zumindest wenn der Rand von

G nicht zu kompliziert ist, wird das Teilchen sich nach einiger Zeit von G entfernen (non–trapping

boundary).
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Wenn das Potential keinen kompakten Träger hat, sondern weit draußen nur hinreichend klein ist,

wird die Bewegung auch für sehr große (negative bzw. positive) Zeiten nicht exakt durch x∓ + tv∓

beschrieben. Aber man wird u. U. erwarten, daß die Bewegung asymptotisch frei ist, d. h.

es existieren x∓ und v∓ mit |x(t) − x∓ − tv∓ | −→ 0 für t−→∓∞ . (1)

Tatsächlich muß hierfür das Potential im Unendlichen
”
sehr klein“ sein. Schon für das Coulomb-

potential gilt die Aussage nicht:

Satz 1.1 Ein 1–dimensionales klassisches Teilchen bewege sich mit positiver Gesamtenergie in

einem konservativen Kraftfeld mit dem Potential V (x) = C(1 + |x|)−α mit α > 0 und C 6= 0 .

Dann gilt zusätzlich (1) genau dann, wenn α > 1 ist.
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Beweis. O. E. sei m = 2 (d. h. wir verzichten auf unnötige Konstanten). Es genügt offensichtlich,

den Fall t−→+∞ zu betrachten. Die Anfangsbedingung sei so gewählt, daß x(t)−→∞ für t−→∞
gilt (Entsprechendes gilt für den Fall x(t)−→−∞ für t−→+∞ ).

Aus |ẋ(t)|2 = E − V (x(t)) (E = Gesamtenergie) folgt dann

ẋ(t) =
(
E − V (x(t))

)1/2

−→
√
E für t−→∞ (2)

(man beachte, daß ẋ(t) für große t das Vorzeichen nicht wechseln kann und deshalb ẋ(t) > 0 gelten

muß).

Sei zunächst α > 1 ( in diesem Fall genügt es sogar, |V (x)| ≤ C(1 + |x|)−α vorauszusetzen):

Wegen (2) gibt es Konstanten t0 ∈ IR, x1 ∈ IR und v1 > 0 mit

v1 ≤ ẋ(t) und x1 + v1t ≤ x(t) für t ≥ t0 .

Nach dem Mittelwertsatz gilt mit einem η zwischen 0 und y

(E − y)1/2 = (E − 0)1/2 + y
d

ds

{
(E − s)1/2

}∣∣∣
s=η

=
√
E − y

2(E − η)1/2
.

Für große t ist z. B. E − V (x(t)) >
E

2
und somit

ẋ(t) =
(
E − V (x(t))

)1/2

=
√
E +O

(
(1 + t)−α

)
,

x(t) = x0 +
√
Et+

t∫

t0

O
(
(1 + τ)−α

)
dτ

= x0 +
√
Et+

∞∫

t0

O
(
(1 + τ)−α

)
dτ −

∞∫

t

O
(
(1 + τ)−α

)
dτ

= x̃0 +
√
Et−

∞∫

t

O
(
(1 + τ)−α

)
dτ = x̃0 +

√
Et+O(t1−α) .

Das ist die Behauptung in diesem Fall (dabei ist x+ = x̃0, v+ =
√
E ).

Sei nun α ≤ 1 : Dann gilt wegen (2) für geeignete c1, c2 > 0 bzw. c1, c2 < 0 (abhängig davon,

ob C größer oder kleiner 0 ist) und große t

ẋ(t) = (E − V (x(t))1/2





≤
√
E − c1(1 + t)−α ,

≥
√
E − c2(1 + t)−α ,
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x(t)






≤
√
Et+ c3 −

c1
α

(1 + t)1−α ,

≥
√
Et+ c4 −

c2
α

(1 + t)1−α .

(Für α = 1 ist hier
1

α
(1+ t)1−α durch ln(1+ t) zu ersetzen.) Würde (1) gelten, so wäre für große

t mit geeigneten x+, v+

√
Et+ c4 −

c2
α

(1 + t)1−α − 1 ≤ x+ + v+t ≤
√
Et+ c3 −

c1
α

(1 + t)1−α + 1 .

Das ist für alle hinreichend großen t nur möglich, wenn gilt:

√
E ≤ v+ ≤

√
E , also v+ =

√
E ,

und

c1 = 0 .

Letzteres ist ein Widerspruch; diesen erhält man entsprechend im Fall α = 1 . 2

Auch in der quantenmechanischen Streuung wird sich zeigen, daß das Coulombpotential ein Grenz-

fall ist. Die üblichen (Møller–)
”
Wellenoperatoren“ existieren nur für Potentiale, die schneller fallen.

Tatsächlich haben wir zuviel verlangt. Messen kann man ohne weiteres nur die Geschwindigkeit

v∓ (Richtung und Betrag) vor und nach der Streuung. Diese sollte asymptotisch konstant sein, und

das gilt natürlich auch für langsam abfallende Potentiale (vgl.(2)).

Wir beschreiben nun noch am klassischen Modell das Vorgehen in der quantenmechanischen Streu-

theorie. Ein Zustand des Systems werde beschrieben durch (x0, v0), den Ort und die Geschwindigkeit

zur Zeit 0 . Die asymptotisch freien Zustände in Vergangenheit und Zukunft werden beschrieben durch

(x∓, v∓) mit ‖x(t) − x∓ + v∓t‖−→ 0 für t−→∓∞ . Mit W∓ bezeichnen wir die Abbildungen

W∓ : (x∓, v∓) 7−→ (x, v) ,

wobei (x, v) der Zustand des Systems (mit Potential) ist, der asymptotisch für t−→∓∞ dem

freien Zustand (x∓, v∓) entspricht. Die entsprechenden Abbildungen in der quantenmechanischen

Streutheorie heißen
”
Wellenoperatoren“. Die Abbildung

S = W−1
+ W−

ist dann der
”
Streuoperator“. Er beschreibt den Streuvorgang ohne auf die Details des zeitlichen

Ablaufs einzugehen. Eines der wichtigsten und gleichzeitig schwierigsten Probleme der Streutheorie
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ist das sogenannte inverse Problem, von S auf das System zurückzuschließen, hier also auf das

Potential V (oder, beim reflektierenden Körper, auf dessen Gestalt).

Ein weiterer wichtiger Begriff, der hier schon kurz andiskutiert werden soll, ist der des
”
Streuquer-

schnitts“. Wir denken uns einen unendlich ausgebreiteten homogenen Teilchenstrom der Dichte 1 mit

einheitlichem Impuls k = |k|ω . Der Anteil, der pro Raumwinkeleinheit (Fläche 1 auf der Einheits-

sphäre) in Richtung ω′ gestreut wird, heißt der differentielle Streuquerschnitt σ(|k|, ω′, ω)

zur Einfallsrichtung ω und zur Ausfallsrichtung ω′ . Das Integral bezüglich ω′ über die Einheits-

sphäre ist der totale Streuquerschnitt σtot(|k|, ω) zur Einfallsrichtung ω . Ist das Streupotential

sphärisch symmetrisch, so hängt σ(|k|, ω′, ω) offensichtlich nur vom Winkel zwischen ω′ und ω ab,

σtot(|k|, ω) ist von ω unabhängig.

Die physikalische Bedeutung des totalen Streuquerschnitts ist: Es werden gerade so viele Teilchen

aus ihrer ursprünglichen Richtung abgelenkt, wie beim ungestörten Teilchenstrom durch ein senkrecht

zu ω stehendes Flächenstück der Größe σtot(|k|, ω) strömen. σtot(|k|, ω) ist also ein gewisses Maß

für den
”
effektiven Querschnitt“ des Streuers bei Einfallsrichtung ω .

Bei klassischer Streuung an einem Hindernis ist der totale Streuquerschnitt zur Einfallsrichtung

ω gerade der maximale Querschnitt des Hindernisses orthogonal zu ω . Bei klassischer Streuung

an einem Potential ist der totale Streuquerschnitt nur dann endlich, wenn das Potential kompakten

Träger hat. Für die quantenmechanische Streuung hingegen zeigt sich, daß der totale Streuquerschnitt

endlich ist, wenn das Potential schnell genug fällt.

1.2 Ein elementar lösbares Streuproblem

Wir betrachten in diesem Abschnitt ein Paar von Evolutionsgleichungen (
”
frei“ und

”
gestört“),

das so einfach ist, daß der
”
Streuoperator“ explizit angegeben werden kann. Dabei sind die erforderli-

chen Überlegungen fast unabhängig vom zu Grunde liegenden Funktionenraum. Funktionalanalytische

Überlegungen sind fast überflüssig. Später werden wir immer wieder versuchen, dieses Problem in den

abstrakten Rahmen (im Hilbertraum) einzubetten.

”
Freie“ Evolution:

i
∂

∂t
ψ = H0ψ mit H0 =

1

i

∂

∂x
auf IR .

Nach Wegkürzen der i-s erhält man die lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung

∂

∂t
ψ(x, t) = − ∂

∂x
ψ(x, t) .
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Sie hat offenbar die Lösung (die man natürlich auch mit der allgemeinen Theorie leicht erhält)

ψ(x, t) = ψ(x− t, 0) = ψ0(x− t) =: (U0,tψ0)(x) ,

wobei ψ0 die Anfangsfunktion für t = 0 ist.

Die Differentialgleichung hat natürlich nur Sinn, wenn ψ zumindest in gewissem Sinn differen-

zierbar ist. Der Lösungsoperator U0,t dagegen ist auf jedem vernünftigen Funktionenraum auf IR

wohldefiniert, z. B.

C1, C1
0 , L∞, Lp (insbesondere L2) .

Bezüglich jeder translationsinvarianten Norm sind die U0,t offensichtlich isometrisch. Außerdem sind

sie surjektiv (und somit bijektiv), unitär im Fall L2 : U∗
0,t = U−1

0,t = U0,−t .

”
Gestörte“ Evolution:

i
∂

∂t
ψ = Hψ mit H =

1

i

∂

∂x
+ q(x) .

Explizit ausgeschrieben ist dies die lineare Differentialgleichung erster Ordnung

∂

∂t
ψ(x, t) = − ∂

∂x
ψ(x, t) +

1

i
q(x)ψ(x, t) .

Wie man leicht nachrechnet, hat diese die Lösung

ψ(x, t) = exp
{
i

x−t∫

x

q(s) ds
}
ψ0(x − t) =: (Utψ0)(x)

mit der Anfangsfunktion ψ0(x) = ψ(x, 0) .

Diese Lösung findet man (zunächst jedenfalls formal) wie folgt: Mit

Wϕ(x) = exp
{
i

x∫

0

q(s) ds
}
ϕ(x)

gilt offenbar

H = exp
{
− i

x∫

0

q(s) ds
}
H0 exp

{
i

x∫

0

q(s) ds
}

= W−1H0W ,
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und somit

(Utψ0)(x) = ψ(x, t) = W−1U0,tWψ0(x)

= exp
{
− i

x∫

0

q(s) ds
}(
U0,t exp

{
i

x∫

0

q(s)
}
ψ0

)
(x) ,

= exp
{
i

x−t∫

x

q(s) ds
}
ψ0(x− t) .

Tatsächlich gilt damit

∂

∂t
ψ(x− t) =

(
−iq(x− t)ψ0(x− t) − ψ′

0(x− t)

)
exp

{
i

x−t∫

x

q(s) ds
}

=
1

i

(
1

i

∂

∂x
+ q(x)

)
ψ(x, t) =

1

i
Hψ(x, t) ,

oder formal

∂

∂t
Utψ0 =

∂

∂t
W−1U0,tWψ0 = W−1 ∂

∂t
U0,tWψ0 = W−1(−iH0)U0,tWψ0

= −iW−1H0WW−1U0,tWψ0 = −iHW−1U0,tWψ = −iHUtψ0 .

Der
”
freie“ Zustand ψ± ist also genau dann für t−→±∞ asymptotisch gleich dem

”
gestörten“

Zustand ψ, d. h.

U0,tψ± ∼ Utψ für t−→±∞ ,

wenn gilt

ψ±(x− t) ∼ exp

{
i

x−t∫
x

q(s)

}
ψ(x− t) für t−→±∞ ,

ψ±(x) ∼ exp

{
i

x∫
x+t

q(s) ds

}
ψ(x) für t−→±∞ ,

ψ±(x) = lim
t→±∞

exp

{
i

x∫
x+t

q(s) ds

}
ψ(x) .

Diese Grenzwerte existieren genau dann, wenn q bei +∞ bzw. −∞ uneigentlich integrierbar ist.

Dann gilt

ψ+(x) = exp

{
i

x∫
∞
q(s) ds

}
ψ(x) = exp

{
−i

∞∫
x

q(s) ds

}
ψ(x)

= exp

{
−i

∞∫
x

q(s) ds

}
exp

{
−i

x∫
−∞

q(s) ds

}
ψ−(x)

= exp

{
−i

∞∫
−∞

q(s) ds

}
ψ−(x) .
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Wenn q über (−∞,∞) uneigentlich integrierbar ist, existiert also der Streuoperator S und ist

gegeben durch

Sψ− := exp
{
− i

∞∫

−∞

q(s) ds
}
ψ− ;

er ist einfach Multiplikation mit einer komplexen Zahl vom Betrag 1. Auf den
”
meisten“ Funktio-

nenräumen über IR ist dieses S offensichtlich bijektiv und isometrisch (in L2(IR) sogar unitär).

Die Abbildungen

W+ : ψ+ 7→ ψ, W+ψ+(x) = exp

{
+i

∞∫
x

q(s) ds

}
ψ+(x) ,

W− : ψ− 7→ ψ, W−ψ−(x) = exp

{
−i

x∫
−∞

q(s) ds

}
ψ−(x)

heißen (jedenfalls im quantenmechanischen Analogon, vgl. 1) Wellenoperatoren, und es gilt

offenbar

S = W−1
+ W− .



11

2 Charakterisierung der spektralen Teilräume

Wir zeigen zunächst: Ist T ein selbstadjungierter Operator mit Spektralschar E(·) in einem

Hilbertraum H , so kann der Raum H dargestellt werden als orthogonale Summe

H = Hp ⊕Hsc ⊕Hac (Hc := Hsc ⊕Hac = H⊥
p ) ,

die aus den Elementen x ∈ H bestehen, für die die Maße ̺x(·) = ‖E(·)x‖2 gewisse Eigenschaften

relativ zum Lebesgue–Maß besitzen (vgl. Abschnitt 2.1) ; die Teilräume Hp, Hsc und Hc reduzieren

den Operator T . Es wird sich zeigen, daß für Schrödingeroperatoren die Elemente dieser Teilräume

auch durch dynamische Eigenschaften charakterisiert werden können (vgl. Abschnitt 2.2) .

2.1 Abstrakte Definition der spektralen Teilräume

Sei T ein selbstadjungierter Operator mit Spektralschar E im Hilbertraum H . Der bezüglich T

(spektral) unstetige Teilraum Hp = Hp(T ) (englisch: pure point subspace Hpp(T ) ) ist

die abgeschlossene Hülle der Eigenelemente von T . Für einen Operator mit reinem Punktspektrum

ist dies der ganze Hilbertraum. Das orthogonale Komplement von Hp(T ) wird als der bezüglich

T (spektral) stetige Teilraum bezeichnet, Hc = Hc(T ) := Hp(T )⊥; Hc ist also wieder ein

abgeschlossener Teilraum von H . Die Bezeichnung dieser Teilräume bezieht sich auf Eigenschaften der

durch ihre Elemente x erzeugten (Spektral–)Maße ̺x(·) = ‖E(·)x‖2 ; dies ergibt sich aus folgendem

Satz.

Satz 2.1 Sei T ein selbstadjungierter Operator mit Spektralschar E im Hilbertraum H . Für

jedes Element x ∈ H sei das Maß ̺x auf IR erklärt durch ̺x(·) := ‖E(·)x‖2 .

a) Es gilt x ∈ Hp(T ) genau dann, wenn das Maß ̺x auf abzählbar viele Punkte konzentriert

ist, d. h., wenn es eine abzählbare Menge A ⊂ IR gibt mit ̺x(A) = ̺x(IR) = ‖x‖2 bzw.

̺x(IR\A) = 0 .

b) Es gilt x ∈ Hc(T ) genau dann, wenn jeder Punkt von IR , und damit jede abzählbare Teilmenge

von IR , eine ̺x–Nullmenge ist.

Beweis. a) Ist x ∈ Hp , so gibt es eine Folge (λn) von paarweise verschiedenen Eigenwerten

von T und eine Folge von zugehörigen, paarweise orthogonalen Eigenelementen (vn) mit x =
∑

n vn , ‖x‖2 =
∑

n ‖vn‖2 . Für die abzählbare Menge A := {λn} gilt dann

̺x(A) =
∑

n

̺x({λn}) =
∑

n

‖E({λn})x‖2 =
∑

n

‖vn‖2 = ‖x‖2 = ̺x(IR) .
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Sei nun A = {sn} eine abzählbare Menge mit ̺x(A) = ‖x‖2 . Aus

∥∥∥
∑

n

E({sn})x
∥∥∥

2

=
∑

n

‖E({sn})x‖2 =
∑

n

̺x({sn}) = ̺x(A) = ‖x‖2

folgt dann

∥∥∥x−
∑

n

E({sn})x
∥∥∥

2

= ‖x‖2 −
∥∥∥
∑

n

E({sn})x
∥∥∥

2

= 0 ,

und somit x =
∑
n
E({sn})x . Wegen E({sn})x ∈ N(T − sn) ⊂ Hp ist damit x ∈ Hp .

b) Sei x ∈ Hc = H⊥
p . Für jedes s ∈ IR ist E({s})x ∈ Hp = H⊥

c , also

̺x({s}) = ‖E({s})x‖2 = 〈x,E({s})x〉 = 0 für alle s ∈ IR .

Da das Maß ̺x σ–additiv ist, folgt ̺x(A) = 0 für jede abzählbare Teilmenge von IR .

Sei nun ̺x({s}) = 0 für jedes s ∈ IR. Es ist zu zeigen, daß x zu jedem Eigenelement von

T orthogonal ist. Ist v Eigenelement von T zum Eigenwert λ (o. E. ‖v‖ = 1), so gilt für die

orthogonale Projektion Pv auf L{v} offenbar Pv ≤ E({λ}), also

|〈v, x〉|2 = ‖Pvx‖2 ≤ ‖E({λ})x‖2 = ̺x({λ}) = 0 . 2

Der stetige Teilraum Hc wird nun noch weiter zerlegt. Zunächst definieren wir den bezüglich T

(spektral) singulär stetigen Teilraum Hsc durch

Hsc = Hsc(T ) :=
{
x ∈ Hc(T ) : ∃ Lebesgue–Nullmenge N mit E(N)x = x

}

=
{
x ∈ Hc(T ) : ∃ Lebesgue–Nullmenge N mit ̺x(N) = ‖x‖2

}
.

Sind ̺ und µ Maße auf einer Menge X , so heißt ̺ singulär bezüglich µ, wenn eine µ–Nullmenge

N existiert mit ̺(N) = ̺(X) bzw. ̺(X\N) = 0 . Wir können also Hsc(T ) auch beschreiben durch

Hsc(T ) = {x ∈ Hc(T ) : ̺x ist singulär bezüglich des Lebesgue–Maßes} .

Satz 2.2 Sei T ein selbstadjungierter Operator im Hilbertraum H. Dann ist Hsc(T ) ein

abgeschlossener Teilraum von H .
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Beweis. Es ist leicht zu sehen, daß Hsc ein Teilraum ist (Beweis!). Sei (xn) eine Folge aus

Hsc mit xn −→x, Nn seien Lebesgue–Nullmengen mit E(Nn)xn = xn . Aus xn ∈ Hsc ⊂ Hc und

der Abgeschlossenheit von Hc folgt zunächst x ∈ Hc . Sei N := ∪nNn . Dann ist N wieder eine

Lebesgue–Nullmenge, und es gilt

E(N)x = lim
n→∞

E(N)xn = lim
n→∞

xn = x,

d. h. x ∈ Hsc . 2

Der bezüglich T (spektral) absolut stetige Teilraum Hac ist definiert durch

Hac = Hac(T ) := Hc ⊖Hsc = H⊥
sc ∩Hc .

Als orthogonales Komplement von Hsc bezüglich des Hilbertraumes Hc ist also Hac abgeschlossen.

Schließlich definiert man den bezüglich T (spektral) singulären Teilraum Hs durch

Hs = Hs(T ) := Hp(T ) ⊕Hsc(T ) .

Satz 2.3 Sei T ein selbstadjungierter Operator mit Spektralschar E im Hilbertraum H . Dann

gilt:

a) Hs(T ) = {x ∈ H : ∃ Lebesgue–Nullmenge N mit ̺x(N) = ‖x‖2}
= {x ∈ H : ̺x ist singulär bezüglich des Lebesgue–Maßes} .

b) Hac(T ) = {x ∈ H : ̺x(N) = 0 für jede Lebesgue–Nullmenge N}
= {x ∈ H : ̺x ist absolut stetig bezüglich des Lebesgue–Maßes} .

Beweis. a) Ist x ∈ Hs = Hp ⊕Hsc , so gilt x = xp + xsc mit xp ∈ Hp , xsc ∈ Hsc und es gibt

eine abzählbare Menge A ⊂ IR mit E(A)xp = xp ,

eine Lebesgue–Nullmenge N ⊂ IR mit E(N)xsc = xsc ,

und somit E(A ∪N)x = x . Da A∪N eine Lebesgue–Nullmenge ist, ist also ̺x singulär bezüglich

des Lebesgue–Maßes.

Sei x ∈ H und ̺x singulär bezüglich des Lebesgue–Maßes, d. h. es gibt eine Lebesgue–Nullmenge

N mit E(N)x = x . Da ̺x(IR) <∞ ist, gibt es eine höchstens abzählbare Teilmenge A ⊂ IR mit
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‖E({s})x‖2 = ̺x({s}) > 0 für x ∈ A und ‖E({s})x‖2 = ̺x({s}) = 0 für alle s ∈ IR\A ; es gilt

also

xp := E(A)x ∈ Hp .

Es bleibt zu zeigen, daß xsc := x − xp ∈ Hsc , denn dann folgt x = xp + xsc ∈ Hp +Hsc = Hs . Ist

v ein Eigenelement zu einem Eigenwert λ von T , so gilt

〈xsc, v〉 = 〈x − xp, v〉 = 〈x− E(A)x,E({λ})v〉 = 〈E({λ} ∩ (IR\A))x, v〉 = 0 ,

denn entweder ist λ ∈ A und somit {λ} ∩ (IR\A) = ∅ , oder es gilt λ ∈ IR\A und somit

E({λ} ∩ (IR\A))x = E({λ})x = 0 nach Konstruktion von A . Also ist in jedem Fall

xsc := x− xp ∈ H⊥
p = Hc .

Wegen

E(N)xsc = E(N) (x − E(A)x) = (I − E(A))E(N)x = (I − E(A))x = xsc

ist somit xsc ∈ Hc ∩Hs = Hsc .

b) Es gilt Hac = Hc ⊖Hsc = H ⊖ (Hp ⊕Hsc) = H ⊖Hs = H⊥
s . Ist x ∈ Hac = H⊥

s , so gilt für

jede Lebesgue–Nullmenge N

̺x(N) = ‖E(N)x‖2 = 〈x,E(N)x〉 = 0 ,

da E(N)x ∈ Hs ist; d. h. ̺x ist absolut stetig bezüglich des Lebesgue–Maßes.

Sei nun ̺x absolut stetig bezüglich des Lebesgue–Maßes. Für jedes y ∈ Hs gibt es eine Lebesgue–

Nullmenge N mit y = E(N)y und somit ist, wegen ̺x(N) = 0 ,

|〈x, y〉| = |〈x,E(N)y〉| = |〈E(N)x, y〉| ≤ ̺x(N)1/2‖y‖ = 0 ,

d. h. es gilt x ∈ H⊥
s . 2

Für die folgenden Überlegungen benötigen wir eine weitere Begriffsbildung: Sei A ein Operator

im Hilbertraum H , M ein abgeschlossener Teilraum von H , PM die orthogonale Projektion auf

M . Man sagt, M reduziert A , wenn gilt: für jedes x ∈ D(A) ist

PMx ∈ D(A) (also auch PM⊥x ∈ D(A)), und

APMx = PMAx , APM⊥x = PM⊥Ax .

Für beschränktes A ist dies die Vertauschbarkeit von A und PM , APM = PMA .
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Satz 2.4 Sei T ein selbstadjungierter Operator mit Spektralschar E im Hilbertraum H, M ein

abgeschlossener Teilraum von H, PM die orthogonale Projektion auf M . M reduziert T genau

dann, wenn PM mit der Spektralschar E vertauschbar ist (d. h. wenn E(t)PM = PME(t) für

jedes t ∈ IR gilt). Die Einschränkungen von T auf M bzw. M⊥ mit den Definitionsbereichen

D(T ) ∩M bzw. D(T ) ∩M⊥ sind selbstadjungierte Operatoren in M bzw. M⊥ .

Beweis. Wird T von M reduziert, so gilt dies offenbar auch für die Resolvente von T , d. h.

die Resolvente ist mit PM vertauschbar. Mit der Stone’schen Formel für die Spektralschar folgt die

Vertauschbarkeit der Spektralschar mit PM .

Ist die Spektralschar mit PM vertauschbar, so sind offenbar die Einschränkungen EM und EM⊥

von E auf M bzw. M⊥ Spektralscharen in M bzw. M⊥ . Für die zugehörigen selbstadjungierten

Operatoren TM und TM⊥ gilt T = TM ⊕ TM⊥ , und T wird offensichtlich von M reduziert. 2

Im folgenden seien Pp, Pc, Psc, Ps und Pac die orthogonalen Projektionen auf Hp, Hc, Hsc, Hs

und Hac (nur wenn Verwechslungen möglich sind, schreiben wir Pp(T ), . . . , bzw. Hp(T ), . . .) .

Satz 2.5 Sei T ein selbstadjungierter Operator mit Spektralschar E im Hilbertraum H . Dann

ist die Spektralschar E mit den Projektionen Pp, Pc, Psc, Ps und Pac vertauschbar, d. h. die

Teilräume Hp, Hc, Hsc, Hs und Hac reduzieren T .

Wir bezeichnen im folgenden als den spektral

– unstetigen Teil von T die Einschränkung Tp von T auf Hp ,

– stetigen Teil von T die Einschränkung Tc von T auf Hc ,

– singulär stetigen Teil von T die Einschränkung Tsc von T auf Hsc ,

– singulären Teil von T die Einschränkung Ts von T auf Hs ,

– absolut stetigen Teil von T die Einschränkung Tac von T auf Hac .

Das Spektrum von Tc, Tsc, Ts bzw. Tac wird als das stetige Spektrum σc(T ) , singulär

stetige Spektrum σsc(T ), singuläre Spektrum σs(T ) bzw. absolut stetige Spektrum

σac(T ) bezeichnet. Man beachte, daß das Punktspektrum σp(T ) anders definiert ist (es ist

gleich der Menge der Eigenwerte); insbesondere ist es i. allg. nicht abgeschlossen. Das Spektrum von

Tp wird gelegentlich mit σpp(T ) bezeichnet (
”
pure point“).

Beweis von Satz 2.5 . Nur die erste Aussage ist zu beweisen. Dabei genügt es, Pp und Ps zu

betrachten; der Rest folgt aus Pc = I − Pp, Pac = I − Ps, Psc = Pc − Pac .
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Pp : Für jedes x ∈ Hp gibt es eine abzählbare Teilmenge A ⊂ IR mit E(A)x = x . Also gilt

für jedes t ∈ IR

E(t)x = E(t)E(A)x = E(A)E(t)x ∈ Hp .

Daraus folgt E(t)Pp = PpE(t)Pp für jedes t ∈ IR . Übergang zur Adjungierten liefert

PpE(t) = (E(t)Pp)∗ = (PpE(t)Pp)
∗ = PpE(t)Pp = E(t)Pp .

Ps : Die Aussage für Ps wird völlig entsprechend bewiesen, wobei eine Nullmenge N an die

Stelle der abzählbaren Menge A tritt. 2

Beispiel 2.6 Seien ̺p, ̺sc, ̺ac Borel–Maße auf IR, ̺p auf abzählbar viele Punkte konzentriert,

̺sc singulär stetig, ̺ac absolut stetig bezüglich des Lebesgue–Maßes, ̺ = ̺p + ̺sc + ̺ac , T der

Operator der Multiplikation mit id in

L2(IR, d̺) = L2(IR, d̺p) ⊕ L2(IR, d̺sc) ⊕ L2(IR, d̺ac) .

Dann gilt (Beweis!)

Hp(T ) = L2(IR, d̺p), Hsc(T ) = L2(IR, d̺sc), Hac(T ) = L2(IR, d̺ac)

und Tp, Tsc bzw. Tac sind die Operatoren der Multiplikation mit id in L2(IR, d̺p) , L2(IR, d̺sc)

bzw. L2(IR, d̺ac) . #

2.2 Dynamische (geometrische) Charakterisierung der spektralen Teilräume

von Schrödingeroperatoren in L2(IR
m)

Wir beginnen mit einem Begriff, der auch im abstrakten Hilbertraum sinnvoll ist, während die weiter

unten eingeführten Begriffe nur in L2(IR
m) sinnvoll sind.

Sei T ein selbstadjungierter Operator im Hilbertraum H . Ein Element x ∈ H heißt stationär

(oder ein stationärer Zustand) bezüglich T , wenn für jeden selbstadjungierten Operator B ∈
B(H) der Erwartungswert

Bx(t) := 〈e−itTx, Be−itTx〉

konstant ist. Ist T ein Schrödingeroperator, so bedeutet dies, daß die Erwartungswerte aller Meß-

größen zeitlich konstant sind; dies rechtfertigt die Bezeichnung
”
stationär“ .
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Satz 2.7 Sei T ein selbstadjungierter Operator im Hilbertraum H, x ∈ H\{0} . x ist genau

dann stationär bezüglich T , wenn x Eigenelement von T ist.

Beweis. ⇐= : Ist Tx = λx , so gilt e−itTx = e−itλx , und somit

Bx(t) = 〈e−itTx, Be−itTx〉 = 〈e−itλx,Be−itλx〉 = 〈x, Bx〉 für alle t ∈ IR ,

d. h. Bx(t) ist konstant.

=⇒ : Diese besonders einfache Form des Beweises verdanke ich Herrn Dirk Buschmann. Sei x

stationär bezüglich T , o. E. ‖x‖ = 1 , B die orthogonale Projektion auf L{x}⊥ . Nach Voraussetzung

gilt dann für alle t ∈ IR

0 = 〈x,Bx〉 = Bx(0) = Bx(t) = 〈e−itTx, Be−itTx〉 = ‖Be−itTx‖2 ,

d. h. es gilt e−itTx ∈ L{x} für alle t ∈ IR . Es gibt also eine stetige Funktion a : IR−→C mit

e−itTx = a(t)x , also |a(t)| = 1 für alle t ∈ IR . Wegen

a(t+ t′)x = e−i(t+t′)Tx = e−itT e−it′Tx = e−itT a(t′)x = a(t)a(t′)x

gilt auch

a(t+ t′) = a(t)a(t′) für alle t, t′ ∈ IR ,

und somit

a(t) = e−itλ für alle t ∈ IR, mit einem λ ∈ IR .

Folglich existiert der Grenzwert

lim
t→0

1

t
(e−itT − I)x = lim

t→0

1

t
(e−itλ − 1)x = −iλx .

Somit ist x ∈ D(T ) , und es gilt Tx = λx , d. h. x ist ein Eigenelement von T zum Eigenwert λ .

Interessant ist auch eine zweite Variante des Beweises dieser Richtung: Wählt man für B die

orthogonale Projektion auf L{x} (statt der auf L{x}⊥), d. h. By = 〈x, y〉x , so ist (mit ̺x(·) =

‖E(·)x‖2 )

1 = 〈e−itTx,Be−itTx〉 =

∣∣∣∣
∫
e−itλ d̺x(λ)

∣∣∣∣
2
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für alle t ∈ IR . Daraus läßt sich folgern, daß das Maß ̺x(·) in einem λ ∈ IR konzentriert ist, d. h. x

ist Eigenelement zu diesem Eigenwert λ . 2

Hp = Hp(T ) ist die abgeschlossene lineare Hülle der bezüglich T stationären Zustände. Nach

obigem Satz sind also die Elemente von Hp (bei mehr als einem Eigenwert) i. allg. keine stationären

Zustände mehr.

Wir kommen nun zur dynamischen (oder auch geometrischen) Charakterisierung der

Zustände in L2(IR
m) (dabei kann im folgenden meistens IRm durch eine offene Teilmenge von IRm

ersetzt werden). Sei T ein selbstadjungierter Operator in L2(IR
m). Ein f ∈ L2(IR

m) heißt ein

gebundener Zustand bezüglich T , wenn zu jedem ε > 0 eine kompakte Teilmenge K ⊂ IRm

existiert mit

∥∥∥χIRm\Ke
−itT f

∥∥∥ ≤ ε für alle t ∈ IR .

Im Sinne der statistischen Interpretation der Quantenmechanik bedeutet dies, daß das Teilchen die

kompakte Teilmenge K für alle Zeiten nur mit geringer Wahrscheinlichkeit verläßt.

Ein f ∈ L2(IR
m) heißt ein Streuzustand bezüglich T , wenn für jede kompakte Teilmenge

K ⊂ IRm gilt

∥∥∥χKe
−itT f

∥∥∥−→ 0 für |t| −→∞ .

In der statistischen Interpretation bedeutet das: Das Teilchen verläßt jedes Kompaktum mit Wahr-

scheinlichkeit 1 .

Es erweist sich weiter unten als nützlich, den Begriff des Streuzustandes zu verallgemeinern. Ein

f ∈ L2(IR
m) heißt ein Streuzustand im zeitlichen Mittel , wenn für jede kompakte Teilmenge

K ⊂ IRm gilt

1

A

A∫

−A

∥∥∥χKe
−itT f

∥∥∥
2

dt−→ 0 für A−→∞ .

Ein Teilchen, das sich in einem solchen Zustand befindet, hält sich also
”
den größten Teil der Zeit“ in

großer Entfernung vom Ursprung auf.

Mit Hb = Hb(T ), Hs = Hs(T ) bzw. H̃s = H̃s(T ) bezeichnen wir die Menge der gebundenen

Zustände, der Streuzustände bzw. der Streuzustände im zeitlichen Mittel.
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Satz 2.8 Sei T ein selbstadjungierter Operator in L2(IR
m) .

a) Es gilt Hs ⊂ H̃s und H̃s ⊥ Hb (und somit Hs ⊥ Hb).

b) Hb, Hs und H̃s sind abgeschlossene Teilräume von L2(IR
m) .

Beweis. a) Hs ⊂ H̃s ist offensichtlich. Sei g ∈ Hb, f ∈ H̃s . Zu jedem ε > 0 gibt es eine

kompakte Teilmenge K ⊂ IRm mit

∥∥∥χIRm\Ke
−itT g

∥∥∥ ≤ ε für alle t ∈ IR .

Andererseits gilt

1

A

A∫

−A

∥∥∥χKe
−itT f

∥∥∥
2

dt−→ 0 für A−→∞ ;

es gibt also eine Folge (tn) mit tn −→∞ und
∥∥∥χKe

−itnT f
∥∥∥−→ 0 für n−→∞, also

∥∥∥χKe
−itnT f

∥∥∥ < ε für hinreichend große n .

Damit folgt

|〈f, g〉| = |〈e−itnT f, e−itnT g〉|

≤
∣∣∣〈χKe

−itnT f, χKe
−itnT g〉

∣∣∣+
∣∣∣〈χIRm\Ke

−itnT f, χIRm\Ke
−itnT g〉

∣∣∣

≤ ε‖g‖ + ‖f‖ε = ε(‖f‖ + ‖g‖) für hinreichend große n .

Da ε > 0 beliebig war, folgt 〈f, g〉 = 0 .

b) Es ist offensichtlich (Beweis!), daß Hb, Hs , und H̃s Teilräume von L2(IR
m) sind. Somit

bleibt die Abgeschlossenheit zu beweisen.

Hb : Sei (fn) aus Hb, fn −→ f und ε > 0 . Dann gibt es ein N ∈ IN mit ‖f − fN‖ ≤ ε/2

und eine kompakte Teilmenge K ⊂ IRm mit

∥∥∥χIRm\Ke
−itT fN

∥∥∥ ≤ ε

2
für alle t ∈ IR ,
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also

∥∥∥χIRm\Ke
−itT f

∥∥∥ ≤
∥∥∥χIRm\Ke

−itT (f − fN)
∥∥∥+

∥∥∥χIRm\Ke
−itT fN

∥∥∥

≤ ε

2
+
ε

2
= ε für alle t ∈ IR .

Da dies für alle ε > 0 gilt, ist f ∈ Hb .

H̃s : Sei (fn) aus H̃s, fn −→ f, K eine kompakte Teilmenge von IRm und ε > 0 . Dann gibt

es ein N ∈ IN mit ‖f − fN‖2 ≤ ε/8 , und es gilt

1

A

A∫

−A

∥∥∥χKe
−itT fN

∥∥∥
2

dt−→ 0 für A−→∞ ,

also

1

A

A∫

−A

∥∥∥χKe
−itT f

∥∥∥
2

dt ≤ 1

A

A∫

−A

{∥∥∥χKe
−itT (f − fN )

∥∥∥+
∥∥∥χKe

−itT fN

∥∥∥
}2

dt

≤ 2

A

A∫

−A

{∥∥∥χKe
−itT (f − fN )

∥∥∥
2

+
∥∥∥χKe

−itT fN

∥∥∥
2}

dt

≤ ε

2
+
ε

2
= ε für hinreichend große A .

Hs : Dies wird analog zu H̃s bewiesen, wobei die Integralmittel entfallen. 2

Satz 2.9 Sei T ein selbstadjungierter Operator in L2(IR
m) . Dann gilt Hp(T ) ⊂ Hb(T ), d. h.

jedes f ∈ Hp(T ) ist ein gebundener Zustand bezüglich T .

Beweis. Da Hb(T ) ein abgeschlossener Teilraum ist, genügt es zu zeigen, daß jedes Eigenelement

ein gebundener Zustand ist. Sei f Eigenelement zum Eigenwert λ .

Sei ε > 0 . Wählen wir die kompakte Teilmenge K ⊂ IRm so groß, daß

‖χIRm\Kf‖ ≤ ε

gilt, so folgt für alle t ∈ IR

‖χIRm\Ke
−itT f‖ = ‖χIRm\Ke

−itλf‖ = ‖χIRm\Kf‖ ≤ ε . 2
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Die Umkehrung von Satz 2.9 kann ohne eine zusätzliche Voraussetzung (vgl. Satz 2.10) nicht gelten:

Ist z.B. T ein Multiplikationsoperator in L2(IR
m) , so ist Hb = L2(IR

m) , aber i. allg. natürlich nicht

Hp = L2(IR
m) .

Für die weiteren Überlegungen spielt die Bedingung
”
χKE(J) ist kompakt für jede kompakte

Teilmenge K ⊂ IRm und jedes beschränkte Intervall J ⊂ IR“ eine wesentliche Rolle, wobei E die

Spektralschar von T ist; gelegentlich sagt man dazu auch
”
χK ist T –lokal kompakt“ . Wir werden

im folgenden Abschnitt sehen, daß diese Bedingung für Schrödingeroperatoren fast immer erfüllt ist.

Diese Feststellung ist eine wichtige Grundlage der Streutheorie.

Es sei daran erinnert, daß ein Operator kompakt genannt wird, wenn er jede beschränkte Menge

in eine relativ kompakte Menge abbildet und daß dies im Hilbertraum dazu äquivalent ist, daß B

jede schwache Nullfolge auf eine Norm–Nullfolge abbildet.

Satz 2.10 Sei T ein selbstadjungierter Operator in L2(IR
m) mit Spektralschar E . Für jede

kompakte Teilmenge K ⊂ IRm und jedes beschränkte Intervall J sei χKE(J) kompakt. Dann gilt:

a) Hac(T ) ⊂ Hs(T ) .

b) Hc(T ) = H̃s und Hp(T ) = Hb(T ) .

(Teil b) ist bekannt als RAGE–Theorem, benannt nach den Autoren D.Ruelle, W.Amrein,

V.Georgescu und V.Enss, die zu seiner heutigen Formulierung beigetragen haben.)

Beweis. a) Wir zeigen etwas allgemeiner: Ist T selbstadjungiert in einem beliebigen Hilbertraum

H, B ∈ B(H) und BE(J) kompakt für jedes beschränkte Intervall J , so gilt für jedes f ∈ Hac(T )

Be−itT f −→ 0 für |t| −→∞ .

Für jedes Element g aus H gilt

〈g, e−itT f〉 =

∫
e−itλdλ〈g, E(λ)f〉 .

Wegen Pacg, f ∈ Hac ist 〈g, E(·)f〉 = 〈g, E(·)Pacf〉 = 〈Pacg, E(·)f〉 absolut stetig (Polarisierungs-

identität auf 〈E(·)Pacg, E(·)f〉 angewandt), d. h. es gilt 〈g, E(λ)f〉 =
∫
(−∞,λ]

h(s) ds mit einem

h ∈ L1(IR) . Nach dem Lemma von Riemann–Lebesgue gilt also

〈g, e−itT f〉 =

∫
e−itλh(λ) dλ−→ 0 für |t| −→∞ ,



22 2. CHARAKTERISIERUNG DER SPEKTRALEN TEILRÄUME

und da g beliebig war,

e−itT f
w−→ 0 für |t| −→∞ .

Mit der Kompaktheit von BE(J) folgt

Be−itTE(J)f = (BE(J))e−itT f −→ 0 für |t| −→∞

für jedes beschränkte Intervall J , z. B. J = (−n, n) . Wegen E((−n, n))f −→ f für n−→∞ ergibt

sich hieraus die Behauptung, da der Raum der Elemente f ∈ H , für die Be−itT f −→ 0 (|t| −→∞)

gilt, offenbar abgeschlossen ist (vgl. Beweis der Abgeschlossenheit von Hs ; wesentlich ist dabei die

Beschränktheit von B .

b) Es genügt Hc ⊂ H̃s zu beweisen. Zusammen mit H̃s ⊥ Hb (Satz 2.8 a) und Hp ⊂ Hb (Satz

2.9) folgt dann die Behauptung, denn es gilt Hc = H⊥
p ⊃ H⊥

b ⊃ H̃s , und somit Gleichheit in dieser

Gleichungskette.

Zum Beweis von Hc ⊂ H̃s benötigen wir den folgenden 2/2

Satz 2.11 (N.Wiener) Sei F : IR−→C von beschränkter Variation,

ϕ(t) :=
1

(2π)1/2

∫
e−itλ dF (λ) .

Dann gilt

lim
A→∞

1

A

A∫

−A

|ϕ(t)|2 dt =
1

π

∑

λ∈IR

∣∣∣F (λ+) − F (λ−)
∣∣∣
2

.

(Dies bedeutet insbesondere, daß der Limes auf der linken Seite existiert. Da F von beschränkter

Variation ist, hat es höchstens abzählbar viele Sprungstellen; die Summe auf der rechten Seite enthält

also nur abzählbar viele Terme.) F ist also genau dann stetig, wenn gilt

lim
A→∞

1

A

A∫

−A

|ϕ(t)|2 dt = 0 .
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Beweis. Für jedes A > 0 gilt nach Definition von ϕ

1

A

A∫

−A

|ϕ(t)|2 dt =
1

2πA

A∫

−A

{∫
e−itλ dF (λ)

∫
eitµ dF (µ)

}
dt

=
1

π

∫ ∫
1

2A

A∫

−A

eit(µ−λ) dt dF (λ) dF (µ) .

Wegen

1

2A

A∫

−A

eit(µ−λ) dt =





eiA(µ−λ) − e−iA(µ−λ)

2iA(µ− λ)
=

sinA(µ− λ)

A(µ− λ)
für µ 6= λ ,

1 für µ = λ ,

∣∣∣
1

2A

A∫

−A

eit(µ−λ) dt
∣∣∣ ≤ 1 für alle λ, µ

folgt also mit dem Satz von Lebesgue für A−→∞

1

A

A∫

−A

|ϕ(t)|2 dt −→ 1

π

∫ ∫
χ{(λ,µ)∈IR2: λ=µ}(λ, µ) dF (λ) dF (µ)

=
1

π

∫
(F (µ+) − F (µ−)) dF (µ)

=
1

π

∑

µ∈IR

|F (µ+) − F (µ−)|2 . 2

Fortsetzung des Beweises von Satz 2.10 b. Sei zunächst f ∈ R(E(J)Pc) für ein

beschränktes Intervall J . Da χKE(J) kompakt ist, gibt es Orthonormalfolgen (ej), (fj) und eine

Nullfolge λj mit (vgl. Mathematische Methoden der Quantenmechanik, Satz 4.16)

χKE(J)f =
∑

λj〈fj , f〉ej ,

also

‖χKe
−itT f‖2 = ‖χKE(J)e−itT f‖2 =

∑

j

|λj |2|〈fj , e
−itT f〉|2 .

Da

λ 7→ 〈fj , E(λ)f〉 = 〈Pcfj , E(λ)f〉
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stetig und von beschränkter Variation ist (Polarisierungsidentität für 〈E(·)Pcfj, E(·)f〉 ), gilt für

jedes j nach Satz 2.11

1

A

A∫

−A

|〈fj , e
−itT f〉|2 dt =

1

A

A∫

−A

∣∣∣
∫
e−itλ dλ〈fj , E(λ)f〉

∣∣∣
2

dt−→ 0 für |A| −→∞ .

Sei nun ε > 0. Dann existiert ein j0 mit |λj |2 ≤ ε für j ≥ j0 und somit

∑

j≥j0

|λj |2|〈fj , e
−itT f〉|2 ≤ ε‖e−itT f‖2 = ε‖f‖2 ,

also

1

A

A∫

−A

‖χKe
−itT f‖2 dt

=
1

A

A∫

−A

∑

j<j0

|λj |2|〈fj , e
−itT f〉|2 dt

︸ ︷︷ ︸
→ 0 für A→∞

+
1

A

A∫

−A

∑

j≥j0

|λj |2|〈fj , e
−itT f〉|2

︸ ︷︷ ︸
≤ε‖f‖2 für alle A

dt

≤ ε+ ε‖f‖2 für hinreichend großes A .

Da ε > 0 beliebig war, folgt die Behauptung in diesem Fall.

Ist f ∈ R(Pc) = Hc beliebig, so gilt (E(n) − E(−n))f −→ f und nach dem eben Bewiesenen

(E(n) − E(−n))f ∈ H̃s . Damit folgt die Behauptung aus der Abgeschlossenheit von H̃s . 2

Ist Hac = Hc (d. h. Hsc = {0}) , so erhält man unter der Voraussetzung von Satz 2.10 die

vollständige Charakterisierung

Hb = Hp und Hs = H̃s = Hac = Hc .

Es ist deshalb eine interessante Frage, ob für konkrete Operatoren Hsc = {0} gilt. Für viele einfache

Operatoren gilt dies. Man erwartet eine positive Antwort für alle physikalisch relevanten Schrödinge-

roperatoren.
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2.3 Zur Voraussetzung des RAGE–Theorems

Es ist das Ziel dieses Abschnitts zu zeigen, daß
”
praktisch“ alle physikalisch interessanten Schrödin-

geroperatoren die Voraussetzung des RAGE–Theorems (Satz 2.10) erfüllen. Es zeigt sich, daß dies

insbesondere dann gilt, wenn ein Schrödingeroperator (mit elektrischem und magnetischem Feld) auf

D(−∆) selbstadjungiert ist. — Zunächst aber ein abstraktes Resultat.

Satz 2.12 Sei T selbstadjungiert im Hilbertraum H mit Spektralschar E und z ∈ ̺(T ) .

a) Ist B ein Operator mit D(B) ⊃ D(T n) und B(T − z)−n kompakt für ein n ∈ IN0, so ist

BE(J) kompakt für jedes beschränkte Intervall J .

b) Ist B außerdem T–beschränkt mit T–Schranke 0 , so ist B(T − z)−1 kompakt. (Da der

Operator B im folgenden sogar beschränkt sein wird, bedeutet es keine Abschwächung der

Resultate, nur n = 1 zu betrachten.)

Beweis. a) Für jedes beschränkte Intervall J gilt offenbar R(E(J)) ⊂ D(T n) ⊂ D(B) und

BE(J) =
(
B(T − z)−n

)(
(T − z)nE(J)

)
.

Hier ist der erste Faktor nach Voraussetzung kompakt und der zweite beschränkt,

∥∥∥(T − z)nE(J)
∥∥∥ = sup

{
|t− z|n : t ∈ J

}
.

b) Nur für n > 1 ist etwas zu zeigen. Man schreibt

B(T − z)−1 = B(T − z)−n(T − z)n−1E(J) +B(T − z)−1E(IR \ J) .

Hier ist der erste Term auf der rechten Seite kompakt für jedes beschränkte Intervall J , während der

zweite beliebig kleine Norm hat, wenn J hinreichend groß ist. Also ist B(T −z)−1 Limes kompakter

Operatoren und somit selbst kompakt. 2

Satz 2.13 Für jede kompakte Teilmenge K ⊂ IRm ist χK(−∆ − z)−1 kompakt für jedes z ∈
C\[0,∞) .
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Beweis. Für jedes f ∈ L2(IR
m) gilt

(
χK(−∆ − z)−1f

)
(x) =

(
χK lim

N→∞
F−1χ{|·|≤N} (·) 1

| · |2 − z
Ff

)
(x)

= χK(x) (2π)−m/2 l.i.m.
N→∞

∫

|y|≤N

eixy 1

|y|2 − z
Ff(y) dy

= l.i.m.
N→∞

∫
gK,N(x, y)Ff(y) dy

mit

gK,N (x, y) =





1

(2π)m/2

eixy

|y|2 − z
für |y| ≤ N, x ∈ K ,

0 sonst.

Da gK,N ∈ L2(IR
m × IRm) gilt, ist der durch den Kern gK,N erzeugte Integraloperator GK,N ein

Hilbert–Schmidt–Operator1 und somit kompakt. (Letzteres sieht man am leichtesten folgendermaßen

ein: Sei k(x) := {
∫
|gK,N (x, y)|2 dy}1/2 ; offenbar ist k ∈ L2(IR

m) . Sei nun (fn) eine schwache

Nullfolge. Dann gilt für f. a. x ∈ IRm (nämlich für die x, für die k(x) definiert ist)

∣∣∣(GK,Nfn)(x)
∣∣∣ ≤ k(x)‖fn‖ ≤ Ck(x), (GK,Nfn)(x)−→ 0 .

Nach dem Satz von Lebesgue gilt also GK,Nfn −→ 0 ).

Außerdem gilt offensichtlich

∥∥∥χK(−∆ − z)−1 −GK,NF
∥∥∥ =

∥∥∥χKF
−1χ{|·|>N}(·)

1

| · |2 − z
F
∥∥∥

≤
∥∥∥χ{|·|>N}(·)

1

| · |2 − z

∥∥∥
∞

≤
∣∣∣

1

N2 − z

∣∣∣−→ 0 für N −→∞ .

Also ist auch χK(−∆−z)−1 kompakt (denn der Norm–Limes einer Folge von kompakten Operatoren

ist kompakt, vgl. z.B.
”
Mathematische Methoden der Quantenmechanik“, Satz 2.3). 2

Anmerkung: Aus dem Beweis liest man sofort ab, daß auch folgendes gilt: für jedes p > 0 ist

χK(−∆ − z)−p kompakt; für p >
m

4
ist χK(−∆ − z)−p ein Hilbert–Schmidt–Operator.

Satz 2.14 a) Sind T und A abgeschlossene Operatoren mit D(T ) ⊂ D(A) , so ist A bezüglich

T relativ beschränkt; für jedes z ∈ ̺(T ) ist also A(T − z)−1 beschränkt.

1Dies ist ein Spezialfall des Resultats, daß MgFMh ein Hilbert–Schmidt–Operator ist, falls g, h ∈ L2(IR
m) sind.
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b) Sei T selbstadjungiert in L2(IR
m) mit Spektralschar E und D(T ) ⊂ D(−∆) . Dann ist

χKE(J) kompakt für jede kompakte Teilmenge K ⊂ IRm und jedes beschränkte Intervall J .

Beweis. a) Nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen genügt es zu zeigen, daß A als

Operator von (D(T ), ‖ · ‖T ) nach H abschließbar (also abgeschlossen) ist. Sei (xn) aus D(T ) mit

‖xn‖T −→ 0 (also insbesondere ‖xn‖−→ 0 ) und Axn −→ y . Da A als Operator in H abgeschlossen

ist, gilt dann y = 0 .

b) Nach Teil a) ist ∆(T − z)−1 beschränkt für jedes z ∈ ̺(T ) . Die behauptete Kompaktheit

folgt nun aus Satz 2.12, Satz 2.13 und

χK(T − z)−1 =
(
χK(−∆ − z)−1

)(
(−∆ − z) (T − z)−1

)

(denn das Produkt aus einem kompakten und einem beschränkten Operator ist stets kompakt). 2

Es bleibt zu untersuchen, unter welchen Voraussetzungen ein Differentialausdruck (formaler Schrödin-

geroperator)

m∑

j=1

(1

i

∂

∂xj
−Aj(x)

)2

+ V (x) =: −∆ +W

einen selbstadjungierten Operator T mit D(T ) ⊂ D(−∆) oder sogar D(T ) = D(−∆) erzeugt.

Kriterien dafür haben wir bereits in
”
Mathematische Methoden der Quantenmechanik“ bewiesen

(insbesondere in Satz 10.14); damit erhalten wir beispielhaft die folgende hinreichende Voraussetzung

für die Anwendbarkeit des RAGE–Theorems, die für die meisten konkreten Fälle völlig ausreicht.

Dabei sei für eine meßbare Funktion v : IRm −→C und einen Teilraum M von IRm

Nv,M (x) :=

∫

y∈M

|x−y|≤1

|v(y)|2 dy (≤ ∞) für alle x ∈ IRm .

Satz 2.15 Sind V : IRm −→ IR meßbar und A : IRm −→ IRm meßbar und beschränkt, und ist

NV,M (·) beschränkt für einen Teilraum M von IRm mit dimM ≤ 3 ,

Ndiv A,M ′(·) beschränkt für einen Teilraum M ′ von IRm mit dimM ′ ≤ 3 ,

so hat W die −∆–Schranke 0 , T = −∆ +W ist selbstadjungiert auf D(T ) = D(−∆), und für

die Spektralschar E von T = −∆+W gilt: Für jede kompakte Teilmenge K von IRm und jedes

beschränkte Intervall J ist χKE(J) kompakt.
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3 Der Formalismus der Streutheorie

3.1 Die Wellenoperatoren

Wir folgen hier im wesentlichen der Darstellung in J.Weidmann: Lineare Operatoren in Hilberträum-

en, 11.1.

Seien T1 und T2 selbstadjungierte Operatoren im Hilbertraum H mit Spektralscharen E1

bzw. E2 . Wir stellen uns dabei vor, daß T1 der Schrödingeroperator des
”
freien“ Systems ist, T2

der des
”
gestörten“ Systems. Entsprechend den Überlegungen in 1 erwarten wir, daß zu jedem f ∈ H

ein g ∈ H existiert mit

e−itT1f ∼ e−itT2g für t−→∞ ;

damit ist genauer gemeint:

∥∥e−itT1f − e−itT2g
∥∥−→ 0 für t−→∞ .

Dies ist gleichbedeutend mit

∥∥eitT2e−itT1f − g
∥∥−→ 0 für t−→∞ , d.h. g = lim

t→∞
eitT2e−itT1f .

Die Existenz des oben geforderten g ist also gleichbedeutend mit der Existenz dieses Grenzwerts. —

Die gleichen Überlegungen gelten natürlich für t−→−∞ .

Man definiert deshalb die Møller–Wellenoperatoren (C. Møller: Kgl. Danske Videnskab.

Selskab., Nat. Fys. Nedd. 22/23, 1945/1946) Ω±(T2, T1) durch

D(Ω±(T2, T1)) :=

{
f ∈ H : lim

t→±∞
eitT2e−itT1f existiert

}
,

Ω±(T2, T1)f := lim
t→±∞

eitT2e−itT1f für f ∈ D(Ω±(T2, T1)) .

Offensichtlich sind die Ω±(T2, T1) isometrische Abbildungen von D(Ω±(T2, T1)) in H .

Satz 3.1 a) D(Ω±(T2, T1)) sind abgeschlossene Teilräume von H , die T1 reduzieren.

b) R(Ω±(T2, T1)) sind abgeschlossene Teilräume von H , die T2 reduzieren.

c) Es gilt

R(Ω±(T2, T1)) = D(Ω±(T1, T2)), Ω±(T2, T1) = Ω±(T1, T2)
−1 .

d. h. für f ∈ D(Ω±(T2, T1)) und g ∈ D(Ω±(T1, T2)) gilt

〈
g,Ω±(T2, T1)f

〉
=
〈
Ω±(T1, T2)g, f

〉
.
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d) Für alle s ∈ IR und jede beschränkte stetige Funktion u : IR−→C gilt:

Ω±(T2, T1)e
isT1 = eisT2Ω±(T2, T1) ,

Ω±(T2, T1)E1(s) = E2(s)Ω±(T2, T1) ,

Ω±(T2, T1)u(T1) = u(T2)Ω±(T2, T1) ;

man nennt dies die
”
intertwining“ (verbindende) Eigenschaft.

Beweis. Die Eigenschaften a) . . . d) werden nicht getrennt voneinander bewiesen.

Es ist offensichtlich, daß D(Ω±(T2, T1)) und R(Ω±(T2, T1)) Teilräume sind. Da die Ω±(T2, T1)

auf D(Ω±(T2, T1)) isometrisch sind, folgt die Abgeschlossenheit von R(Ω±(T2, T1)) aus der von

D(Ω±(T2, T1)) .

Abgeschlossenheit von D(Ω±(T2,T1)) : Sei f ∈ D(Ω±(T2, T1)) . Dann existiert zu jedem

ε > 0 ein g± ∈ D(Ω±(T2, T1)) mit ‖f − g±‖ < ε/3 und ein t± > 0 mit

∥∥(eitT2e−itT1 − eisT2e−isT1
)
g±
∥∥ < ε

3
für t, s > t+ bzw. t, s < −t− .

Also gilt

∥∥(eitT2e−itT1 − eisT2e−isT1
)
f
∥∥ ≤

∥∥eitT2e−itT1(f − g±)
∥∥

+
∥∥(eitT2e−itT1 − eisT2e−isT1

)
g±
∥∥+

∥∥eisT2e−isT1(g± − f)
∥∥

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε für t, s > t+ bzw. t, s < −t− .

Dies impliziert die Existenz des Grenzwertes von eitT2e−itT1f für t−→±∞ , d.h. es ist f ∈ D(Ω±(T2, T1)) .

Ω±(T2,T1)eisT1 = eisT2Ω±(T2,T1) : An der Gleichung

eitT2e−itT1eisT1f = eisT2ei(t−s)T2e−i(t−s)T1f

erkennt man, daß der Limes auf beiden Seiten für t−→±∞ genau dann existiert, wenn f ∈
D(Ω±(T2, T1)) ist, d.h. es gilt

eisT1D(Ω±(T2, T1)) = D(Ω±(T2, T1)) für alle s ∈ IR ,

und die gewünschte Gleichung ergibt sich durch Grenzübergang.

D(Ω±(T2,T1)) reduziert eisT1 : Aus eisT1D(Ω±(T2, T1)) = D(Ω±(T2, T1)) und der Unita-

rität von eisT1 folgt auch eisT1D(Ω±(T2, T1))
⊥ = D(Ω±(T2, T1))

⊥ .
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Hieraus folgt, daß D(Ω±(T2, T1)) auch T1 reduziert, da iT1 der infinitesimale Generator von

eisT1 ist.

R(Ω±(T2,T1)) = D(Ω±(T1,T2)) und Ω±(T1,T2) = Ω±(T2,T1)−1 (hieraus folgt übrigens

nochmals die Abgeschlossenheit von R(Ω±(T2, T1) ): Ist g = Ω±(T2, T1)f ∈ R(Ω±(T2, T1)) , so gilt

∥∥eitT1e−itT2g − f
∥∥ =

∥∥g − eitT2e−itT1f
∥∥→ 0 für t→ ±∞ ,

also ist g ∈ D(Ω±(T1, T2)) und Ω±(T1, T2)g = f = Ω±(T2, T1)
−1g . Ist umgekehrt g ∈ D(Ω±(T1, T2))

und f = Ω±(T1, T2)g , so gilt entsprechend f ∈ D(Ω±(T2, T1)) und g = Ω±(T2, T1)f ∈ R(Ω±(T2, T1)) .

Damit ist auch klar, daß R(Ω±(T2, T1)) die Operatoren eisT2 , und somit auch T2 , reduziert.

Um die letzten zwei Gleichungen zu beweisen, benötigen wir, daß für j = 1, 2 , alle f, g ∈ H und

Im z > 0 gilt

i

∞∫

0

eizt〈f, e−itTjg〉dt = i

∞∫

0

eizt

{∫
e−its ds〈f,Ej(s)g〉

}
dt

= i

∫ 


∞∫

0

eit(z−s) dt



 ds〈f,Ej(s)g〉

= −
∫

(z − s)−1 ds〈f,Ej(s)g〉

= 〈f, (Tj − z)−1g〉 ,

und entsprechend gilt für Im z < 0

−i
0∫

−∞

eizt〈f, e−itTjg〉dt = 〈f, (Tj − z)−1g〉 .

Zusammen mit der Intertwining–Eigenschaft für eitTj ergibt sich damit für alle f ∈ D(Ω±(T1, T2)), g ∈
D(Ω±(T2, T1)) und Im z > 0

〈
f, (T2 − z)−1Ω±(T2, T1)g

〉
= i

∞∫

0

eizt
〈
f, e−itT2Ω±(T2, T1)g

〉
dt

= i

∞∫

0

eizt
〈
Ω±(T1, T2)f, e

−itT1g
〉

dt =
〈
Ω±(T1, T2)f, (T1 − z)−1g

〉

=
〈
f,Ω±(T2, T1) (T1 − z)−1g

〉
,
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und somit

(T2 − z)−1Ω±(T2, T1) = Ω±(T2, T1)(T1 − z)−1 .

Das gleiche gilt für Im z < 0 . Mit der Stoneschen Formel (Mathematische Methoden der Quanten-

mechanik, Satz 9.3) folgt hieraus die Intertwining–Eigenschaft für die Spektralscharen Ej(·) , und der

Funktionalkalkül liefert sie für die Operatoren u(Tj) . 2

Satz 3.2 a) Ist f ein Eigenelement von T1 (zu einem Eigenwert λ), so gilt f ∈ D(Ω±(T2, T1))

genau dann, wenn f auch Eigenelement von T2 zum gleichen Eigenwert ist, d.h. es gilt

D(Ω±(T2, T1)) ∩N(T1 − λ) = N(T2 − λ) ∩N(T1 − λ) .

Ist N(T1 − λ) ∩N(T2 − λ) = {0} , so gilt

N(T1 − λ) ⊂ D(Ω±(T2, T1))
⊥ .

b) Es gilt für jedes λ ∈ IR

N(T1 − λ) ⊖
(
N(T1 − λ) ∩N(T2 − λ)

)
⊂ D(Ω±(T2, T1))

⊥ .

Beweis. a) ⇐= : Ist f auch Eigenelement von T2 zum Eigenwert λ, so gilt offensichtlich

für alle t ∈ IR

eitT2e−itT1f = eitT2e−itλf = e−itλeitT2f = e−itλeitλf = f ,

d.h. f liegt in D(Ω±(T2, T1)) .

=⇒ : Ist f ∈ D(Ω±(T2, T1)) , so gilt für alle s ∈ IR

∥∥∥eis(T2−λ)f − f
∥∥∥ =

∥∥∥ei(t+s)T2e−i(t+s)λf − eitT2e−itλf
∥∥∥

=
∥∥∥ei(t+s)T2e−i(t+s)T1f − eitT2e−itT1f

∥∥∥

−→ 0 für t→ ±∞ ,

also

eis(T2−λ)f = f für alle s ∈ IR .
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Daraus ergibt sich, da i(T2 − λ) der infinitesimale Generator von eis(T2−λ) ist,

f ∈ D(T2 − λ) = D(T2) ,

(T2 − λ)f = lim
s→0

−i
s

(
eis(T2−λ)f − f

)
= 0 ,

und somit T2f = λf .

Der letzte Teil der Behauptung folgt aus der Vertauschbarkeit der Projektionen auf N(T1 − λ)

und D(Ω±(T2, T1)) und der Tatsache, daß in diesem Fall N(T1 − λ) ∩D(Ω±(T2, T1)) = {0} gilt.

b) Seien

P1 := E1({λ}) die orthogonale Projektion auf N(T1 − λ) ,

P± := die orthogonale Projektion auf D(Ω±(T2, T1)) .

Da P1 und P± nach Satz 3.1 vertauschbar sind, ist

R± := P1P± = P±P1 die orthogonale Projektion auf D(Ω±(T2, T1)) ∩N(T1 − λ) .

Mit S± := P1 − R± und Q± = P± − R± sind also S± und Q± vertauschbar, und es gilt

R(S±) ∩R(Q±) = {0} . Somit gilt

Q±S± = S±Q± = 0 , d. h. R(S±) ⊥ R(Q±) .

Wegen (vgl. Teil a)

N(T1 − λ) ⊖
{
N(T1 − λ) ∩N(T2 − λ)

}

= N(T1 − λ) ⊖
{
N(T1 − λ) ∩D(Ω±(T2, T1))

}
= R(S±)

und

D(Ω±(T2, T1)) = R(P±) = R(R± +Q±) = R(R±) ⊕R(Q±)

folgt hiermit die Behauptung. 2

Ist M ⊂ H ein T1 reduzierender Teilraum (d.h. M ist abgeschlossen und E1(λ) kommutiert

für jedes λ mit der orthogonalen Projektion PM auf M ), so existiert der (verallgmeinerte)

Wellenoperator

W±(T2, T1, PM ) := s-lim
t→±∞

eitT2e−itT1PM
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genau dann, wenn M ⊂ D(Ω±(T2, T1)) gilt. Speziell existiert W±(T2, T1) := W±(T2, T1, I) genau

dann, wenn D(Ω±(T2, T1)) = H ist. Auf Grund des vorhergehenden Satzes wird man in der Regel

M ⊂ Hc(T1) wählen. W±(T2, T1, PM ) ist eine partielle Isometrie mit Anfangsmenge M und

Endmenge R(W±(T2, T1, PM )) = Ω±(T2, T1)M ; deshalb gilt

W±(T2, T1, PM )∗W±(T2, T1, PM ) = PM ,

W±(T2, T1, PM )W±(T2, T1, PM )∗ = PR(W±(T2,T1,PM )) .

Die Bezeichnung
”
verallgemeinerter“ Wellenoperator wurde zunächst eingeführt, als man von PM = I

zum allgmeineren Fall PM 6= I überging; sie ist heute nicht mehr üblich, insbesondere sollte sie nicht

mit dem Begriff
”
modifizierter“ Wellenoperator verwechselt werden, der in der

”
long range“ Streuung

benutzt wird.

Satz 3.3 Seien T1 und T2 selbstadjungierte Operatoren in H ,

M1 ⊂ D(Ω±(T2, T1)) ein T1 reduzierender Teilraum, P1 := PM1 ,

M2 := R(W±(T2, T1, P1)) = Ω±(T2, T1)M1 , P2 := PM2 .

Dann gilt:

M2 ⊂ D(Ω+(T1, T2)) ist ein T2 reduzierender Teilraum,

eisT2W+(T2, T1, P1) = W+(T2, T1, P1)e
isT1 ,

T2W+(T2, T1, P1) = W+(T2, T1, P1)T1P1 ⊃W+(T2, T1, P1)T1 ,

T1W+(T2, T1, P1)
∗ = W+(T2, T1, P1)

∗ T2P2 ⊃W+(T2, T1, P1)
∗ T2 ,

T1

∣∣∣
M1

ist unitär äquivalent zu T2

∣∣∣
M2

,

aus M1 ⊂ Hc(T1) bzw. Hac(T1) folgt M2 ⊂ Hc(T2) bzw. Hac(T2) .

Entsprechendes gilt für W−(T2, T1, P1) .

Beweis. Mit M1 ist auch M2 = Ω+(T2, T1)M1 abgeschlossen. Da eisT1 von M1 reduziert

wird, gilt mit W+ := W+(T2, T1, P1) für alle s

eisT2W+ = eisT2Ω+(T2, T1)P1 = Ω+(T2, T1)e
isT1P1

= Ω+(T2, T1)P1e
isT1 = W+e

isT1 .
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Insbesondere folgt eisT2M2 ⊂ M2 für alle s , also eisT2M2 = M2 und eisT2M⊥
2 = M⊥

2 . Hieraus

folgt (vgl. Beweis von Satz 3.1), daß M2 den Operator T2 reduziert. Aus

eisT2P2 = eisT2W+W
∗
+ = W+e

isT1W ∗
+ = W+(eisT1P1)W

∗
+

folgt, daß die Einschränkungen von eisT1 bzw. eisT2 auf M1 bzw. M2 unitär äquivalent sind.

Dies gilt dann auch für die infinitesimalen Generatoren, also

T2P2 = W+T1P1W
∗
+ ,

T2W+ = T2P2W+ = W+T1P1W
∗
+W+ = W+T1P1 ⊃W+T1 ,

und mit (AB)∗ ⊃ B∗A∗ bzw. (BA)∗ = A∗B∗ für beschränktes B folgt

W ∗
+T2 ⊂ W ∗

2 T2P2 = W ∗
+(T2P2)

∗ ⊂ (T2P2W+)∗ = (T2W+)∗

⊂ (W+T1)
∗ = T ∗

1W
∗
+ = T1W

∗
+ .

Alle weiteren Aussagen sind hierin enthalten. Insbesondere folgt die letzte Aussage aus

̺2,W+x(λ) = ‖E2(λ)W+x‖2 = ‖W+E1(λ)x‖2 = ‖E1(λ)x‖2 = ̺1,x(λ) . 2

Die folgenden einfachen Beziehungen werden häufig benötigt:

Satz 3.4 Seien T1 und T2 selbstadjungiert im Hilbertraum H , M1 ⊂ D(Ω+(T2, T1)) ein T1 re-

duzierender Teilraum, P1 := PM1 , M2 := R(W+(T2, T1, P1)), P2 := PM2 . Mit W+ = W+(T2, T1, P1)

gilt dann für t−→∞ :

(1) e−itT2W+ − e−itT1P1
s−→ 0 ,

(2) eitT1e−itT2W+
s−→ P1 ,

(3) eitT1e−itT2P2
s−→ W ∗

+ ,

(4) (W+ − I)e−itT1P1
s−→ 0 ,

(5) (W ∗
+ − I)e−itT1P1

s−→ 0 ,

(6) eitT1W+e
−itT1P1

s−→ P1 ,

(7) eitT1W ∗
+e

−itT1P1
s−→ P1 ,

(8) (I − P2)e
−itT1P1

s−→ 0 ,

(9) W+(T1, T2, P2) = W+(T2, T1, P1)
∗ .
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Entsprechendes gilt für W− = W−(T2, T1, P1) und t−→−∞ .

Beweis. (1) folgt aus der Definition von W+ durch Multiplikation mit e−itT2 .

(2) folgt aus (1) durch Multiplikation mit eitT1 .

(3) folgt aus (2) durch Multiplikation mit W ∗
+ von rechts.

(4) folgt aus (1) mit

e−itT2W+ = W+e
−itT1 = W+P1e

−itT1 = W+e
−itT1P1 .

(5) folgt aus (4) durch Multiplikation mit W ∗
+ und mit

W ∗
+W+e

−itT1P1 = P1e
−itT1P1 = e−itT1P1 .

(6) folgt aus (4) durch Multiplikation mit eitT1 .

(7) folgt aus (5) durch Multiplikation mit eitT1 .

(8) erhält man aus

∥∥(I − P2)e
−itT1P1f

∥∥ =
∥∥eitT2(I − P2)e

−itT1P1f
∥∥

=
∥∥(I − P2)e

itT2e−itT1P1f
∥∥→ ‖(I − P2)W+f‖ = 0 .

(9) ergibt sich unmittelbar aus (3). 2

Satz 3.5 (Kettenregel) Seien T1, T2, T3 selbstadjungiert,

M1 ⊂ D(Ω+(T2, T1)) reduziere T1 , P1 := PM1 ,

M2 ⊂ D(Ω+(T3, T2)) reduziere T2 , P2 := PM2 ,

und es gelte

R(W+(T2, T1, P1)) = Ω±(T2, T1)M1 ⊂M2 .

Dann gilt M1 ⊂ D(Ω+(T3, T1)) und

W+(T3, T1, P1) = W+(T3, T2, P2)W+(T2, T1, P1) .

Entsprechendes gilt für W− .
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Beweis. Für f ∈M1 gilt

eitT3e−itT1f =
(
eitT3e−itT2

) (
eitT2e−itT1

)
f

= eitT3e−itT2 Ω+(T2, T1)f︸ ︷︷ ︸
∈D(Ω+(T3,T2))

+ eitT3e−itT2 (eitT2e−itT1 − Ω+(T2, T1))f︸ ︷︷ ︸
→0 für t→∞

→ Ω+(T3, T2)Ω+(T2, T1)f für t−→∞ .

Also ist M1 ⊂ D(Ω+(T3, T1)) , und es gilt

Ω+(T3, T1)f = Ω+(T3, T2)Ω+(T2, T1)f für f ∈M1 .

Damit folgt

W+(T3, T1, P1) = Ω+(T3, T1)P1 = Ω+(T3, T2)Ω+(T2, T1)P1

= Ω+(T3, T2)P2 Ω+(T2, T1)P1

= W+(T3, T2, P2)W+(T2, T1, P1) . 2

Satz 3.6 Seien T1 und T2 selbstadjungiert,

M1 ⊂ D(Ω+(T2, T1)) reduziere T1 , M2 ⊂ D(Ω+(T1, T2)) reduziere T2 ,

und es gelte

R(W+(T2, T1, P1)) ⊂M2 oder R(W+(T1, T2, P2)) ⊂M1 .

Dann folgt

R(W+(T2, T1, P1)) = M2 und R(W+(T1, T2, P2)) = M1 ,

W+(T1, T2, P2) = W+(T2, T1, P1)
∗ .

Entsprechendes gilt für W− .

Beweis. Offensichtlich gilt

W+(Tj , Tj, Pj) = Pj für j = 1, 2 .
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Mit der Kettenregel folgt hieraus

W+(T2, T1, P1)W+(T1, T2, P2) = P2 , also R(W+(T2, T1, P1)) ⊃M2

bzw.

W+(T1, T2, P2)W+(T2, T1, P1) = P1 , also R(W+(T1, T2, P2)) ⊃M1 .

Damit folgt in beiden Fällen die Gleichheit in der ersten Behauptung. Die letzte Behauptung ergibt

sich nun aus Eigenschaft (9) von Satz 3.4 . 2

Im folgenden wählen wir speziell Mj = Hac(Tj) ; die abstrakten Resultate gelten ebenso für

Mj = Hc(Tj) , haben aber für konkrete Anwendungen keine Bedeutung.

Satz 3.7 Seien T1 und T2 selbstadjungiert,

Hac(T1) ⊂ D(Ω+(T2, T1)) , und Hac(T2) ⊂ D(Ω+(T1, T2)) .

Dann gilt mit Pj,ac = PHac(Tj)

R(W+(T2, T1, P1,ac)) = Hac(T2) , R(W+(T1, T2, P2,ac)) = Hac(T1) ,

W+(T1, T2, P2,ac) = W+(T2, T1, P1,ac)
∗ .

Die absolut stetigen Teile von T1 und T2 sind also unitär äquivalent, wobei die unitäre Äquivalenz

durch W+(T1, T2, P2,ac) vermittelt wird. Entsprechendes gilt für W− . Außerdem könnte ohne weiteres

Hac durch Hc ersetzt werden.

Der Beweis ergibt sich durch Spezialisierung von Satz 3.6 , da nach Satz 3.3 jedenfalls R(W+(T2, T1, P1,ac)) ⊂
Hac(T2) und R(W+(T1, T2, P2,ac)) ⊂ Hac(T1) gilt.

Satz 3.8 Es existiere W+(T2, T1, P1,ac) . Dann gilt R(W+(T2, T1, P1,ac)) = Hac(T2) genau dann,

wenn auch W+(T1, T2, P2,ac) existiert. In diesem Fall gilt auch R(W+(T1, T2, P2,ac)) = H1,ac .

Entsprechendes gilt für W− .

Beweis. =⇒ : Nach Satz 3.3 ist Hac(T2) ⊂ D(Ω+(T1, T2)) , d.h. W+(T1, T2, P2,ac) existiert.

⇐= : Es gilt Hac(T1) ⊂ D(Ω+(T2, T1)) und Hac(T2) = R(W+(T2, T1, P1,ac)) ⊂ D(Ω+(T1, T2)) .

Mit Satz 3.7 folgt diese Richtung und damit gleichzeitig die letzte Behauptung. 2

Seien T1 und T2 selbstadjungierte Operatoren und es existiere W+(T2, T1, P1,ac) . Man sagt,

W+(T2, T1, P1,ac) ist vollständig , wenn R(W+(T2, T1, P1,ac)) = H2,ac gilt. Entsprechendes definiert

man für W− .
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Satz 3.9 Seien T1 und T2 selbstadjungierte Operatoren, W+(T2, T1, P1,ac) existiere. Dann ist

W+(T2, T1, P1,ac) genau dann vollständig, wenn W+(T1, T2, P2,ac) existiert. In diesem Fall ist auch

W+(T1, T2, P2,ac) vollständig. Entsprechendes gilt für W− .

Dies ist lediglich eine neue Formulierung von Satz 3.9 in der Sprache der eben gegebenen Definition.

3.2 Streuoperator und Streumatrix

Existieren W±(T2, T1, P1,ac) , so definiert man den Streuoperator S durch

S := W+(T2, T1, P1,ac)
∗W−(T2, T1, P1,ac) .

Falls W±(T2, T1, P1,ac) vollständig sind, ist W+(T2, T1, P1,ac)
∗ = W+(T1, T2, P2,ac) und somit

S = W+(T1, T2, P2,ac)W−(T2, T1, P1,ac) .

Offenbar wirkt dieser Streuoperator im absolutstetigen Teil des freien Operators genau so, wie wir dies

von Anfang an von ihm erwartet haben, er transformiert einen freien Zustand aus Hac(T1) in der

fernen Vergangenheit in den zugehörigen freien Zustand aus Hac(T1) in der fernen Zukunft (natürlich

könnte hier wieder Pj,ac z.B. durch Pj,c ersetzt werden): Gilt für einen Zustand ψ(t) = e−itT2ψ

des gestörten Systems T2

‖ψ(t) − e−itT1ψ−‖ → 0 für t→ −∞ , ‖ψ(t) − e−itT1ψ+‖ → 0 für t→ +∞ ,

mit Zuständen ψ± ∈ Hac(T1) , so ist

Sψ− = ψ+ .

Satz 3.10 a) Gilt R(W+(T2, T1, P1,ac)) = R(W−(T2, T1, P1,ac)) , so ist S unitär in H1,ac .

b) Sind W±(T2, T1, P1,ac) vollständig, so ist S unitär in H1,ac .

Da also offenbar die Gleichheit der Wertebereiche von W+(T2, T1, P1,ac) und W−(T2, T1, P1,ac)

ausreicht, um die Unitarität von S in H1,ac zu garantieren, bezeichnet man gelegentlich diese Eigen-

schaft als schwache asymptotische Vollständigkeit der Wellenoperatoren. (Die asymptotische

Vollständigkeit bedeutet zusätzlich, daß es außer den Streuzuständen in R(W±(T2, T1, P1,ac)) nur

noch gebundene Zustände gibt, H = Hp(T2) ⊕R(W±(T2, T1, P1,ac)) .)
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Satz 3.11 Existieren die Wellenoperatoren W±(T2, T1, P1,ac) , so ist S mit T1 vertauschbar,

ST1 = T1S bzw. SE1(λ) = E1(λ)S für alle λ ∈ IR .

Beweis. Nach Satz 3.4 (9) gilt mit M2 := R(W+(T2, T1, P1,ac) und P2 := PM2 für jedes λ ∈ IR

SE1(λ) = W+(T2, T1, P1,ac)
∗W−(T2, T1, P1,ac)E1(λ)

= W+(T1, T2, P2)E2(λ)W−(T2, T1, P1,ac)

= E1(λ)W+(T1, T2, P2)W−(T2, T1, P1,ac)

= E1(λ)W+(T2, T1, P1,ac)
∗W−(T2, T1, P1,ac) = E1(λ)S .

Hieraus folgt die Behauptung. 2

Im Rest des Abschnitts betrachten wir speziell T1 = −∆ in L2(IR
m) . Es gilt dann

T̂1 := FT1F
−1 = M|·|2 .

Definiert man entsprechend

Ŝ := FSF−1 ,

so sind natürlich Ŝ und T̂1 vertauschbar:

ŜT̂1 = FSF−1FT1F
−1 = FST1F

−1 = FT1SF
−1 = T̂1Ŝ .

Stellt man den L2(IR
m) dar in der Form

L2(IR
m) = L2

(
0,∞, km−1 dk; L2(S

m−1)
) (

= L2(0,∞, km−1 dk)⊗̂L2(S
m−1)

)
,

so ist T̂1 gleich dem Multiplikationsoperator mit k2 . Wir werden sehen, daß der mit T̂1 vertauschbare

Operator Ŝ
”
diese spezielle Struktur respektiert“. Dazu holen wir etwas weiter aus.

Es sei (X,µ) ein σ–endlicher Maßraum, d.h. X läßt sich darstellen als abzählbare Vereinigung

von Mengen mit endlichem Maß,

X =

∞⋃

j=1

Xj mit Xj ⊂ Xj+1 und µ(Xj) <∞ .
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Natürlich sind diese Mengen Xj nicht eindeutig bestimmt. Sie können ggf. jeweils so gewählt wer-

den, daß die folgenden Sätze anwendbar werden. Mit E bezeichnen wir den Raum der einfachen

Funktionen, das sind Funktionen der Form

t : X −→C , t(x) =
∑

tkχMk
(x) ,

wobei die Summe endlich ist, tk ∈ C , Mk µ–meßbar in X , und ein j = j(t) existiert mit Mk ⊂ Xj

für alle k . T sei die Menge der durch Funktionen aus E erzeugten Multiplikationsoperatoren in

L2(X, dµ) (und weiter unten auch in L2(X, dµ;H) ).

Satz 3.12 Ein Operator A ∈ B(L2(X, dµ)) ist genau dann ein Multiplikationsoperator, wenn er

mit jedem Operator aus T vertauschbar ist. (Man beachte, daß es natürlich genügt, die Vertausch-

barkeit mit allen Multiplikationen mit χM , M ⊂ Xj(M) , vorauszusetzen. Ist (X,µ) gleich (0,∞)

mit dem Lebesgue–Maß, so genügt die Vertauschbarkeit von A mit dem Multiplikationsoperator mit

x bzw. dessen Spektralschar.)

Beweis. Offensichtlich ist jeder beschränkte Multiplikationsoperator mit jedem Operator aus T
vertauschbar. Es bleibt die Umkehrung zu beweisen.

Sei A ∈ B(L2(X, dµ)) mit jedem Operator aus T vertauschbar. Mit den Xj von oben sei

Yj := Xj+1\Xj . Damit definieren wir eine strikt positive Funktion

h =
∑

hjχYj
∈ L2(X, dµ) ( z.B. mit hj :=

1

j
µ(Yj)

−1/2) .

Wir werden zeigen, daß A der Operator der Multiplikation mit der Funktion

a(x) :=
1

h(x)
(Ah)(x)

ist, wobei (Ah)(·) ein beliebiger, aber im folgenden fest gewählter Repräsentant von Ah ∈ L2(X, dµ)

ist. (Ist µ(X) < ∞ , so kann einfach h(x) = e(x) ≡ 1 gewählt werden; hieran erkennt man am

leichtesten die sehr einfache Idee des Beweises: wenn A ein Multiplikationsoperator ist, so muß Ae

die Funktion sein, mit der multipliziert wird.)

Zum Beweis genügt es offenbar zu zeigen:

(At)(x) = a(x)t(x) für alle t ∈ E und µ–f.a. x ∈ X ;
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durch Grenzübergang folgt die Aussage für alle t ∈ L2(X, dµ) (und damit natürlich auch |a(x)| ≤
‖A‖ für µ–f.a. x ∈ X ). Sei also t ∈ E . Dann ist auch t/h ∈ E und somit, da A mit dem

Multiplikationsoperator Mt/h vertauschbar ist,

(At)(x) = A

(
t

h
h

)
(x) =

t(x)

h(x)
(Ah)(x) =

1

h(x)
(Ah)(x)t(x)

= a(x)t(x) für µ–f.a. x ∈ X . 2

Für einen Hilbertraum H sei im folgenden L2(X, dµ;H) der Raum der (Äquivalenzklassen

von) H–wertigen µ–meßbaren Funktionen f auf X mit ‖f(·)‖ ∈ L2(X, dµ) . Ein Operator A in

L2(X, dµ;H) heißt zerlegbar , wenn es für jedes x ∈ X einen beschränkten Operator A(x) in

H gibt mit

(Af)(x) = A(x)f(x) für alle f ∈ D(A) und µ–f.a. x ∈ X .

Man sagt auch, A ist das direkte Integral der Schar {A(·)} = {A(x) : x ∈ X} ; diese Begriffs-

bildung werden wir aber im folgenden nicht verwenden. Im Falle von H = C sind die zerlegbaren

Operatoren genau die Multiplikationsoperatoren. Der folgende Satz ist also eine Verallgemeinerung

des vorhergehenden.

Satz 3.13 Sei H ein separabler Hilbertraum. Ein Operator A ∈ B(L2(X, dµ;H)) ist genau dann

zerlegbar, wenn er mit jedem Operator aus T vertauschbar ist. (Die Anmerkung bei Satz 3.12 gilt

entsprechend.)

Beweis. Wieder ist die Richtung
”
=⇒“ trivial. — Sei also A ∈ B(L2(X, dµ;H)) mit jedem

Operator aus T vertauschbar, {ej : j ∈ IN} eine Orthonormalbasis von H und h wie im Beweis

von Satz 3.12. Mit hj(x) := h(x)ej sei

aj(x) :=
1

h(x)
(Ahj)(x) ,

dabei sei (Ahj)(·) ein beliebiger, im folgenden fest gewählter Repräsentant von Ahj ∈ L2(X, dµ;H) .

Für jedes x ∈ X definieren wir die lineare Abbildung

Ax : L{ej : j ∈ IN} → H , Ax

∑
cjej =

∑
cjaj(x) .

Ist Ẽ die Menge der Funktionen

t(·) =

n∑

j=1

τj(·)ej mit τj ∈ E ,
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so gilt nach Definition von Ax für alle t ∈ Ẽ (wegen τj/h ∈ E )

(At)(x) =


A

n∑

j=1

τj(·)ej


 (x) =

n∑

j=1

(
A
τj(·)
h(·) hj(·)

)
(x)

=

n∑

j=1

τj(x)

h(x)
(Ahj)(x) =

n∑

j=1

τj(x)aj(x)

= Ax

n∑

j=1

τj(x)ej = Axt(x) µ–f. ü..

Wir zeigen jetzt, daß eine µ–Nullmenge N ⊂ X existiert mit

‖Ax‖ ≤ ‖A‖ für x ∈ X\N

(daraus folgt dann, daß sich Ax eindeutig zu einem beschränkten Operator A(x) in H mit

‖A(x)‖ ≤ ‖A‖ fortsetzen läßt). Zunächst zeigen wir, daß für jedes y =
∑
yjej ∈ L{ej} eine

µ–Nullmenge My ⊂ X existiert mit

‖Axy‖ ≤ ‖A‖ ‖y‖ für x ∈ X\My .

Wäre dies nicht der Fall, so gäbe es (da x 7→ ‖Axy‖ auf Grund der Konstruktion von Ax offenbar

meßbar ist) eine µ–meßbare Menge M ′
y ⊂ X mit

‖Axy‖ > ‖A‖ ‖y‖ für x ∈M ′
y , 0 < µ(M ′

y) .

Damit wäre 0 < µ(My) <∞ für My = M ′
y∩Xj und hinreichend großes j, und für hy(·) = χMy

(·) y ∈ Ẽ
würde gelten

‖Ahy‖ =

{∫
‖(Ahy)(x)‖2 dµ(x)

}1/2

=

{∫
‖χMy

(x)Axy‖2 dµ(x)

}1/2

=

{∫
‖hy(x)‖2 ‖Axy‖2

‖y‖2
dµ(x)

}1/2

>

{∫
‖hy(x)‖2 ‖A‖2 dµ(x)

}1/2

= ‖A‖ ‖hy‖ ,

das ist ein Widerspruch zur Definition der Norm von A .

Also gibt es eine µ–Nullmenge N ⊂ X so, daß für alle Linearkombinationen y ∈ L{ej} mit

rationalen Koeffizienten (dies ist eine abzählbare Menge, die in H dicht ist) gilt

‖Axy‖ ≤ ‖A‖ ‖y‖ für alle x ∈ X\N .



44 3. DER FORMALISMUS DER STREUTHEORIE

Durch Grenzübergang in den Koeffizienten folgt dies dann für alle y ∈ L{ej} , d.h. es gilt

‖Ax‖ ≤ ‖A‖ für alle x ∈ X\N .

Ist A(x) , wie schon oben angekündigt, die eindeutig bestimmte Fortsetzung von Ax auf ganz

H , so gilt also für alle t ∈ Ẽ

(At)(x) = Axt(x) = A(x)t(x) für µ–f.a. x ∈ X .

Der Raum Ẽ ist dicht in L2(X, dµ;H) ; zu einem beliebigen f ∈ L2(X, dµ;H) gibt es also eine

Folge (tn) aus Ẽ mit tn → f in L2(X, dµ;H) und (o.E.) tn(x) → f(x) und (Atn)(x) → (Af)(x)

µ–f.ü. Damit folgt die Behauptung durch Grenzübergang, da A und alle A(x) für x ∈ X\N stetig

sind. 2

Zusammen mit dem Resultat von Satz 3.11 und der Tatsache, daß Ŝ1 mit T̂1 = M|·|2 vertauschbar

ist, folgt, daß Ŝ in L2(0,∞, km−1 dk; L2(S
m−1)) zerlegbar ist mit einer Schar unitärer Operatoren

{Ŝ(·)} = {Ŝ(k) : k ∈ (0,∞)} ; Ŝ(k) wird als Streumatrix bezeichnet. Man schreibt üblicherweise

Ŝ(k) = I +R(k) .

Der folgende Satz erlaubt keinen strengen Beweis im Rahmen der Hilbertraumtheorie, da auch

schon die Definition des (differentiellen) Streuquerschnitts (vgl. 1) nicht in diesem Rahmen möglich

war.

Satz 3.14 Ist R(k) ein Integraloperator mit Kern r(ω, ω0; k) , so ist

σ(k, ω0, ω) = (2π)m|r(ω, ω0; k)|2

der diffferentielle Streuquerschnitt zur Einfallsrichtung ω0 und Ausfallsrichtung ω . Der totale Streu-

querschnitt zur Einfallsrichtung ω0 ist

σtot(k, ω0) = (2π)m

∫

Sm−1

|r(ω, ω0; k)|2 dω .

Beweis. Ein
”
homogener Teilchenstrom“ in Richtung ω0 (d.h. mit Einfallsrichtung ω0) und

Impuls k (d.h. Geschwindigkeit 2k) wird nicht durch ein Hilbertraumelement beschrieben; die
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Zustandsfunktion kann nicht in L2(IR
m) liegen, da ihr Betrag im ganzen IRm konstant und 6= 0

sein muß. In der Physik beschreibt man einen solchen
”
Zustand“ durch eine ebene Welle

ei(x−2tkω0)kω0 , bzw. für t = 0 eixkω0 .

Diese Funktion läßt sich auffassen als inverse Fouriertransformierte der Distribution

(2π)m/2e−2itk2

δkω0 = (2π)m/2e−2it|kω0|2δkω0 , bzw. für t = 0 (2π)m/2δkω0 .

Hierauf ist natürlich der bisher entwickelte Apparat nicht anwendbar (und im Prinzip ist das auch

nicht nötig, da ein homogener Teilchenstrom nur als Idealisierung zu verstehen ist), aber man kann

versuchen, diese Elemente als
”
Grenzwerte“ von L2–Elementen zu betrachten und hoffen, daß die

Operatoren R(k) sich in geeigneter Weise fortsetzen lassen zu
”
R̃(k)“. So ist ziemlich klar, daß man

für einen hinreichend regulären Kern r(ω, ω0; k) von R(k) erhält

R̃(k)(2π)m/2δkω0(ω) = (2π)m/2r(ω, ω0; k) .

Der Anteil des Teilchenstroms, der nach der Streuung einen Impuls in Richtung von Ω ⊂ Sm−1 hat,

ist also gegeben durch

(2π)m

∫

Ω

|r(ω, ω0; k)|2 dω .

Unter Beachtung des folgenden Satzes ist das die Behauptung, sowohl für den differentiellen wie auch

für den totalen Streuquerschnitt. 2

Der folgende Satz zeigt relativ präzise, wie die Ausbreitung einer Welle e−it(−∆)f(·) in Abhängig-

keit vom Träger von Ff vor sich geht. Die Beweise beruhen darauf, e−it(−∆)f(x) (bzw. xβDαe−it(−∆)f(x) )

in der Form
∫
eiω(x,t,y)f(y) dy zu schreiben. Für Punkte x , für die ω(x, t, y) bei großen |t| als

Funktion von y schnell variiert (d. h. die Phase von eiω(x,t,y) wesentlich nicht–stationär ist),

löschen sich für große |t| die Beiträge im Integral im wesentlichen aus. Das Integral ist also für große

|t| im Punkt x nur dann wesentlich von 0 verschieden, wenn ω(x, t, y) als Funktion von y

wenig variiert, d. h. die Phase von eiω(x,t,y) im wesentlichen stationär ist. Diese Beweismethode

wird deshalb als Methode der stationären Phase bezeichnet.

Satz 3.15 a ) Zu f ∈ S(IRm), δ > 0, n ∈ IN und α, β ∈ INm
0 existiert ein C = C(f, δ, n, α, β)

so, daß gilt

|xβDαe−it(−∆)f(x)| ≤ C(1 + |t|)−n
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für alle

x ∈ Qt := IRm\
{
x ∈ IRm :

∣∣∣
xj

t
− 2yj

∣∣∣ ≤ δ ∀y ∈ suppFf, ∀j

}
.

b ) Ist f ∈ S(IRm), Ff ∈ C∞
0 (IRm), G ⊂ IRm offen mit suppFf ⊂ G , so gibt es zu jedem n ∈ IN

und α, β ∈ INm
0 ein C = C(f, n, α, β) mit

|xβDαe−it(−∆)f(x)| ≤ C(1 + |t|)−n für x ∈ Qt := IRm\2tG .

c ) Ist f ∈ S(IRm), Ff ∈ C∞
0 (IRm) und Ff(y) = 0 für |y| < a, so gibt es zu jedem δ > 0, n ∈ IN

und α, β ∈ INm
0 ein C = C(f, δ, n, α, β) mit

|xβDαe−it(−∆)f(x)| ≤ C(1 + |t|)−n für x ∈ Qt := {x ∈ IRm : |x| < 2t(a− δ)} .

d ) In allen drei Fällen existiert für beliebige σ, τ ∈ INm
0 und p > 0 ein D = D(f, δ, p, σ, τ) bzw.

D(f, p, σ, τ) mit

∫

Qt

∣∣∣xσDτe−it(−∆)f(x)
∣∣∣
2

dx ≤ D(1 + |t|)−p ,

wobei Qt die in der jeweiligen Aussage a), b) bzw. c) definierte Menge ist.

Beweis. a) Man rechnet zunächst für β = 0 leicht nach:

Dαe−it(−∆)f(x) = (2π)−m/2

∫
eixy−ity2

yαFf(y) dy

= (2π)−m/2

∫
i(xj − 2tyj)e

ixy−ity2 yαFf(y)

i(xj − 2tyj)
dy

(partielle Integration bezüglich yj )

= i(2π)−m/2

∫
eixy−ity2 ∂

∂yj

(
yαFf(y)

xj − 2tyj

)
dy

...

= (i)n(2π)−m/2

∫
eixy−ity2 ∂

∂yj

(
1

xj − 2tyj

∂

∂yj

(
. . .

∂

∂yj

(
yαFf(y)

xj − 2tyj

)
. . .

))
dy

=

∫
eixy−ity2

n∑

k=0

tk

(xj − 2tyj)n+k
ϕk(y) dy

mit ϕk ∈ S(IRm) , die nur von der Wahl des j abhängen, jedoch nicht unmittelbar von x .

Für x ∈ Qt gibt es ein j ∈ {1, . . . ,m} mit

|xj − 2tyj | = |t|
∣∣∣
xj

t
− 2yj

∣∣∣ > δ|t| ;
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damit folgt die Behauptung für |t| > 1 . Für |t| < 1 folgt sie offenbar bereits aus der ersten Zeile der

obigen Rechnung.

Für den Fall β 6= 0 erhält man

xβDαeit(−∆)f(x) = (−1)|β|(2π)−m/2

∫
eixyDβ{e−ity2

yαFf(y)} dy

=

|β|∑

ℓ=0

tℓ
∫
eixy−ity2

ϕℓ(y) dy

mit ϕℓ ∈ S(IRm) und suppϕℓ ⊂ suppFf . Anwendung des obigen Verfahrens auf jedes dieser

Integrale (mit n+ ℓ statt n ) liefert die Behauptung im allgemeinen Fall.

b) Sei

δ :=
1

m
d(suppFf, IRm\G) ,

{ψk : k = 1, . . . , N} ⊂ C∞
0 (IRm) eine Zerlegung der Eins auf suppFf so, daß die Durchmesser der

suppψk höchstens δ/2 sind, ϕk := ψkFf .

Sei nun z ∈ IRm\G . Wegen

d(z, suppϕk) ≥ mδ für k ∈ {1, . . . , N}

gibt es für jedes k ein y(k) ∈ suppϕk (dies kann sogar beliebig gewählt werden) und ein j =

j(k, z) ∈ {1, . . . ,m} mit

|zj − y
(k)
j | ≥ δ .

Wegen

Durchmesser (suppϕk) ≤ δ

2

gilt dann sogar

|zj − yj| ≥
δ

2
für alle y ∈ suppϕk .

Damit folgt die Behauptung für fk := F−1(ψkFf) (statt f ) und
x

t
∈ IRm\2G mit Hilfe von

Teil a), denn es ist dann z :=
1

2

x

t
∈ IRm\G und somit mit j = j(k, z)

∣∣∣
xj

t
− 2yj

∣∣∣ = |2zj − 2yj| = 2|zj − yj | > δ für y ∈ suppϕk .
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c) Wähle G = {x ∈ IRm : |x| > a − δ} . Für |x| < 2t(a − δ) gilt dann offensichtlich x /∈ 2tG .

Somit folgt die Behauptung aus Teil b).

d) Ergibt sich durch Integration von |xσDτe−it(−∆)f |2 über das jeweilige Gebiet, wobei α, β

und n geeignet zu wählen sind. 2

Dieser Satz hat eine wichtige physikalische Interpretation: Die im Zustand f vertretenen Impulse

sind gerade die y ∈ suppFf ; da unsere Normierung mit m = 1
2 übereinstimmt, bedeutet dies

Geschwindigkeiten v ∈ 2suppFf . Wenn man davon ausgeht, daß das Teilchen sich zur Zeit t = 0

”
in der Nähe des Nullpunktes“ aufhält, was für f ∈ S(IRm) in gewissem Sinne gilt, so besagt der

Satz, daß sich das Teilchen für große |t| nur mit sehr geringer Wahrscheinlichkeit in den
”
klassisch

verbotenen“ (oder
”
klassisch unerreichbaren“) Regionen aufhält.



49

4 Existenz der Wellenoperatoren

4.1 Das Cooksche Lemma

Das Cooksche Lemma (J. M. Cook: Convergence to the Møller wave–matrix, J.Math. Phys. 36, 82–87

(1957)) beruht auf der folgenden einfachen Beobachtung.

Hilfssatz 4.1 Sei H ein Hilbert– (oder Banach–) Raum, ϕ : IR → H stetig differenzierbar in

(t+,∞) bzw. (−∞, t−) für geeignete t+ und t− ,

‖ϕ′(·)‖ ∈ L1(t+,∞) bzw. L1(−∞, t−) .

Dann existiert

lim
t→∞

ϕ(t) bzw. lim
t→−∞

ϕ(t) .

Beweis. (Es ist nützlich, sich den Satz zunächst für H = C klarzumachen.) Da H vollständig

ist, genügt es zu zeigen, daß zu jedem ε > 0 ein t0 existiert mit

‖ϕ(s) − ϕ(t)‖ < ε für s, t ∈ IR mit s, t > t0 bzw. s, t < t0 .

Aus der Voraussetzung folgt (dabei sei o. E. t+ ≤ t ≤ s bzw. t ≤ s ≤ t− )

‖ϕ(s) − ϕ(t)‖ ≤
s∫

t

‖ϕ′(τ)‖ dτ .

Dies erhält man z.B. mit folgender Überlegung: Für jedes x ∈ H (im Falle eines Banachraumes für

jedes x ∈ H ′ ) ist die komplexwertige Funktion

ϕx : IR → C, t 7→ 〈x, ϕ(t)〉 stetig differenzierbar in (t+,∞) bzw. (−∞, t−) ,

und somit

|〈x, ϕ(s) − ϕ(t)〉| = |ϕx(s) − ϕx(t)| ≤

∣∣∣∣∣∣

s∫

t

ϕ′
x(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣

s∫

t

〈x, ϕ′(τ)〉dτ

∣∣∣∣∣∣
≤

s∫

t

‖x‖ ‖ϕ′(τ)‖ dτ

= ‖x‖
s∫

t

‖ϕ′(τ)‖ dτ .
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Wegen ‖ϕ′(·)‖ ∈ L1(t+,∞) bzw. L1(−∞, t−) folgt hieraus für geeignetes t0 ≥ t+ bzw. t0 ≤ t−

‖ϕ(s) − ϕ(t)‖ < ε für s, t > t0 bzw. s, t < t0 . 2

Satz 4.2 (Cooksches Lemma) Seien T1 und T2 selbstadjungierte Operatoren im

Hilbertraum H.

a) Ist e−itT1x ∈ D(T1) ∩D(T2)

t 7→ (T2 − T1)e
−itT1x stetig

}
für t > t+ bzw. t < t− ,

t 7→ ‖(T2 − T1)e
−itT1x‖ in L1(t+,∞) bzw. L1(−∞, t−) ,

so gilt x ∈ D(Ω+(T2, T1)) bzw. x ∈ D(Ω−(T2, T1)) . 2

b) Sei M ein abgeschlossener Teilraum von H (der T1 reduziert), P die orthogonale Projektion

auf M und D total in M (d.h. die lineare Hülle von D ist dicht in M) so, daß für jedes

x ∈ D die Voraussetzungen von Teil a) gelten. Dann existiert der Wellenoperator W+(T2, T1, P )

bzw. W−(T2, T1, P ) .

Beweis. a) Nach Lemma 4.1 genügt es zu zeigen, daß

ϕ : IR → H , t 7→ eitT2e−itT1x

für t > t+ bzw. t < t− stetig differenzierbar ist und ‖ϕ′(·)‖ in L1(t+,∞) bzw. L1(−∞, t−)

liegt.

Wegen eitT1x ∈ D(T1) ∩D(T2) ist ϕ tatsächlich differenzierbar, denn es gilt für t > t+ bzw.

t < t− und h→ 0

1

h

(
ei(t+h)T2e−i(t+h)T1x− eitT2e−itT1x

)

= ei(t+h)T2
1

h

(
e−i(t+h)T1 − e−itT1

)
x+

1

h

(
ei(t+h)T2 − eitT2

)
e−itT1x

→ eitT2(−iT1)e
−itT1x− eitT2(iT2)e

−itT1x

= ieitT2(T2 − T1)e
−itT1x .

Da nach Voraussetzung t 7→ (T2 − T1)e
−itT1x stetig ist, ist dann auch ϕ′ stetig. Wegen

‖ϕ′(t)‖ = ‖(T2 − T1)e
−itT1x‖ liegt ‖ϕ′(·)‖ in L1(t+,∞) bzw. in L1(−∞, t−) .

b) Dies folgt unmittelbar aus Teil a), da die Definitionsbereiche D(Ω±(T2, T1)) abgeschlossene

Teilräume sind.

2

2Ist T2 relativ beschränkt bezüglich T1 (d. h. D(T2) ⊃ D(T1) ), so ist t 7→ (T2 − T1)e−itT1x = e−itT1 (T2 − T1)x

offenbar stetig für alle x ∈ D(T1).
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4.2 Existenz von W±(T2,T1) für Differentialoperatoren T1

Für den Fall, daß T1 ein Differentialoperator in L2(IR
m) mit konstanten Koeffizienten (tatsächlich

sogar aus einer wesentlich größeren Klasse von Operatoren) ist, beweisen wir in diesem Abschnitt

ein sehr allgemeines Resultat über die Existenz der Wellenoperatoren W±(T2, T1) = W±(T2, T1, I).

Die Vollständigkeit der Wellenoperatoren ist unter so allgemeinen Voraussetzungen nicht zu erwarten,

vgl. hierzu Abschnitt 4.3. Es mag zunächst überraschen, daß hier P = I gewählt werden kann; das

erklärt sich (zumindest teilweise) dadurch, daß die betrachteten Operatoren T1 rein absolut stetiges

Spektrum haben, d.h. es gilt Hac(T1) = L2(IR
m), vgl. hierzu Satz 4.9.

Satz 4.3 Sei T1 in L2(IR
m) erklärt durch

T1 = F−1MhF mit reellwertigem h ∈ C∞(IRm) ,

und es existiere ein e ∈ IRm mit ‖e‖ = 1 und eine abgeschlossene Nullmenge A ⊂ IRm mit

(
gradh(x), e

)
6= 0 für alle x ∈ IRm \A .

Der Operator V sei auf S(IRm) definiert und symmetrisch, und es existieren C > 0, p ∈ IN0, und

ε > 0 so, daß für jedes r ≥ 0 gilt

‖V f‖ ≤ C(1 + r)−1−ε
∑

|α|≤p

‖Dαf‖ für alle f ∈ S(IRm) mit f(x) = 0

in {x ∈ IRm : |(x, e)| < r} .

T2 sei eine selbstadjungierte Fortsetzung von T1 + V . Dann existieren W±(T2, T1) .

Korollar 4.4 Sei T1 = −∆ (im Sinne von Satz 4.3 ist also h(x) = |x|2 ) und V ein

symmetrischer Differentialoperator
∑
cα(x)Dα beliebiger Ordnung mit

|cα(x)| ≤ C
(
1 + |(x, e)|

)−1−ε

für alle x ∈ IRm

mit einem beliebigen e ∈ IRm, ‖e‖ = 1 . Ist T2 eine beliebige selbstadjungierte Fortsetzung von

T1 +V , so existieren W±(T2, T1) . (Man vergleiche hierzu auch Korollar 4.6. Mit wenig Mehraufwand

sieht man, daß es genügt, wenn die cα(·) diese Bedingung nur im Sinne geeigneter L2–Mittel erfüllen;

vgl. hierzu die Bedingungen an V in Satz 4.8 .)
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Beweis. Offensichtlich sind die Voraussetzungen von Satz 4.3 mit diesem e erfüllt. 2

Vorbemerkung zum Beweis von Satz 4.3 O. E. können wir natürlich annehmen, daß

e = e1 = (1, 0, . . . , 0) ist. Dies macht die Formulierung und den Beweis des Satzes wesentlich einfa-

cher. — Hinter dem Beweis steckt die physikalische Vorstellung, daß das Teilchen mit einer Mindest-

geschwindigkeit in einer Richtung, die nicht orthogonal zu e ist, ins Unendliche läuft. Dort wo sich

das Teilchen zur Zeit t aufhält, ist also V
”
kleiner als“ |t|−1−ε ; es sollte also das Cooksche Lemma

anwendbar sein. Tatsächlich ist die Sache nicht ganz so einfach, da das Teilchen sich nicht an diese

”
klassisch mechanische“ Vorstellung hält.

Hilfssatz 4.5 Sei h wie in Satz 4.3 mit e = e1, Fg ∈ C∞
0 (IRm \A) . Dann existieren für jedes

k ∈ IN0 Funktionen g1, . . . , gk ∈ C∞
0 (IRm \A) mit

(
e−itT1g

)
(x) = (it)−k

k∑

j=0

xj
1F

−1
(
e−ith(·)gj

)
(x) für t 6= 0 .

Beweis. Für y ∈ suppFg ist nach Voraussetzung

h′(y) :=
∂

∂y1
h(y) 6= 0 .

Deshalb ist die folgende Umformung zulässig (vgl. Beweis von Satz 3.15 ):

(
e−itT1g

)
(x) = (2π)−m/2

∫
eixye−ith(y)Fg(y) dy

= (2π)−m/2

∫
e−ith(y)h′(y)︸ ︷︷ ︸

= − 1

it

∂

∂y1
e−ith(y)

eixyFg(y)

h′(y)
dy

(mit partieller Integration bezüglich y1)

= (2π)−m/2(it)−1

∫
e−ith(y) ∂

∂y1

[
eixyFg(y)

h′(y)

]
dy

(und mit (k − 1)–facher Wiederholung dieses Schrittes)

= (2π)−m/2(it)−k

∫
e−ith(y) ∂

∂y1

[
1

h′(y)

∂

∂y1

[
· · · ∂

∂y1

[
eixyFg(y)

h′(y)

]
. . .

]]
dy .

Hieraus folgt die Behauptung durch Ausdifferenzieren und Zusammenfassen der Terme mit gleichen

x1–Potenzen. 2
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Beweis von Satz 4.3 Da C∞
0 (IRm \A) ⊂ S(IRm) in L2(IR

m) dicht ist und da D(Ω±(T2, T1))

abgeschlossen sind, genügt es,

F−1C∞
0 (IRm \A) ⊂ D(Ω±(T2, T1))

zu beweisen, d. h. für f ∈ L2(IR
m) mit Ff ∈ C∞

0 (IRm \A) sind die Voraussetzungen von Satz 4.2 a

zu beweisen.

Wegen Ff ∈ C∞
0 (IRm \A) ⊂ C∞

0 (IRm) ist für jedes t ∈ IR auch

e−itT1f = F−1e−ith(·)Ff ∈ F−1C∞
0 (IRm \A) ⊂ D(T1) ∩D(T2) ,

da e−ith(·)Ff ∈ C∞
0 (IRm) ⊂ D(Mh) = FD(T1) und e−itT1f ∈ S(IRm) ⊂ D(V ) gilt.

Aus der Voraussetzung an V für r = 0 folgt

∥∥∥V
(
e−isT1 − e−itT1

)
f
∥∥∥ ≤ C

∑

|α|≤p

∥∥∥Dα
(
e−isT1 − e−itT1

)
f
∥∥∥

(da Dα mit T1, also auch mit e−itT1 , vertauscht)

= C
∑

|α|≤p

∥∥∥
(
e−isT1 − e−itT1

)
Dαf

∥∥∥

= C
∑

|α|≤p

{∫ ∣∣∣e−ish(x) − e−ith(x)
∣∣∣
2

|xαFf(x)|2 dx

}1/2

→ 0 für s→ t (Satz von Lebesgue) .

Also ist t 7→ V e−itT1f stetig auf ganz IR .

Zum Beweis der dritten Voraussetzung wählen wir ein

ϕ ∈ C∞(IR) mit 0 ≤ ϕ(s) ≤ 1 und ϕ(s) =

{
1 für s ≤ 0 ,

0 für s ≥ 1 .

Mit µ > 0 (das wir erst später genauer festlegen) sei

ϕt(x) := ϕ(|x1| − |t|µ) für x ∈ IRm ,

also

ϕt(x) =

{
0 für |x1| ≥ |t|µ + 1 ,

1 für |x1| ≤ |t|µ .
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Damit folgt, zunächst wieder mit der Voraussetzung an V für r = 0 ,

‖V ϕte
−itT1f‖ ≤ C

∑

|α|≤p





∫

|x1|≤|t|µ+1

∣∣Dαϕt(x)e
−itT1f(x)

∣∣2 dx





1/2

≤ C1 max
|α|≤p





∫

|x1|≤|t|µ+1

∣∣Dαe−itT1f(x)
∣∣2 dx





1/2

= C1 max
|α|≤p





∫

|x1|≤|t|µ+1

∣∣e−itT1Dαf(x)
∣∣2 dx





1/2

= C1 max
|α|≤p






∫

|x1|≤|t|µ+1

∣∣∣∣(2π)−m/2

∫
eixye−ith(y) yαFf(y)︸ ︷︷ ︸

=:gα(y)

dy

∣∣∣∣
2

dx






1/2

.

Wegen gα ∈ C∞
0 (IRm \A) gilt für den Term zwischen den Betragsstrichen nach Hilfssatz 4.5 für

jedes k ∈ IN0

. . . =
(
e−itT1F−1gα

)
(x) = (it)−k

k∑

j=0

xj
1F

−1
(
e−ith(·)gα,j

)
(x) .

Somit läßt sich jeder Term des Maximums abschätzen durch

∥∥∥∥∥∥
(it)−k

k∑

j=0

xj
1F

−1
(
e−ith(·)gα,j

)
∥∥∥∥∥∥
L2(|x1| ≤ |t|µ + 1)

≤ |t|−k(1 + |t|µ)kC2,α mit C2,α =

k∑

j=0

‖gα,j‖

≤ C3|t|k(µ−1) für |t| ≥ 1 .

Es gilt also für den gesamten Ausdruck

‖V ϕte
−itT1f‖ ≤ C4|t|k(µ−1) für |t| ≥ 1 .

Um den verbleibenden Term abzuschätzen, benutzen wir die Voraussetzung an V mit r = |t|µ und

erhalten analog für |t| ≥ 1

∥∥V (1 − ϕt)e
−itT1f

∥∥ ≤ C(1 + |t|µ)−1−ε
∑

|α|≤p

∥∥Dα(1 − ϕt)e
−itT1f

∥∥
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≤ C5(1 + |t|µ)−1−ε max
|α|≤p

∥∥e−itT1Dαf
∥∥

≤ C6|t|−µ(1+ε) max
|α|≤p

‖Dαf‖

= C7|t|−µ(1+ε) .

Wählt man µ ∈
(

1

1 + ε
, 1

)
, so ist jedenfalls µ(1 + ε) > 1 . Wählt man weiter k ∈ IN0 so, daß

k(µ− 1) < −1 ist, so ist also

t 7→ ‖V e−itT1f‖ ≤ ‖V ϕte
−itT1f‖ + ‖V (1 − ϕt)e

−itT1f‖

über ganz IR integrierbar. Damit ist der Satz bewiesen. 2

Korollar 4.6 Ist V =
∑k

j=1 Vj und gelten die Voraussetzungen von Satz 4.3 für jedes Vj

mit einem geeigneten ej , so existieren W±(T2, T1) . (Dieses Resultat ist z.B. anwendbar auf die

Streuung von N -Teilchen–Systemen: Dabei ist T1 = −∆ in IR3N und V die Summe der

Wechselwirkungen zwischen den einzelnen Teilchen und zwischen den Teilchen und dem äußeren Feld,

wobei vorauszusetzen ist, daß die einzelnen Potentiale hinreichend schnell fallen, d. h. schneller als

das Coulombpotential.)

Zum Beweis behandelt man jedes Vj nach dem Muster des obigen Beweises.

Beispiel 4.7 Wie wichtig die Richtungsabhängigkeit des Abfalls von V sein kann, zeigt das

folgende Beispiel in L2(IR2) : Im Sinne von Satz 4.3 sei h(x) = h0(x2) mit h′0(s) 6= 0 für f.a.

s ∈ IR ; dann erfüllt h die Voraussetzung von Satz 4.3 für alle e 6= e1 . Sei nun V der Operator der

Multiplikation mit v(x1) , wobei z.B. v ∈ C∞
0 (IR) sein soll; in Richtung e1 fällt also V beliebig

schnell. Für f(x) = f1(x1)f2(x2) mit f1v 6≡ 0 gilt dann, da T1 und V offenbar vertauschbar sind

eitT2e−itT1f(x) = eit(T1+V )e−itT1f(x) = eitV eitT1e−itT1f(x)

= eitv(x1)f1(x1)f2(x2) .

Konvergenz für t→ ±∞ ist also wegen f1v 6≡ 0 unmöglich. #

Der folgende Satz ist eine Variante von Satz 4.3 und eine Verallgemeinerung von Korollar 4.4.

Satz 4.8 a) Sei T1 = F−1MhF mit reellwertigem h ∈ C∞(IRm) und

gradh(x) 6= 0 für f.a. x ∈ IRm .
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V sei auf S(IRm) definiert und symmetrisch, und es existieren p ∈ IN0, C ≥ 0 , ε > 0 so,

daß für jedes r ≥ 0 gilt

‖V f‖ ≤ C(1 + r)−1−ε
∑

|α|≤p

‖Dαf‖ für alle f ∈ S(IRm)

mit f(x) = 0 für |x| < r .

T2 sei eine selbstadjungierte Fortsetzung von T1 + V . Dann existieren W±(T2, T1) .

b) Ist T1 = F−1MPF mit einem nicht–konstanten Polynom P und erfüllen V und T2 die

Voraussetzungen von Teil a), so existieren W±(T2, T1) .

Beweis. a) Die Mengen

Gj := {x ∈ IRm : (gradh(x), ej) 6= 0} (j = 1, . . . ,m)

bilden eine endliche offene Überdeckung von

G := IRm \ {x ∈ IRm : gradh(x) = 0} = {x ∈ IRm : gradh(x) 6= 0} .

Da F−1C∞
0 (G) in L2(IR

m) dicht ist, genügt es zu zeigen, daß jedes f ∈ F−1C∞
0 (G) in

D(Ω±(T2, T1)) liegt. Mit Hilfe einer Zerlegung der Eins auf suppFf bezüglich der Überdeckung

{Gj} läßt sich Ff zerlegen in

Ff = f̂1 + · · · + f̂m mit f̂j ∈ C∞
0 (IRm) und supp f̂j ⊂ Gj .

Für jedes f̂j läßt sich nun der Beweis von Satz 4.3 mit e = ej und f̂j statt Ff analog durchführen.

(Man beachte, daß V die Voraussetzung von Satz 4.3 mit jedem e erfüllt). Also liegen alle F−1f̂j ,

und somit auch f , in D(Ω±(T2, T1)) .

b) Die Nullstellenmenge von

gradP (·) =

(
∂

∂x1
P (·), . . . , ∂

∂xm
P (·)

)

ist eine abgeschlossene Nullmenge; sie ist der Durchschnitt der Nullstellenmengen der Polynome

∂

∂xj
P , wovon mindestens eines 6= 0 ist. 2

Abschließend wollen wir noch zeigen, daß T1 in allen in diesem Abschnitt betrachteten Fällen ein

rein absolut stetiges Spektrum hat, d. h. Hac(T1) = L2(IR
m) .
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Satz 4.9 Ist h ∈ C∞(IRm) reellwertig mit gradh(x) 6= 0 für f.a. x ∈ IRm , so hat Mh (und

damit auch F−1MhF ) rein absolut stetiges Spektrum. Insbesondere hat also jeder nicht–triviale

Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten rein absolut stetiges Spektrum (h ist dann ein nicht–

konstantes Polynom).

Beweis. Da Hac(Mh) ein abgeschlossener Teilraum ist, genügt es zu zeigen, daß jedes

f ∈ C∞
0 (IRm) mit supp f ⊂ Gj =

{
x ∈ IRm :

∂

∂xj
h(x) 6= 0

}

in Hac(Mh) liegt (j = 1, . . . ,m) . O.E. genügt es, den Fall j = m zu betrachten. Wegen
∂

∂xm
h(x) 6=

0 in supp f kann für jedes x ∈ supp f auf eine Umgebung von x der Satz über implizite

Funktionen angewandt werden, d. h. xm läßt sich als glatte Funktion ψm von x1, . . . , xm−1 , h

darstellen; man kann also die Variablen x1, . . . , xm−1, xm durch x1, . . . , xm−1, h ersetzen mit glatter

nichtverschwindender Funktionaldeterminante

ϕ(x1, . . . , xm−1, h) =
∂
(
x1, . . . , xm−1, ψm(x1, . . . , xm−1, h)

)

∂
(
x1, . . . , xm−1, h

) .

O.E. können wir annehmen, daß f seinen Träger in einer solchen Menge hat. Es gilt also für die

Spektralschar E von Mh

‖E(t)f‖2 =

∫

{x∈IRm:h(x)≤t}

|f(x)|2 dx

mit f̃(x1, . . . , xm−1, h) = f (x1, . . . , xm−1, ψm(x1, . . . , xm−1, h))

=

∫

h∈(−∞,t]

∫

IRm−1

|f̃(x1, . . . , xm−1, h)|2 |ϕ(x1, . . . , xm−1, h)| dx1 . . . dxm−1 dh

=

t∫

−∞





∫

IRm−1

|f̃(x1, . . . , xm−1, h)|2|ϕ(x1, . . . , xm−1, h)| dx1 . . . dxm−1



 dh.

Das ist die Absolutstetigkeit von ‖E(t)f‖2 , da der Integrand {. . .} in C0(IR) liegt. 2

4.3 Ein Gegenbeispiel zur Vollständigkeit der Wellenoperatoren

Die Existenz eines der Wellenoperatoren W±(T2, T1) = W±(T2, T1, I) bedeutet, daß T1 zur Ein-

schränkung von T2 auf R(W±(T2, T1)) unitär äquivalent ist, wobei die unitäre Äquivalenz durch
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W±(T2, T1) vermittelt wird (da W+(T2, T1) i. allg. ungleich W−(T2, T1) ist, hat man gleich zwei

solche unitären Äquivalenzen, falls beide existieren).

Hat T1 ein rein absolut stetiges Spektrum, wie es im Abschnitt 4.2 stets der Fall war, so bedeutet

die Vollständigkeit der Wellenoperatoren

R(W±(T2, T1)) = R(W±(T2, T1, I)) = Hac(T2) ,

d. h. der ganze Operator T1 ist unitär äquivalent zum absolut stetigen Teil T2,ac von T2 . Das

ist natürlich nur möglich, wenn σac(T2) = σac(T1) = σ(T1) ist (aber natürlich ist die Gleichheit

nicht hinreichend für die Vollständigkeit). Mit dieser Erkenntnis ist es nun nicht schwer, ein Beispiel

anzugeben, das zeigt, daß die Bedingungen aus Abschnitt 4.2 nicht ausreichen, um die Vollständigkeit

der Wellenoperatoren zu garantieren.

Beispiel 4.10 In L2(IR
2) sei

T1 = −∆ mit dem üblichen Definitionsbereich ,

T2 = T1 + V mit V (x) = v(x1) ,

dabei sei (im wesentlichen der Einfachheit halber) v : IR → IR stetig, ≤ 0 mit kompaktem Träger,

aber v 6≡ 0 , z. B. ein Potentialtopf. Dann besitzt A = − d2

ds2
+ v in L2(IR) mindestens einen

negativen Eigenwert:

(i) Da die Störung v relativ kompakt bezüglich − d2

ds2
ist, hat A das Spektrum [0,∞) =

σ

(
− d2

ds2

)
und ansonsten höchstens noch isolierte Eigenwerte endlicher Vielfachheit, die sich

nur bei 0 häufen können (auch nicht bei −∞ , da A nach unten halbbeschränkt ist).

(ii) Ist ϕ ∈ C∞
0 (IR) mit ϕ(0) = 1 , so gilt für ϕn(s) := ϕ

( s
n

)

(α) 〈ϕn, vϕn〉 −→
∫
v(s) d(s) < 0 für n−→∞ ,

(β) 〈ϕn,−
d2

ds2
ϕn〉 = −

∫
ϕn(s)ϕ′′

n(s) ds = −
∫
ϕ
( s
n

)
n−2ϕ′′

( s
n

)
ds

(Substitution y =
s

n
)

= −n−1

∫
ϕ(y)ϕ′′(y) dy −→ 0 für n−→∞ .
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Für hinreichend große n ist also

〈ϕn, Aϕn〉 < 0 ,

d. h. A muß mindestens einen negativen Spektralpunkt haben, und dieser kann nach (i) nur ein

Eigenwert sein; andernfalls wäre nämlich 〈ϕ,Aϕ〉 ≥ 0 für alle ϕ ∈ D(A) .

Sei also λ0 ein negativer Eigenwert von A , f0 eine zugehörige Eigenfunktion. Dann ist offen-

sichtlich die Einschränkung T0 von T2 auf

{
f0(x1)g(x2) : g ∈ D

(
− d2

ds2

)}
unitär äquivalent

zu

− d2

ds2
+ λ0 .

Diese Einschränkung hat also absolut stetiges Spektrum σac(T0) = [λ0,∞)⊂6= [0,∞) = σac(T1) .

Andererseits ist natürlich klar (Satz 4.3 ), daß die Wellenoperatoren W±(T2, T1) existieren. Diese

können aber nicht vollständig sein. #
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5 Spurklassenmethoden

5.1 Bp–Klassen kompakter Operatoren, Spurklasse

Es sei zunächst an einige grundlegende Eigenschaften kompakter Operatoren erinnert. Für die hier

nicht aufgeführten Beweise wird auf die Abschnitte 4.2–3 der
”
Mathematischen Methoden der Quan-

tenmechanik“ verwiesen.

Satz 5.1 Ein selbstadjungierter (bzw. normaler) Operator K im Hilbertraum H ist genau dann

kompakt, wenn eine orthonormale Folge (en) aus H und eine Nullfolge (λn) aus IR (bzw. C )

existieren mit

Kx =
∑

n

λn〈en, x〉en .

(Natürlich können diese Folgen auch endlich sein.)

Ein selbstadjungierter Operator A heißt nicht–negativ , wenn für alle x ∈ D(A) gilt 〈x, Ax〉 ≥
0 . Er heißt positiv , wenn für alle x ∈ D(A)\{0} gilt 〈x, Ax〉 > 0 . Wie aus dem Spektralsatz

folgt, ist A genau dann nicht–negativ (bzw. positiv), wenn EA(0−) = 0 (bzw. EA(0) = 0 ) gilt.

Ein kompakter selbstadjungierter Operator ist auf Grund von Satz 5.1 genau dann nicht–negativ

(bzw. positiv), wenn alle seine Eigenwerte nicht–negativ (bzw. positiv) sind.

Satz 5.2 Zu jedem nicht–negativen selbstadjungierten (kompakten) Operator K gibt es genau eine

nicht–negative (kompakte) Quadratwurzel. (Entsprechendes gilt für beliebige n–te Wurzeln, n ∈ IN .)

Beweis. Ist E die Spektralschar von K, so ist wegen E(t) = 0 für t < 0

Q =

∫
t1/2 dE(t)

offensichtlich eine nicht–negative Quadratwurzel von K .

Ist R eine beliebige nicht–negative Quadratwurzel mit Spektralschar F , so gilt

∫

[0,∞)

s dE(s) = K = R2 =

∫

[0,∞)

t2 dF (t) =

∫

[0,∞)

s dF (s1/2) .

Aus der Eindeutigkeit der Spektralschar folgt also (da auch F (s) = 0 für s < 0 gilt)

F (s) =

{
0 für s < 0,

E(s2) für s ≥ 0,
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d. h. F , und damit Q , ist eindeutig bestimmt.

Es bleibt, für einen nicht–negativen kompakten Operator

K =
∑

n

λn〈en, ·〉en

eine nicht–negative kompakte Quadratwurzel anzugeben. Eine solche ist offensichtlich

Q =
∑

n

λ1/2
n 〈en, ·〉en . 2

Für jeden Operator K ∈ B(H) ist K∗K ein nicht–negativer selbstadjungierter Operator

(dies gilt übrigens auch für unbeschränkte Operatoren, vgl. z. B. J. Weidmann: Lineare Operatoren in

Hilberträumen, Satz 5.3 a). Also ist |K| := (K∗K)1/2 wohldefiniert. |K| ist genau dann kompakt,

wenn K kompakt ist. Ist K kompakt, so werden die Eigenwerte (sn) von |K| (mit Vielfachheit

gezählt) als die singulären Werte sn(K) von K bezeichnet. Man sagt, K liegt in Bp = Bp(H)

für 1 ≤ p < ∞ , wenn die Folge (sn(K)) in ℓp liegt. Die Menge der kompakten Operatoren

ist B∞ = B∞(H) ; in diesem Fall ist ((sn(K)) eine Nullfolge aus ℓ∞ . Die Menge B1 = B1(H)

wird auch als Spurklasse bezeichnet; die Bezeichnung beruht darauf, daß für diese Operatoren eine

”
Spur“ (ähnlich wie für Matrizen) sinnvoll definiert werden kann, was wir jedoch hier nicht benötigen.

Jeder endlich–dimensionale Operator liegt offenbar in jedem Bp .

Satz 5.3 Sei K ∈ B∞(H), sn = sn(K) . Dann existieren orthonormale Folgen (en) und (fn)

in H mit

Kx =
∑
sn〈en, x〉fn, K∗x =

∑
sn〈fn, x〉en ,

|K|x =
∑
sn〈en, x〉en, |K∗|x =

∑
sn〈fn, x〉fn .

Die Elemente en bzw. fn sind Eigenelemente von |K| bzw. |K∗| . Insbesondere haben K, |K|, K∗

und |K∗| die gleichen singulären Werte und somit sind die folgenden Aussagen äquivalent:

K ∈ Bp, |K| ∈ Bp, K∗ ∈ Bp, |K∗| ∈ Bp .

Satz 5.4 a) Ist K ein kompakter Operator und sind (sn) die nicht–wachsend geordneten

singulären Werte, so gilt für alle n ∈ IN0

sn+1 = inf
y1,...,yn∈H

sup
{
‖Kx‖ : x ∈ H, ‖x‖ = 1, x ⊥ y1, . . . , yn

}
;

speziell gilt s1 = ‖K‖ . Ist K selbstadjungiert, so gilt die entsprechende Aussage für |λn| ,
wenn λn die dem Betrag nach fallend geordneten Eigenwerte von K sind.
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b) Sind K,L kompakt und B beschränkt, so gilt

sj+k+1(K + L) ≤ sj+1(K) + sk+1(L) für j, k ∈ IN0 ,

sj(BK) ≤ ‖B‖ sj(K), sj(KB) ≤ ‖B‖ sj(K) für j ∈ IN ,

sj+k+1(KL) ≤ sj+1(K)sk+1(L) für j, k ∈ IN0 .

Beweis. Nur Teil b) ist in Abschnitt 4 von
”
Mathematische Methoden der Quantenmechanik“

noch nicht bewiesen worden: Nach Teil a) gilt

sj+k+1(K + L)

≤ inf
y1,...,yj+k

sup
{
‖(K + L)x‖ : x ∈ H, ‖x‖ = 1, x ⊥ y1, . . . , yj+k

}

≤ inf
y1,...,yj+k

sup
{
‖Kx‖ + ‖Lx‖ : x ∈ H, ‖x‖ = 1, x ⊥ y1, . . . , yj+k

}

≤ inf
y1,...,yj+k

{
sup

{
‖Kx‖ : x ∈ H, ‖x‖ = 1, x ⊥ y1, . . . , yj

}

+ sup
{
‖Lx‖ : x ∈ H, ‖x‖ = 1, x ⊥ yj+1, . . . , yj+k

}}

= inf
y1,...,yj

sup
{
‖Kx‖ : . . .

}
+ inf

yj+1,...,yj+k

sup
{
‖Lx‖ : . . .

}

= sj+1(K) + sk+1(L)

und

sj+1(BK) = inf
y1,...,yj

sup
{
‖BKx‖ : x ∈ H, ‖x‖ = 1, x ⊥ y1, . . . , yj

}

≤ ‖B‖ inf
y1,...,yj

sup
{
‖Kx‖ : x ∈ H, ‖x‖ = 1, x ⊥ y1, . . . , yj

}

= ‖B‖ sj+1(K) .

Für sj(KB) folgt die Aussage aus sj(KB) = sj((KB)∗) = sj(B
∗K∗), ‖B∗‖ = ‖B‖ und sj(K

∗) =

sj(K) .
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Analog zur Summe K + L wird das Produkt KL untersucht:

sj+k+1(KL) = inf
y1,...,yj+k

sup
{
‖KLx‖ : x ∈ H, ‖x‖ = 1, x ⊥ y1, . . . , yj+k

}

≤ inf
y1,...,yj+k

sup
{
‖KLx‖ : x ∈ H , ‖x‖ = 1 ,

x ⊥ y1, . . . , yk, L
∗yk+1, . . . , L

∗yk+j

}

(und, mit ‖KLx‖ ‖Lx‖−1 = 0 für ‖Lx‖ = 0)

= inf
y1,...,yj+k

sup
{‖KLx‖

‖Lx‖ ‖Lx‖ : x ∈ H, ‖x‖ = 1 ,

x ⊥ y1, . . . , yk, Lx ⊥ yk+1, . . . , yk+j

}

= inf
y1,...,yj+k

{
sup

{
‖Kz‖ : z ∈ H, ‖z‖ = 1, z ⊥ yk+1, . . . , yk+j

}

× sup
{
‖Lx‖ : x ∈ H, ‖x‖ = 1, x ⊥ y1, . . . , yk

}}
,

= sj+1(K)sk+1(L) . 2

Satz 5.5 a) K ist genau dann ein Hilbert–Schmidt–Operator, wenn K ∈ B2 ist; für K ∈ B2

ist |||K|||2 =
∑
sj(K)2 .

b) Es gilt K ∈ B1 genau dann, wenn K = K1K2 gilt mit Hilbert–Schmidt–Operatoren K1,K2 ;

es ist dann
∑
sj(K) ≤ |||K1||| |||K2||| .

c) Die Mengen Bp sind Vektorräume. (Tatsächlich sind die Bp mit ‖K‖p :=
{∑

sn(K)p
}1/p

Banachräume. Wir werden dies [d. h. insbesondere die Dreiecksungleichung für ‖ · ‖p ] hier nur

für den Fall p = 1 beweisen; vgl. Satz 5.6.)

Beweis. a) K ist genau dann ein Hilbert–Schmidt–Operator, wenn für eine/jede Orthonormal-

basis {ϕj} gilt
∑ ‖Kϕj‖2 < ∞ . Deshalb folgt die Behauptung aus der Tatsache, daß für einen

kompakten Operator mit singulären Werten sj und den zugehörigen Eigenelementen ej von |K|
gilt ‖Kej‖ = sj .

b) Sei K =
∑
sj〈ej , ·〉fj die Darstellung gemäß Satz 5.3.

=⇒ : Die Operatoren

K2 :=
∑

s
1/2
j 〈ej , ·〉ej , K1 :=

∑
s
1/2
j 〈ej , ·〉fj

sind Hilbert–Schmidt–Operatoren, und es gilt K = K1K2 .
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⇐= : Da K1 und K2 Hilbert–Schmidt–Operatoren sind, gilt

∑
sj =

∑
〈Kej, fj〉 =

∑
〈K2ej ,K

∗
1fj〉

≤
{∑

‖K2ej‖2
∑

‖K∗
1fj‖2

}1/2

= |||K1||| |||K2||| ,

d. h. K ist ein Spurklassenoperator.

c) Für K1,K2 ∈ Bp gilt

s2n+1(K1 +K2) ≤ sn+1(K1) + sn+1(K2) ,

s2n(K1 +K2) ≤ sn(K1) + sn+1(K2) ,

und somit

∑
sj(K1 +K2)

p ≤
∑{(

sj+1(K1) + sj+1(K2)
)p

+
(
sj(K1) + sj+1(K2)

)p}

≤
∑{

2psj+1(K1)
p + 2psj+1(K2)

p + 2psj(K1)
p + 2psj+1(K2)

p
}

≤ 2p+1
∑{

sj(K1)
p + sj(K2)

p
}
<∞ ,

d. h. K1 +K2 ist aus Bp . 2

Satz 5.6 B1(H) mit ‖ · ‖1 :=
∑

n sn(·) ist ein Banach–Raum.

Beweis. Es ist zunächst zu zeigen, daß ‖ · ‖1 eine Norm ist. Wegen Satz 5.5 c genügt es dafür,

die Dreiecksungleichung zu beweisen. Seien K1,K2 ∈ B1(H), K = K1 +K2 und

K1 =
∑

s′n〈e′n, ·〉f ′
n , K2 =

∑
s′′n〈e′′n, ·〉f ′′

n , K =
∑

sn〈en, ·〉fn

die Darstellungen im Sinne von Satz 5.5 . Dann folgt (dabei gilt das vierte Gleichheitszeichen deshalb,

weil {f ′
n} bzw. {f ′′

n} Orthonormalbasen von R(K1) bzw. R(K2) sind, so daß es genügt, nach

diesen [i. allg. nicht vollständigen Orthonormalsystemen] zu entwickeln)

‖K‖1 =
∑

sn =
∑〈

(K1 +K2)en, fn

〉

=
∑

〈K1en, fn〉 +
∑

〈K2en, fn〉

=
∑

n,m

〈K1en, f
′
m〉 〈f ′

m, fn〉 +
∑

n,m

〈K2en, f
′′
m〉 〈f ′′

m, fn〉

=
∑

n,m

〈en,K
∗
1f

′
m〉 〈f ′

m, fn〉 +
∑

n,m

〈en,K
∗
2f

′′
m〉 〈f ′′

m, fn〉

=
∑

n,m

〈en, s
′
me

′
m〉 〈f ′

m, fn〉 +
∑

n,m

〈en, s
′′
me

′′
m〉 〈f ′′

m, fn〉
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≤
∑

m

s′m

{∑

n

|〈en, e
′
m〉|2

∑

n

|〈f ′
m, fn〉|2

}1/2

+
∑

m

s′′m

{∑

m

|〈en, e
′′
m〉|2

∑

n

|〈f ′′
m, fn〉|2

}1/2

≤
∑

m

(s′m + s′′m) = ‖K1‖1 + ‖K2‖1 .

Sei nun (Kℓ) eine ‖ · ‖1–Cauchyfolge. Dann ist (‖Kℓ‖1) konvergent, und wegen ‖ · ‖ ≤ ‖ · ‖1

ist (Kℓ) auch eine ‖ · ‖–Cauchyfolge. Folglich existiert ein K ∈ B∞(H) mit ‖Kℓ −K‖−→ 0 . Es

bleibt zu zeigen, daß K ∈ B1(H) ist und ‖Kℓ −K‖1 −→ 0 gilt.

Aus

sn(K) = sn(Kℓ + (K −Kℓ))

≤ sn(Kℓ) + s1(K −Kℓ) = sn(Kℓ) + ‖K −Kℓ‖ ,

sn(Kℓ) ≤ sn(K) + ‖K −Kℓ‖

folgt

sn(K) − ‖K −Kℓ‖ ≤ sn(Kℓ) ≤ sn(K) + ‖K −Kℓ‖ ,

und somit

sn(Kℓ)−→ sn(K) für ℓ−→∞ und alle n .

Damit folgt K ∈ B1(H) und ‖K‖1 ≤ lim
ℓ→∞

‖Kℓ‖1, denn es gilt für jedes N ∈ IN

N∑

n=1

sn(K) = lim
ℓ→∞

N∑

n=1

sn(Kℓ) ≤ lim
ℓ→∞

∞∑

n=1

sn(Kℓ) = lim
ℓ→∞

‖Kℓ‖1 .

Angewandt auf K −Kℓ statt K liefert dies für jedes ε > 0

‖K −Kℓ‖1 ≤ lim
q→∞

‖Kq −Kℓ‖1 ≤ ε für ℓ ≥ ℓ(ε) ,

also ‖K −Kℓ‖1 −→ 0 . 2
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5.2 Der Satz von Pearson

Ein bekannter Satz von H. Weyl und J. von Neumann bzw. dessen Verschärfung durch S. T. Kuroda

(vgl. z.B. T. Kato: Perturbation theory for linear operators, Theorem X.2.1 und Theorem X.2.3)

besagt: Ist T selbstadjungiert, ε > 0 und p > 1, so existiert ein A ∈ Bp mit ‖A‖p =

{∑ sj(A)p}1/p < ε so, daß T + A reines Punktspektrum hat. Dies gilt insbesondere auch dann,

wenn T rein absolut stetiges Spektrum hat. Für A ∈ Bp mit p > 1 kann man also die Existenz

von W±(T +A, T, PT,ac) nicht erwarten, da hieraus die unitäre Äquivalenz der absolut stetigen Teile

von T und T +A folgen würde.

Umso bemerkenswerter sind die folgenden Resultate (einschließlich derer aus Abschnitt 5.3).

Satz 5.7 (D.B. Pearson, 1978) Seien T1 und T2 selbstadjungierte Operatoren im Hilber-

traum H, J ∈ B(H), C ∈ B1(H) und es gelte

〈y, Cx〉 = 〈T2y, Jx〉 − 〈y, JT1x〉 für alle x ∈ D(T1) , y ∈ D(T2) .

Dann existiert

s-lim
t→±∞

eitT2Je−itT1P1,ac .

Anmerkung zu Satz 5.7 . Der Satz gilt entsprechend für selbstadjungierte Operatoren T1 und

T2 in (H1, 〈·, ·〉1) bzw. (H2, 〈·, ·〉2), J ∈ B(H1, H2) und C ∈ B1(H1, H2) mit

〈y, Cx〉2 = 〈T2y, Jx〉2 − 〈y, JT1x〉2 für alle x ∈ D(T1), y ∈ D(T2) .

Korollar 5.8 (Satz von T. Kato – M. Rosenblum, 1957) Sind T1 und T2 selbst-

adjungiert so, daß C := T2 − T1 ein Spurklassenoperator ist, so existieren W±(T2, T1, P1,ac) und

W±(T1, T2, P2,ac) ; insbesondere sind die Wellenoperatoren vollständig.

Der Beweis des Satzes von Kato–Rosenblum ergibt sich aus Satz 5.7 mit J = I und C :=

T2 − T1 . Dieser Satz wurde von Rosenblum 1957 für den Fall bewiesen, daß T1 und T2 rein absolut

stetiges Spektrum haben, von Kato noch im gleichen Jahr für den allgemeinen Fall.

Bemerkung zu Satz 5.7 Für x ∈ D(T1) gilt offenbar

〈T2y, Jx〉 = 〈y, Cx〉 + 〈y, JT1x〉 für alle y ∈ D(T2) .

Also ist Jx ∈ D(T ∗
2 ) = D(T2) und T2Jx = Cx+ JT1x ; d. h. es gilt

Cx = (T2J − JT1)x für alle x ∈ D(T1) ,
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und somit ist

T2J − JT1 = C ∈ B1(H) .

Entsprechend ist J∗y ∈ D(T1) für y ∈ D(T2) und

C∗y = (J∗T2 − T1J
∗)y für alle y ∈ D(T2) .

Beweis von Satz 5.7. Sei x ∈ Hac(T1) und

Hx := L{E1(λ)x : λ ∈ IR} ⊂ Hac(T1) .

Da die Menge der y , für die limt→±∞ eitT2Je−itT1y existiert, offenbar abgeschlossen ist, und da x

in Hx enthalten ist, genügt es offenbar zu zeigen, daß eine dichte Teilmenge M von Hx existiert,

für die gilt:

lim
t→±∞

eitT2Je−itT1y existiert für alle y ∈M .

(Es sieht aus, als ob dies eine stärkere Aussage wäre als die Existenz von lim eitT2Je−itT1x , was

eigentlich zu zeigen ist; man beachte aber, daß x nicht notwendig in M liegt — und so wird es

unten tatsächlich sein.)

Wir zeigen zunächst, daß wir o. E. annehmen können, daß der Teilraum Hx gleich L2(S) ist

mit einer meßbaren Teilmenge S ⊂ IR und T1|Hx
= Mid . Dazu zeigen wir, daß stets ein solches

S existiert so, daß T1|Hx
unitär äquivalent zu Mid in L2(S) ist (das ist nichts anderes, als eine

geeignete Spektraldarstellung von T1|Hx
): Wir definieren

U0 : L{E1(λ)x : λ ∈ IR}−→L2(IR; d̺x) mit ̺x(s) := ‖E1(s)x‖2 ,

U0

∑
cjE1(λj)x =

∑
cjχ(−∞,λj ] .

Man rechnet leicht nach, daß diese Abbildung isometrisch ist. Ihr Wertebereich enthält alle links-

stetigen Treppenfunktionen, ist also dicht in L2(IR; d̺x) . Also ist U := U0 unitär von Hx auf

L2(IR; d̺x) . Wegen

UE1(λ)U
−1 = χ(−∞,λ]
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geht T1 bei dieser unitären Äquivalenz über in Mid . Da ̺x(·) absolut stetig ist, existiert ein

nicht–negatives hx ∈ L1(IR) mit ̺x(λ) =
∫

(−∞,λ]

hx(σ) dσ . Mit

S :=
{
λ ∈ IR : h(λ) 6= 0

}

ist dann

V : L2(IR, d̺x)−→L2(S), f 7→ h1/2f

unitär, und unter V geht Mid in L2(IR, d̺x) über in Mid in L2(S) . Also ist

W := IH⊥
x
⊕ V U : H = H⊥

x ⊕Hx −→H⊥
x ⊕ L2(S)

unitär mit WT1W
−1|L2(S) = Mid . Für T̃j := WTjW

−1 (j = 1, 2) ist also die gewünschte Situation

gegeben.

Für die dichte Teilmenge M in Hx = L2(S) wählen wir im folgenden M = L2(S) ∩ L∞(S) .

Mit

W (t) := eitT2Je−itT1

haben wir also zu zeigen:

lim
t→±∞

W (t)g existiert für alle g ∈ L2(S) ∩ L∞(S) ,

bzw.

∥∥∥(W (t) −W (s))g
∥∥∥−→ 0 für s, t→ ±∞ .

Zunächst schreiben wir

∥∥∥(W (t) −W (s))g
∥∥∥

2

=
〈
g,W (t)∗(W (t) −W (s))g +W (s)∗(W (s) −W (t))g

〉

und untersuchen zunächst den ersten Summanden auf der rechten Seite:

〈
g,W (t)∗

(
W (t) −W (s)

)
g
〉

=
〈
g, eiaT1W (t)∗

(
W (t) −W (s)

)
e−iaT1g

〉

+
〈
g,
(
W (t)∗W (t) − eiaT1W (t)∗W (t)e−iaT1

)
g
〉

(∗)

−
〈
g,
(
W (t)∗W (s) − eiaT1W (t)∗W (s)e−iaT1

)
g
〉

(a > 0) .
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Die drei Terme auf der rechten Seite werden nun nacheinander untersucht.

(i) Da für x ∈ D(T1) auch e−iσT1x ∈ D(T1) gilt, ist nach obiger Bemerkung auch Je−iσT1x ∈
D(T2) . Damit folgt die Differenzierbarkeit von W (t)x für x ∈ D(T1) ,

d

dt
W (t)x = i eitT2 (T2J − JT1) e

−itT1x = i eitT2C e−itT1x ,

also

(
W (t) −W (s)

)
e−iaT1g = i

t∫

s

eiτT2C e−iτT1 dτ e−iaT1 g .

Hier stellt das Integral einen kompakten Operator dar, da C kompakt ist, und es gilt e−iaT1g(·) =

e−ia ·g(·) w−→ 0 für a−→∞ . Also gilt

〈
g, eiaT1W (t)∗

(
W (t) −W (s)

)
e−iaT1g

〉

=
〈
W (t)e−iaT1g,

(
W (t) −W (s)

)
e−iaT1g

〉
−→ 0 für a−→∞

bei beliebigen fest gewählten s und t .

(ii) Dieser Term konvergiert unabhängig von a > 0 gegen 0 für s, t−→∞ . Dies erhält man

wie in Teil (iii), wenn man s = t setzt.

(iii) Es gilt
〈
g,
(
W (t)∗W (s) − eiaT1W (t)∗W (s)e−iaT1

)
g
〉

= −
a∫

0

d

dτ

〈
e−iτT1g, eitT1J∗e−i(t−s)T2Je−i(τ+s)T1g

〉
dτ

= −i
a∫

0

{〈
T1e

−iτT1g, eitT1J∗e−i(t−s)T2Je−i(τ+s)T1g
〉

−
〈
e−i(t+τ)T1g, J∗e−i(t−s)T2JT1e

−i(τ+s)T1g
〉}

dτ

(Einschieben der zwei mittleren Terme, die sich offensichtlich wegheben)

= −i
a∫

0

{〈
e−i(t+τ)T1g ,T1J

∗e−i(t−s)T2J e−i(τ+s)T1g
〉

−
〈
e−i(t+τ)T1g,J∗T2 e

−i(t−s)T2J e−i(τ+s)T1g
〉

+
〈
e−i(t+τ)T1g, J∗e−i(t−s)T2T2J e

−i(τ+s)T1g
〉
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−
〈
e−i(t+τ)T1g, J∗e−i(t−s)T2JT1 e

−i(τ+s)T1g
〉}

dτ

(jeweils zwei fettgedruckte Terme ergeben zusammen − C∗ bzw. C )

= −i
a∫

0

{
−
〈
J∗ei(t−s)T2Ce−i(t+τ)T1g, e−i(τ+s)T1g

〉

+
〈
e−i(t+τ)T1g, J∗e−i(t−s)T2C e−i(τ+s)T1g

〉}
dτ

(mit Ch =
∑

sn〈ϕn, h〉ψn, wobei sn > 0 und
∑

sn <∞ gilt

und {ϕn}, {ψn} orthonormale Folgen sind)

= i

t+a∫

t

〈
J∗ei(t−s)T2

∑
sn〈ϕn, e

−iτT1g〉ψn, e
−i(τ+s−t)T1g

〉
dτ

− i

s+a∫

s

〈
e−i(τ+t−s)T1g, J∗e−i(t−s)T2

∑
sn〈ϕn, e

−iτT1g〉ψn

〉
dτ

= i
∑

sn

t+a∫

t

〈
ei(s−t)T1J∗e−i(s−t)T2

︸ ︷︷ ︸
=:Xs,t

ψn, e
−iτT1g

〉
〈e−iτT1g, ϕn〉dτ

− i
∑

sn

s+a∫

s

〈
e−iτT1g, ei(t−s)T1J∗e−i(t−s)T2

︸ ︷︷ ︸
=:Xt,s

ψn

〉
〈ϕn, e

−iτT1g〉dτ .

Damit erhalten wir für den Betrag (erst Anwendung der Schwarzschen Ungleichung auf die Integrale,

dann auf die Summe)

≤
{∑

sn

t+a∫

t

|〈Xs,tψn, e
−iτT1g〉|2 dτ ·

∑
sn

t+a∫

t

|〈e−iτT1g, ϕn〉|2 dτ
}1/2

+
{∑

sn

s+a∫

s

|〈e−iτT1g,Xt,sψn〉|2 dτ ·
∑

sn

s+a∫

s

|〈ϕn, e
−iτT1g〉|2 dτ

}1/2

.

Wir rechnen der Einfachheit halber nur mit dem ersten Term weiter und erhalten

=

{∑
sn

t+a∫

t

∣∣∣
∫
e−iτξg(ξ) (PHx

Xs,tψn)(ξ) dξ
∣∣∣
2

dτ

×
∑

sn

t+a∫

t

∣∣∣
∫
eiτξg(ξ) (PHx

ϕn) (ξ) dξ
∣∣∣
2

dτ

}1/2

=

{∑
sn

t+a∫

t

∣∣∣(2π)1/2F (g · PHx
Xs,tψn) (τ)

∣∣∣
2

dτ
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×
∑

sn

t+a∫

t

∣∣∣(2π)1/2F−1(g · PHx
ϕn) (τ)

∣∣∣
2

dτ

}1/2

≤ 2π

{∑
sn‖g · PHx

Xs,tψn‖2 ·
t+a∫

t

∑
sn

∣∣∣F−1(g · PHx
ϕn) (τ)

∣∣∣
2

dτ

}1/2

≤ 2π

{∑
sn sup |g|2 ‖PHx

Xs,tψn‖2 ·
t+a∫

t

∑
sn

∣∣∣F−1(g · PHx
ϕn) (τ)

∣∣∣
2

dτ

}1/2

−→ 0 für t−→∞, unabhängig von s ∈ IR und a > 0 ,

da der erste Faktor beschränkt ist und der zweite gegen 0 strebt, denn es ist
∑
sn |F−1(g ·PHx

ϕn)|2 ∈
L1(IR) . Für den zweiten Term in obiger Ungleichung folgt das gleiche für s−→∞ .

Aus (i), (ii) und (iii) folgt damit insgesamt

〈
g,W (t)∗

(
W (t) −W (s)

)
g
〉
−→ 0 für s, t−→∞ .

Ebenso gilt natürlich

〈
g,W (s)∗

(
W (s) −W (t)

)
g
〉
−→ 0 für s, t−→∞ ,

und damit ist die Behauptung für den Limes für t−→+∞ bewiesen. Ebenso geht man für t−→−∞
vor, wobei in (∗) a < 0 zu wählen ist. 2

Korollar 5.9 Seien T1, T2, J und C wie in Satz 5.7 und g wie im Beweis von Satz 5.7. Dann

gilt:

a) für alle s, t ∈ IR ist

∥∥∥
(
W (t) −W (s)

)
g
∥∥∥

2

≤ K
(∑

sn

)1/2

‖g‖∞
{∑

sn

∞∫

min(s,t)

|F (g · PHx
ϕn) (τ)|2 dτ

}1/2

.

b)
∥∥∥ lim

t→∞
eitT2Je−itT1g − Jg

∥∥∥ ≤ K(g)
(∑

sn

)1/2

.

Beweis. a) Folgt aus den Abschätzungen (i), (ii) und (iii) des Beweises von Satz 5.7.

b) Folgt aus a) für s = 0 und t−→∞ . 2
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Die Aussage b) kann benutzt werden, um eine stetige Abhängigkeit der Wellenoperatoren von T1

und T2 zu beweisen (J = I ), denn es gilt für A ∈ B1(H) und ‖A‖1 −→ 0 (z. B.)

W+(T2 +A, T1) −W+(T2, T1) = W+(T2 +A, T2)W+(T2, T1) −W+(T2, T1)

=
(
W+(T2 +A, T2) − I

)
W+(T2, T1)

s−→ 0 .

Mit Teil a) von Korollar 5.9 kann auch das wichtige Invarianzprinzip bewiesen werden.

Satz 5.10 (Invarianzprinzip) Seien T1, T2, J und C wie in Satz 5.7, ϕ : IR−→ IR

zweimal stetig differenzierbar mit ϕ′(x) > 0 bzw. ϕ′(x) < 0 für alle x ∈ IR . Dann gilt

lim
t→±∞

eitϕ(T2)Je−itϕ(T1)P1,ac =





lim
t→±∞

eitT2Je−itT1P1,ac

bzw.

lim
t→∓∞

eitT2Je−itT1P1,ac

Insbesondere existiert der Grenzwert auf der linken Seite.

Aus dem Beweis ist erkennbar, daß es z. B. genügt, daß ϕ′(x) > 0 bzw. ϕ′(x) < 0 im Inneren

eines Intervalls I ⊂ IR erfüllt ist, wenn σac(T1) ⊂ I gilt. Ist I ′ ein Intervall mit ϕ′(x) > 0 bzw.

ϕ′(x) < 0 im Inneren von I ′ , so gilt die entsprechende Aussage für lim
t→±∞

eitϕ(T2)Je−itϕ(T1)P1,acE1(I
′)

und lim
t→±∞

eitT2Je−itT1P1,acE1(I
′) . Für alle folgenden Spurklassenbedingungen für die Existenz von

W± = W±(T2, T1, P1,ac) ergibt sich damit, daß auch W±(ϕ(T2), ϕ(T1), P1,ac) existieren und

mit W± bzw. W∓ übereinstimmen. Ein solches Invarianzprinzip ist auch für gewisse Nicht–

Spurklassenbedingungen bewiesen worden, vgl. z. B. Reed–Simon, Scattering Theory, Notes to section

XI.3, p. 347.

Zum Beweis dieses Satzes benötigen wir den

Hilfssatz 5.11 Sei ϕ : IR−→ IR zweimal stetig differenzierbar mit ϕ′(x) > 0 bzw. ϕ′(x) < 0

für alle x ∈ IR . Dann gilt für alle g ∈ L2(IR)

‖g‖2 ≥
∞∫

0

∣∣∣F (e−isϕ(·)g(·))(u)
∣∣∣
2

du−→ 0 für s−→∞ bzw. s−→−∞ .

Das Entsprechende gilt für
∫ 0

−∞ , wenn man
”
s−→∞“ und

”
s−→−∞“ austauscht.
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Beweis. Die Ungleichung ist offensichtlich, da die Fouriertransformation F unitär ist und

‖e−isϕ(·)g(·)‖ = ‖g‖ für alle s ∈ IR gilt.

Es genügt deshalb, die Konvergenzaussage für alle g aus einer totalen Teilmenge von L2(IR) zu

beweisen, z. B. für charakteristische Funktionen beschränkter Intervalle. Wir betrachten nur den Fall

ϕ′(·) > 0 . Für g = χ[a,b] und s > 0 gilt dann

F (e−isϕ(·)g(·))(u) =
1

(2π)1/2

b∫

a

e−iuxe−isϕ(x) dx

=
i

(2π)1/2

b∫

a

1

u+ sϕ′(x)

∂

∂x
e−iux−isϕ(x) dx

=
i

(2π)1/2






[
e−iux−isϕ(x)

u+ sϕ′(x)

]b

a

+

b∫

a

sϕ′′(x)

(u + sϕ′(x))2
e−iux−isϕ(x) dx




 .

Auf Grund der Voraussetzung existieren C1 > 0 und C2 ≥ 0 mit ϕ′(x) ≥ C1 und
∣∣∣ϕ′′(x)

∣∣∣ ≤ C2

für alle x ∈ [a, b] . Also gilt für alle u > 0 und s > 0

∣∣∣F (e−isϕ(·)g) (u)
∣∣∣ ≤ C3

u+ s

und somit

∞∫

0

∣∣∣F (eisϕ(·)g) (u)
∣∣∣
2

du ≤ C2
3

s
für alle s > 0 .

Entsprechend behandelt man den Fall ϕ′(·) < 0 , wobei man u > 0 und s < 0 betrachtet. 2

Beweis von Satz 5.10. Wir betrachten wieder nur den Fall ϕ′(·) > 0 . Mit Ŵ+ bezeichnen

wir den nach Satz 5.7 existierenden Operator

Ŵ+ : H −→H, x 7→ lim
s→∞

eisT2Je−isT1P1,acx .

Offenbar gilt wieder Ŵ+e
itT1 = eitT2Ŵ+ für alle t ∈ IR (vgl. Beweis der Intertwining Eigenschaft,

Satz 3.1). Nach Teil a) von Korollar 5.9 gilt also für g wie im Beweis von Satz 5.7 (s = 0, t = ∞)

∥∥∥(Ŵ+ − J)g
∥∥∥

2

≤ K
{∑

sn

}1/2

‖g‖∞
{∑

sn

∞∫

0

∣∣∣F (g · PHx
ϕn) (τ)

∣∣∣
2

dτ
}1/2

,
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also für alle t ∈ IR

∥∥∥
(
Ŵ+ − eitϕ(T2)Je−itϕ(T1)

)
g
∥∥∥

2

=
∥∥∥
(
e−itϕ(T2)Ŵ+ − Je−itϕ(T1)

)
g
∥∥∥

2

=
∥∥∥(Ŵ+ − J)e−itϕ(T1)g

∥∥∥
2

≤ K
{∑

sn

}1/2

‖g‖∞
{∑

sn

∞∫

0

∣∣∣F (e−itϕ(·)gPHx
ϕn) (τ)

∣∣∣
2

dτ
}1/2

−→ 0 für t−→∞ ,

denn nach Hilfssatz 5.11 gilt für jedes n

‖g‖2 ≥
∞∫

0

∣∣∣F (e−itϕ(·)gPHx
ϕn) (τ)

∣∣∣
2

dτ −→ 0 für t−→∞ . 2

5.3 Einige Anwendungen des Satzes von Pearson

Der bereits oben erwähnte Satz von Kato–Rosenblum (Korollar 5.8) ist für praktische Anwendungen

kaum brauchbar, da T2 − T1 in der Regel kein Spurklassenoperator ist (ja, meistens sogar unbe-

schränkt). Dagegen ist der folgende Satz schon wesentlich nützlicher.

Satz 5.12 (S. T. Kuroda – M. S. Birman, ca. 1960) Sind T1 und T2 selbstadjun-

gierte Operatoren im Hilbertraum H so, daß

(T1 − z)−1 − (T2 − z)−1 ∈ B1(H) für ein z ∈ ̺(T1) ∩ ̺(T2)

gilt, so existieren die Wellenoperatoren W±(T2, T1, P1,ac) und sind vollständig.

Anmerkung zu Satz 5.12 . Man kann beweisen, daß die Voraussetzung dieses Satzes von

z ∈ ̺(T1) ∩ ̺(T2) unabhängig ist: Die Reihe

(T1 − ζ)−1 − (T2 − ζ)−1 =
∞∑

k=0

(ζ − z)k
{
(T1 − z)−k−1 − (T2 − z)−k−1

}

=
∞∑

k=0

(ζ − z)k
k∑

n=0
(T1 − z)n−k

{
(T1 − z)−1 − (T2 − z)−1

}
(T2 − z)−n

ist für |ζ − z| < d := min
{

d(z, σ(T1)), d(z, σ(T2))
}

bezüglich der ‖ · ‖1–Norm konvergent, denn es

gilt

∥∥∥
k∑

n=0
(T1 − z)n−k

{
(T1 − z)−1 − (T2 − z)−1

}
(T2 − z)−n

∥∥∥
1

≤ (k + 1)dk
∥∥∥(T1 − z)−1 − (T2 − z)−1

∥∥∥
1
.
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Damit folgt die Behauptung für diese ζ , mittels Iteration und Adjungiertenbildung für alle ζ ∈
̺(T1) ∩ ̺(T2) .

Beweis. Da die Voraussetzung bezüglich T1 und T2 symmetrisch ist, genügt es, die Existenz

von W±(T2, T1, P1,ac) zu beweisen; entsprechend folgt nämlich die Existenz von W±(T1, T2, P2,ac)

und damit nach Satz 3.9 die Vollständigkeit.

Um den Satz von Pearson (Satz 5.7 ) anzuwenden, benutzen wir

J := (T2 − z)−1(T1 − z)−1 ,

C := T2J − JT1 = (T2 − z)J − J(T1 − z)

= (T1 − z)−1 − (T2 − z)−1|D(T1) = (T1 − z)−1 − (T2 − z)−1 ∈ B1 .

Mit diesen Definitionen gilt offenbar für alle x ∈ D(T1), y ∈ D(T2)

〈y, Cx〉 = 〈y, (T2J − JT1)x〉 = 〈y, T2Jx− JT1x〉

= 〈T2y, Jx〉 − 〈y, JT1x〉 ,

wie dies in Satz 5.7 vorausgesetzt wurde. Damit folgt die Existenz von

s-lim
t→±∞

eitT2(T2 − z)−1e−itT1P1,ac(T1 − z)−1

= s-lim
t→±∞

eitT2(T2 − z)−1(T1 − z)−1e−itT1P1,ac .

Da (T1 − z)−1 − (T2 − z)−1 kompakt ist und (vgl. Beweis von Satz 2.10 a)

e−itT1P1,ac
w−→ 0 für t−→±∞

gilt, folgt

{
(T2 − z)−1 − (T1 − z)−1

}
e−itT1P1,ac

s−→ 0 ,

und somit existiert dann auch der Limes

s-lim
t→±∞

eitT2(T1 − z)−1e−itT1P1,ac(T1 − z)−1

= s-lim
t→±∞

eitT2e−itT1P1,ac(T1 − z)−2 .

Also existiert für jedes x ∈ R((T1 − z)−2) = D(T 2
1 ) , und damit für alle x ∈ D(T 2

1 ) = H,

lim
t→±∞

eitT2e−itT1P1,acx . 2
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Satz 5.13 (S. T. Kuroda) Sei T1 ein selbstadjungierter Operator in L2(IR
m) mit m ≤ 3

und D(T1) ⊂ D(−∆) (also z. B. ein Schrödingeroperator mit
”
vernünftigen“ elektromagnetischen

Potentialen), V der Multiplikationsoperator mit einer reellen Funktion V ∈ L1(IR
m)∩L2(IR

m) (also

z. B. |V (x)| ≤ C(1 + |x|)−ε−m) . Dann ist T2 := T1 + V selbstadjungiert, und die Wellenoperatoren

W±(T2, T1, P1,ac) existieren und sind vollständig.

Beweis. V ist −∆–beschränkt mit Schranke 0 (vgl. Mathematische Methoden der Quantenme-

chanik, Satz 10.13; dafür genügt sogar gleichmäßig lokal quadratisch integrierbar). Da −∆ bezüglich

T1 relativ beschränkt ist, ist V auch T1–beschränkt mit Schranke 0 . Also ist T2 selbstadjungiert

auf D(T1) . Es bleibt zu zeigen, daß die Differenz der Resolventen in B1 liegt. Dies folgt aus

(T1 − z)−1 − (T2 − z)−1 = (T1 − z)−1V (T2 − z)−1

=
[
(T1 − z)−1(−∆ + 1)

]{
(−∆ + 1)−1(sgnV )|V |1/2

}{
|V |1/2(−∆ + 1)−1

}

×
[
(−∆ + 1) (T2 − z)−1

]
,

da die Operatoren in [. . .] beschränkt sind (für den letzten ist dies die T2–Beschränktheit von −∆,

die sich aus der T1–Beschränktheit ergibt; der erste ist bis auf Abschließung gleich der Adjungierten

von (−∆+1) (T1 − z)−1 ) und die Operatoren in {. . .} Hilbert–Schmidt–Operatoren sind (dies folgt

daraus, daß für m ≤ 3 der Operator (−∆ + 1)−1 die Faltung mit einer L2–Funktion ist). 2

Um ein Resultat zu erhalten, das auch in höheren Dimensionen anwendbar ist, müssen wir etwas

weiter ausholen.

Seien A und B selbstadjungierte Operatoren. Wir sagen: A ist B untergeordnet (d. h.

A ist in einem abgeschwächten Sinn
”
kleiner“ als B ), wenn es Borel–meßbare Funktionen

f, g : IR−→ IR, f(s) ≥ 1, f(s)−→∞ für |s| −→∞

gibt mit

D
(
g(B)

)
⊂ D

(
f(A)

)
,

d. h. insbesondere, daß f(A) bezüglich g(B) beschränkt ist. (Hierzu kann natürlich o.E. g(s) ≥ 1

angenommen werden, d. h. g(B) ist stetig invertierbar.) — Ist A relativ beschränkt bezüglich B ,

so ist offenbar A dem Operator B untergeordnet (z. B. f = g = | id | + 1 ).

Hilfssatz 5.14 a) Ist f̃ : IR−→ IR Borel–meßbar mit |f̃(s)| −→∞ für |s| −→∞ und gilt

R
(
EB(I)

)
⊂ D

(
f(A)

)
für jedes beschränkte Intervall I ,
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so ist A dem Operator B untergeordnet mit der Funktion f = |f̃ | + 1 und einer geeigneten

Funktion g .

Speziell: Ist R
(
EB(I)

)
⊂ D(A) für jedes beschränkte Intervall I , so ist A dem Operator B

untergeordnet mit f = | id | + 1 und einer geeigeneten Funktion g .

b) Ist der Operator T2 dem Operator T1 untergeordnet, so gilt für jedes beschränkte Intervall

I

lim
a→∞

∥∥∥
(
I − E2((−a, a])

)
E1(I)

∥∥∥ = 0 .

Beweis. a) Zum Beweis der ersten Aussage sei mit f = |f̃ | + 1

cn :=
∥∥∥f(A)EB

(
(−n− 1,−n] ∪ (n, n+ 1]

)∥∥∥, n ∈ IN0

(der Operator auf der rechten Seite ist tatsächlich beschränkt, da er nach Voraussetzung überall

definiert und abgeschlossen ist).

Wir definieren

g(s) := (n+ 1)cn für s ∈ (−n− 1,−n] ∪ (n, n+ 1] , n ∈ IN0 .

Dann gilt für alle x ∈ D(g(B))

∑

n

∥∥∥f(A)EB

(
(−n− 1,−n] ∪ (n, n+ 1]

)
x
∥∥∥

≤
∑

n

cn

∥∥∥EB

(
(−n− 1,−n] ∪ (n, n+ 1]

)
x
∥∥∥

≤
{∑

n

1

(n+ 1)2

∑
(n+ 1)2c2n

∥∥∥EB

(
(−n− 1,−n] ∪ (n, n+ 1]

)
x
∥∥∥

2}1/2

=
{∑

n

1

(n+ 1)2

}1/2 ∥∥∥g(B)x
∥∥∥ .

Also ist
∑

n f(A)EB

(
(−n− 1,−n] ∪ (n, n+ 1]

)
x konvergent, und somit ist (wegen der Abgeschlos-

senheit von f(A) ) x =
∑
n
EB

(
(−n− 1,−n] ∪ (n, n+ 1]

)
x ∈ D(f(A)) .

Die zweite Aussage von Teil a) folgt aus der ersten mit f̃(s) = id , also f̃(A) = A .

b) Es sei F : IR−→ IR definiert durch

F (s) := inf
|σ|≥s

f(σ) , also 1 ≤ F (s) ≤ f(s) , F (s) ր ∞ für |s| −→∞ .
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Wegen

R
(
g(T1)

−1
)

= D(g(T1)) ⊂ D(f(T2)) ⊂ D(F (T2)) ,

(
I − E2((−a, a])

)
D(F (T2)) ⊂ D(F (T2)) ,

F (T2)g(T1)
−1 ∈ B(H)

gilt dann

∥∥∥
(
I − E2((−a, a])

)
E1(I)

∥∥∥

=
∥∥∥F (T2)

−1F (T2)
(
I − E2((−a, a])

)
g(T1)

−1g(T1)E1(I)
∥∥∥

≤ F (a)−1
∥∥∥F (T2)g(T1)

−1g(T1)E1(I)
∥∥∥

≤ F (a)−1
∥∥∥F (T2)g(T1)

−1
∥∥∥ sup

{
|g(s)| : s ∈ I

}

−→ 0 für a−→∞ . 2

Satz 5.15 (M. S. Birman, 1968) Sind T1 und T2 selbstadjungiert und gegenseitig unter-

geordnet mit

(
T2E2(I) − E2(I)T1

)
E1(I) ∈ B1 für jedes beschränkte Intervall I ,

so existieren die Wellenoperatoren W±(T2, T1, P1,ac) und W±(T1, T2, P2,ac) (und sind somit

vollständig). Die Spurklassenbedingung ist z. B. sicher dann erfüllt, wenn für jedes beschränkte In-

tervall I R(E1(I)) ⊂ D(T2) gilt und (T2 − T1)E1(I) ein Spurklassenoperator ist.

Beweis. a) Wir zeigen zuerst, daß die zunächst unsymmetrische Voraussetzung tatsächlich sym-

metrisch ist, d. h. für jedes beschränkte Intervall I gilt auch

(
T1E1(I) − E1(I)T2

)
E2(I) ∈ B1 .

Dies folgt aus

(
T1E1(I) − E1(I)T2

)
E2(I) =

[
−
(
T2E2(I) − E2(I)T1

)
E1(I)

]∗
,
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was sich sofort aus der für alle x, y ∈ H gültigen Gleichung

〈(
T1E1(I) − E1(I)T2

)
E2(I)x , y

〉

=
〈
E1(I)T1E1(I)E2(I)x − E1(I)E2(I)T2E2(I)x , y

〉

=
〈
x , E2(I)E1(I)T1E1(I)y − E2(I)T2E2(I)E1(I)y

〉

=
〈
x , −

(
T2E2(I) − E2(I)T1

)
E1(I)y

〉

ergibt.

b) Es bleibt die Existenz von W±(T2, T1, P1,ac) zu beweisen. Mit

CI :=
(
T2E2(I) − E2(I)T1

)
E1(I) ∈ B1(H) ,

JI := E2(I)E1(I) ∈ B(H)

gilt für alle x ∈ D(T2) und y ∈ D(T1)

〈x,CIy〉 = 〈T2x,E2(I)E1(I)y〉 − 〈x,E2(I)E1(I)T1y〉

= 〈T2x, JIy〉 − 〈x, JIT1y〉 .

Nach dem Satz von Pearson (Satz 5.7) existiert also

s-lim
t→±∞

eitT2E2(I) e
−itT1P1,acE1(I)

= s-lim
t→±∞

eitT2JI e
−itT1P1,ac für jedes beschränkte Intervall I .

Wir zeigen zunächst, daß für jedes feste I und jedes ϕ ∈ R(E1(I)) ∩ H1,ac die Grenzwerte

lim
t→±∞

eitT2e−itT1ϕ existieren. Sei also I fest und ϕ ∈ R(E1(I)) ∩ H1,ac . Für jedes a mit

I ⊂ (−a, a] ist dann

eitT2E2((−a, a]) e−itT1ϕ = eitT2E2((−a, a]) e−itT1P1,acE1((−a, a])ϕ ,

und somit existiert

lim
t→±∞

eitT2E2((−a, a]) e−itT1ϕ für jedes a mit I ⊂ (−a, a] .

Aus Hilfssatz 5.14 b folgt

lim
a→∞

∥∥∥
(
I − E2((−a, a])

)
E1(I)

∥∥∥ = 0 . (∗)
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Daraus folgt dann

lim
a→∞

sup
t

∥∥∥
(
I − E2((−a, a])

)
e−itT1ϕ

∥∥∥ = 0 ,

und somit die Existenz von

lim
t→±∞

eitT2e−itT1ϕ ,

denn es gilt

∥∥∥eisT2e−isT1ϕ − eitT2e−itT1ϕ
∥∥∥

≤
∥∥∥eisT2

(
I − E2((−a, a])

)
e−isT1ϕ

∥∥∥ +
∥∥∥eitT2

(
E2((−a, a]) − I

)
e−itT1ϕ

∥∥∥

+
∥∥∥eisT2E2((−a, a]) e−isT1ϕ − eitT2E2((−a, a]) e−itT1ϕ

∥∥∥

−→ 0 für s, t−→±∞ , a−→∞ .

Also ist R(E1(I)) ∩ H1,ac ⊂ D(Ω±(T2, T1)) für jedes beschränkte I , und somit H1,ac ⊂
D(Ω±(T2, T1)) , da D(Ω±(T2, T1)) abgeschlossen ist. 2

Wir benutzen die folgende Bezeichnung: Eine Funktion c(·) ∈ Lp,lok(IR
m) liegt in ℓq(Lp(IR

m)) ,

wenn mit Würfeln Qγ der Kantenlänge 1 um die Punkte γ = (γ1, . . . , γm) ∈ ZZm gilt
∑

γ ‖c(·)‖
q
Lp(Qγ) <∞ .

Satz 5.16 In L2(IR
m) sei der Operator T1 definiert durch

T1 = F−1MhF mit |h(x)| −→∞ für |x| −→∞ ,

T2 sei ein weiterer selbstadjungierter Operator in L2(IR
m) so, daß T1 und T2 gegenseitig

untergeordnet sind. Für alle f ∈ R(E1(I)) mit beschränkten Intervallen I gelte

(T2 − T1)f =
∑

|α|≤k

cα(·) ∂
α

∂xα
f

mit cα(·) ∈ ℓ1(L2(IR
m)) . Dann existieren W±(T2, T1, P1,ac) und sind vollständig.

Hilfssatz 5.17 Ist g ∈ L2(IR
m) mit supp g ⊂ Qγ und K ⊂ IRm kompakt, so gilt

MgFMχK
∈ B1 mit ‖MgFMχK

‖1 ≤ DK‖g‖L2 ,

wobei DK von γ unabhängig ist.
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Anmerkung zu Hilfssatz 5.17. Dies ist ein Spezialfall wesentlich allgemeinerer Resulta-

te; vgl. z. B. B. Simon
”
Trace ideals and their applications“, Theorem 4.5 (Birman–Solomjak): Sind

f, h ∈ ℓp(L2(IR
m)) mit 1 ≤ p ≤ 2 , so gilt MfFMh ∈ Bp(L2(IR

m)) mit ‖MfFMh‖p ≤

Cp

(∑
γ
‖f‖p

L2(Qγ)

)1/p(∑
γ
‖h‖L2(Qγ )

)1/p

.

Beweis von Hilfsatz 5.17. Für f ∈ L2(IR
m) und k >

m

2
gilt

MgFMχK
f = MgMϕγ

F (MχK
f)

= MgFM(1+|·|)−kF−1FM(1+|·|)kF−1Mϕγ
F (MχK

f) ,

mit

ϕ0 ∈ C∞
0 (IRm), ϕ0(x) = 1 in Q0, suppϕ0 ⊂

{
x ∈ IRm : d(x,Q0) ≤ 1

}
,

ϕγ ∈ C∞
0 (IRm) , ϕγ(x) := ϕ0(x− γ) .

Hier ist alles sinnvoll definiert, denn es gilt

χKf ∈ L2(IR
m) mit kompaktem Träger ,

FχKf ∈ C∞(IRm) ∩ L2(IR
m) ,

ϕγFχKf ∈ C∞
0 (IRm) ,

F−1ϕγFχKf ∈ S(IRm) ⊂ D(M
(1 + | · |)k ) .

Nun ist FM(1+|·|)−kF−1 die Faltung mit der L2–Funktion F (1 + | · |)−k , also ist

MgFM(1+|·|)−kF−1 ein Hilbert–Schmidt–Operator mit ||| · ||| ≤ C′
k‖g‖L2 .

Da F−1Mϕγ
F der Faltungsoperator mit ψγ := F−1ϕγ ∈ S(IRm) ist, ist

M(1+|·|)kF−1Mϕγ
FMχK

der Integraloperator mit dem Kern

(1 + |x|)kψγ(x− y)χK(y) .
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Offenbar gilt ψγ(x) = eixγψ0(x) , |ψγ(x)| = |ψ0(x)| ≤ Cℓ(1 + |x|)−ℓ für alle ℓ , und somit für

l > k + m
2 > m

|||M(1+|·|)kF−1Mϕγ
FMχK

|||2 ≤ Cℓ

∫ ∫
(1 + |x|)2k(1 + |x− y|)−2ℓχK(y) dy dx

≤ Cℓ

∫
(1 + |x|)2kCK,ℓ(1 + |x|)−2ℓ dx

≤ C2
K

(dabei hängt CK zunächst auch von ℓ und somit von k ab, diese können aber unabhängig von g

und K fest gewählt werden; Entsprechendes gilt für das oben gefundene Ck ).

Der Gesamtoperator ist also in B1 , und die ‖ · ‖1–Norm läßt sich durch das Produkt der Hilbert–

Schmidt–Normen der beiden Faktoren abschätzen:

‖MgFMχK
‖1 ≤ |||MgFM(1+|·|)−kF−1||| |||M(1+|·|)kF−1Mϕγ

FMχK
||| ≤ DK‖g‖L2 . 2

Beweis von Satz 5.16. Nach Satz 5.15 genügt es zu zeigen, daß (T2 − T1)E1(I) ∈ B1 gilt.

Hierfür genügt es natürlich

Mcα

∂α

∂xα
E1(I) ∈ B1 für alle α

zu beweisen. Offenbar gilt (dabei ist K := χ{y∈IRm:h(y)∈I} kompakt wegen |h(x)| → ∞ für |x| → ∞ )

Mcα

∂α

∂xα
E1(I) = Mcα

F−1MidαMχ{y∈IRm:h(y)∈I}
F

=
{
Mcα

F−1MχK

}{
MidαMχK

F
}
.

Hier ist der zweite Faktor beschränkt. Für den ersten gilt

Mcα
F−1MχK

=
∑

γ

(
Mcα

MχQγ

)
F−1MχK

.

Für jeden Summanden gilt nach obigem Hilfssatz 5.17

‖(Mcα
MχQγ

)F−1MχK
‖1 ≤ DK‖Mcα

‖L2(Qγ) .

Nach Satz 5.6 und wegen cα ∈ ℓ1(L2(IR
m)) ist somit die Summe in B1 . 2
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Anhang zu 5

Abschließend zeigen wir noch, daß man, wenn man in Satz 5.15 B1 durch B∞ ersetzt, die folgende

Verallgemeinerung der Kriterien für die Invarianz des wesentlichen Spektrums erhält.

Satz 5.18 Sind T1 und T2 selbstadjungierte Operatoren, die gegenseitig untergeordnet sind mit

(
T2E2(I) − E2(I)T1

)
E1(I) ∈ B∞ für jedes beschränkte Intervall I ,

so haben T1 und T2 das gleiche wesentliche Spektrum.

Beweis. Wie im Teil a) des Beweises von Satz 5.15 zeigt man, daß auch
(
T1E1(I) −

E1(I)T2

)
E2(I) ∈ B∞ für jedes beschränkte Intervall I gilt. Es genügt deshalb, z. B. σe(T1) ⊂ σe(T2)

zu beweisen.

Sei λ ∈ σe(T1) , I = (λ − 1, λ+ 1) , (xn) eine singuläre Folge von T1 und λ , die in R(E1(I))

liegt. Wir zeigen, daß (E2(Ia)xn) mit Ia = (−a, a) für hinreichend großes a eine singuläre Folge

von T2 und λ ist. Zunächst gilt offensichtlich

E2(Ia)xn
w−→ 0 für jedes a > 0 .

Aus Hilfssatz 5.14 b wissen wir

∥∥∥
(
I − E2(Ia)

)
E1(I)

∥∥∥ <
1

2
für hinreichend großes a .

Daraus folgt

‖E2(Ia)xn‖ =
∥∥∥xn −

(
I − E2(Ia)

)
E1(I)xn

∥∥∥

≥ ‖xn‖ −
∥∥∥
(
I − E2(Ia)

)
E1(I)xn

∥∥∥ >
1

2
‖xn‖ 6→ 0

und schließlich, da
(
T2E2(Ia) − E2(Ia)T1

)
E1(I) kompakt ist,

∥∥∥(T2 − λ)E2(Ia)xn

∥∥∥ ≤
∥∥∥
(
T2E2(Ia) − E2(Ia)T1

)
E1(I)xn

∥∥∥+
∥∥∥E2(Ia) (T1 − λ)xn

∥∥∥

−→ 0 für n−→∞ . 2
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6 Ein eindimensionales Streuproblem

Wir betrachten in diesem Abschnitt das folgende einfache Streuproblem in L2(IR) . T1 sei definiert

durch

T1 = −∆ = − d2

dx2
auf dem üblichen Definitionsbereich D(T1) = W2,2(IR) .

Der gestörte Operator T2 sei

T2 = − d2

dx2
+ q

mit q ∈ L2,0(IR) , d. h. q ist aus L2(IR) und hat kompakten Träger; a sei so gewählt, daß

supp q ⊂ [−a, a] gilt. T2 ist selbstadjungiert mit D(T2) = D(T1) (vgl. Mathematische Methoden

der Quantenmechanik, Satz 10.13). Nach dem Satz von Kuroda (Satz 5.13) ist klar, daß die Wellen-

operatoren W±(T2, T1) = W±(T2, T1, I) existieren und vollständig sind. (Tatsächlich würde hierfür

nach Satz 5.16 genügen, daß
∑

n∈ZZ

{∫ n+1

n |q(x)|2 dx
}1/2

< ∞ ist. Auch die folgenden Überle-

gungen lassen sich entsprechend verallgemeinern [z. B. auch auf q ∈ L1(IR) ], sind dann aber etwas

komplizierter.)

6.1 Streumatrix und Spektraldarstellung

Definieren wir

U1 : L2(IR) −→ L2(0,∞) ⊕ L2(0,∞) = L2(0,∞)2

durch

U1f(k) = f̂(k) =

(
f̂1(k)

f̂2(k)

)
=




l.i.m.
N→∞

(2π)−1/2
∫ N

−N
e−ikxf(x) dx

l.i.m.
N→∞

(2π)−1/2
∫ N

−N eikxf(x) dx


 ,

so ist offenbar U1 unitär mit

U−1
1

(
g1
g2

)
(x) = l.i.m.

N→∞
(2π)−1/2

N∫

0

{
eikxg1(k) + e−ikxg2(k)

}
dk .
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Der Beweis ergibt sich aus der Tatsache, daß dies lediglich eine etwas modifizierte Darstellung der

Fouriertransformation ist. Hieraus folgt auch

U1T1U
−1
1 = Mid2 in L2(0,∞)2 .

Dies ist im wesentlichen das, was man als eine Spektraldarstellung von T1 bezeichnet (dabei wird

allerdings verlangt, daß UTU−1 = Mid ist, was natürlich leicht durch eine zusätzliche Transformation

erreichbar wäre). Es sei angemerkt, daß die Funktionen e∓ikx Lösungen der Differentialgleichung

(τ1−λ)u = 0 sind mit τ1u = −u′′ und λ = k2 , sogenannte verallgemeinerte Eigenfunktionen

von T1 zum verallgemeinerten Eigenwert λ = k2 ≥ 0 .

Wir zeigen im nächsten Abschnitt, daß Lösungen e1(·, k) , e2(·, k) von (τ2 − k2)u = 0 mit

τ2u = −u′′ + qu existieren mit

e1(x, k) =

{
eikx + r1(k)e

−ikx für x < −a ,

t(k)eikx für x > a ,

e2(x, k) =

{
t(k)e−ikx für x < −a ,

e−ikx + r2(k)e
ikx für x > a .

mit einer unitären 3 Matrix

(
t(k) r2(k)

r1(k) t(k)

)
so, daß

U2 : L2(IR)−→L2(0,∞)2 ,

U2f(k) = f̃(k) =

(
f̃1(k)

f̃2(k)

)
=




l.i.m.
N→∞

(2π)−1/2
∫ N

−N
e1(x, k)f(x) dx

l.i.m.
N→∞

(2π)−1/2
∫ N

−N e2(x, k)f(x) dx




unitär ist mit

U−1
2

(
g1
g2

)
(x) = l.i.m.

N→∞
(2π)−1/2

N∫

0

{
e1(x, k)g1(k) + e2(x, k)g2(k)

}
dk

(was wegen 〈h, U−1
2 g〉L2(0,∞)2 = 〈h, U∗

2 g〉L2(0,∞)2 = 〈U2h1, g〉L2(0,∞)2 leicht auch aus der Darstellung

von U2 folgt) und

U2T2,+U
−1
2 = Mid2 , wobei T2,+ = T2E2((0,∞)) ist,

3Die Unitarität braucht nicht gesondert bewiesen zu werden, sie folgt aus der Tatsache, daß diese Matrix gleich der

Streumatrix ist.
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d. h. U2 ist im gleichen Sinn eine Spektraldarstellung von T2,+ wie U1 eine solche von T1 ist.

Für die Wellenoperatoren W± = W±(T2, T1) , deren Existenz und Vollständigkeit uns z. B. nach

dem Satz von Kuroda (Satz 5.13) bekannt ist, gilt

U2W±U
−1
1 e−it id2

= U2W±e
itT1U−1

1 = U2e
−itT2W±U

−1
1

= e−it id2

U2W±U
−1
1 ,

d. h. U2W±U
−1
1 ist mit e−it id2

für alle t ∈ IR vertauschbar. Mit den nun schon bekannten Techniken

folgt, daß U2W±U
−1
1 mit Mid (bzw. dessen Spektralschar Mχ(−∞,s]

für jedes s ∈ IR ) vertauschbar

ist. Nach Satz 3.13 (mit H = C2 ) ist also

U2W±U
−1
1 = Multiplikationsoperator mit einer 2 × 2–matrixwertigen

Funktion w±(·) ,

w±(k) =



 w±
11(k) w±

12(k)

w±
21(k) w±

22(k)



 ;

da W± isometrisch ist, muß w±(k) unitär sein. Also ist die Streumatrix

U1SU
−1
1 = U1W

∗
+W−U

−1
1 = (U1W

∗
+U

−1
2 ) (U2W−U

−1
1 )

= (U2W+U
−1
1 )∗ (U2W−U

−1
1 )

der Multiplikationsoperator mit der matrixwertigen Funktion

Ŝ(k) = w+(k)∗ w−(k) .

Es ist das Ziel dieses Abschnitts, Ŝ(k) mit Hilfe der Größen t(k), r1(k) und r2(k) darzustellen.

Für jedes f ∈ L2(IR) gilt

U2W±f = (U2W±U
−1
1 )U1f = w±(·)

(
f̂1(·)

f̂2(·)

)
,

und damit erhalten wir nach Definition von W±

0 = lim
t→±∞

‖W±f − eitT2e−itT1f‖

= lim
t→±∞

‖W±f − U−1
2 eit id2

U2U
−1
1 e−it id2

U1f‖

= lim
t→±∞

‖U−1
2 e−it id2

U2W±f − U−1
1 e−it id2

U1f‖ .
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Vollständig ausgeschrieben bedeutet das:

∞∫

−∞

∣∣∣∣∣

∞∫

0

{
e1(x, k)e

−itk2
(
w±

11(k)f̂1(k) + w±
12(k)f̂2(k)

)

+ e2(x, k)e
−itk2

(
w±

21(k)f̂1(k) + w±
22(k)f̂2(k)

)

−e−ik(kt−x)f̂1(k) − e−ik(kt+x)f̂2(k)
}

dk

∣∣∣∣∣

2

dx

−→ 0 für t→ ±∞ (die + /− rechts und links sind gekoppelt) .

Insbesondere gilt also

−a∫

−∞

| . . . |2 dx−→ 0 und

∞∫

a

| . . . |2 dx−→ 0 für t−→±∞ .

Aber in diesen Bereichen können wir die ej(k, x) durch die oben angegebenen expliziten Ausdrücke

ersetzen. Wir erhalten somit im ersten Fall

−a∫

−∞

∣∣∣∣∣

∞∫

0

{
e−ik(kt−x)

(
w±

11(k)f̂1(k) + w±
12(k)f̂2(k)

)

+ e−ik(kt+x)r1(k)
(
w±

11(k)f̂1(k) + w±
12(k)f̂2(k)

)

+ e−ik(kt+x)t(k)
(
w±

21(k)f̂1(k) + w±
22(k)f̂2(k)

)

− e−ik(kt−x)f̂1(k) − e−ik(kt+x)f̂2(k)
}

dk

∣∣∣∣∣

2

dx

−→ 0 für t−→±∞ .

Die Terme mit e−ik(kt−x) stellen
”
nach rechts laufende Wellen“ dar, in dem Sinne, daß für jedes

b ∈ IR ihr Quadratintegral über (−∞, b) für t−→+∞ gegen Null geht (das zeigt man z.B.,

indem man zunächst für ϕ ∈ C∞
0 (0,∞) zeigt, daß

∫ b

−∞ |ψt(x)|2 dx−→ 0 gilt für t−→∞, ψt(x) :=
∫
e−ik(kt−x)ϕ(k) dk ; dazu zeigt man mit den Methoden von Satz 3.15 z. B. (1 + |x|) |ψt(x)| ≤ c|t|−1

für x < b und t > 1) . Damit ergibt sich

−a∫

−∞

∣∣∣∣∣

∞∫

0

e−ik(kt+x)
{
r1(k)

(
w+

11(k)f̂1(k) + w+
12(k)f̂2(k)

)

+ t(k)
(
w+

21(k)f̂1(k) + w+
22(k)f̂2(k)

)
− f̂2(k)

}
dk

∣∣∣∣∣

2

dx

−→ 0 für t−→+∞ .
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Entsprechend stellen die Terme mit e−ik(kt+x)

”
nach links laufende“ Wellen dar, deren Quadratin-

tegral über (−∞,−a) für t−→−∞ verschwindet. Damit folgt

−a∫

−∞

∣∣∣∣∣

∞∫

0

e−ik(kt−x)
{(
w−

11(k)f̂1(k) + w−
12(k)f̂2(k)

)
− f̂1(k)

}
dk

∣∣∣∣∣

2

dx

−→ 0 für t−→−∞ .

Und da die im Integral verbliebenen Wellen nach links bzw. rechts laufen, kann für t−→+∞ bzw.

t−→−∞ das Integral
∫ −a

−∞ durch
∫
IR

ersetzt werden, d. h. es gilt

∥∥∥F
(
e−it|·|2

{
r1(·)

(
w+

11(·)f̂1(·) + w+
12(·)f̂2(·)

)
+ t(·)

(
w+

21(·)f̂1(·) + w+
22(·)f̂2(·)

)
− f̂2(·)

})∥∥∥

−→ 0 für t−→+∞,

∥∥∥F−1
(
e−it|·|2

{
w−

11(·)f̂1(·) + w−
12(·)f̂2(·) − f̂1(·)

})∥∥∥

−→ 0 für t−→−∞ .

Tatsächlich sind diese Ausdrücke von t unabhängig, d. h. es gilt für f. a. k ∈ (0,∞)

f̂1(k) = w−
11(k)f̂1(k) + w−

12(k)f̂2(k) ,

f̂2(k) = r1(k)
(
w+

11(k)f̂1(k) + w+
12(k)f̂2(k)

)
+ t(k)

(
w+

21(k)f̂1(k) + w+
22(k)f̂2(k)

)
.

Betrachtet man entsprechend die Integrale
∫∞

a
, so folgt für f. a. k ∈ (0,∞)

f̂2(k) = w−
21(k)f̂1(k) + w−

22(k)f̂2(k) ,

f̂1(k) = t(k)
(
w+

11(k)f̂1(k) + w+
12(k)f̂2(k)

)
+ r2(k)

(
w+

21(k)f̂1(k) + w+
22(k)f̂2(k)

)
.

Da dies für alle f gilt, folgt

w−(k) =

(
w−

11(k) w−
12(k)

w−
21(k) w−

22(k)

)
=

(
1 0

0 1

)
,

(
t(k) r2(k)

r1(k) t(k)

) (
w+

11(k) w+
12(k)

w+
21(k) w+

22(k)

)
=

(
1 0

0 1

)
.

Da w+(k) unitär ist, folgt also

w+(k)∗ = w+(k)−1 =

(
t(k) r2(k)

r1(k) t(k)

)
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und somit

Ŝ(k) = w+(k)∗w−(k) =

(
t(k) r2(k)

r1(k) t(k)

)
,

womit insbesondere auch die Unitarität dieser Matrix bewiesen ist. Damit ist nun die Bedeutung der

Koeffizienten t(·), r1(·) und r2(·) klar:

– t(k) ist, für beide Richtungen, der Transmissionskoeffizient, d. h. |t(k)|2 ist der Anteil

der einlaufenden Welle, der durchläuft (transmittiert wird); außerdem wird je nach arg t(k) die

Phase verschoben.

– rj(k) sind die Reflexionskoeffizienten: |r1(k)|2 ist der Anteil einer nach rechts laufenden

Welle, der reflektiert wird; entsprechendes gilt für |r2(k)|2 und nach links laufende Wellen.

Außerdem gibt arg rj(·) die Phasenverschiebung an.

6.2 Konstruktion der Spektraldarstellung von T2

Aus der Theorie der Sturm–Liouville–Operatoren wissen wir: Ist z ∈ ̺(T2) und sind v1, v2 Lösungen

von −v′′ + qv = zv mit v1 rechts in L2(IR) und v2 links in L2(IR) , so ist die Resolvente

Rz = (T2 − z)−1 gegeben durch

Rzf(x) = W (v1, v2)
−1



v1(x)

x∫

−∞

v2(y)f(y) dy + v2(x)

∞∫

x

v1(y)f(y) dy





für alle f ∈ L2(IR) , wobei

W (v, w) = v(x)w′(x) − v′(x)w(x)

die Wronski–Determinante von v und w ist. Sie ist für Lösungen v und w von −u′′+qu = zu

konstant und genau dann 6= 0, wenn {v, w} ein Fundamentalsystem ist. Für z ∈ C\(−∞, 0] sei
√
z so definiert, daß gilt

Re
√
z > 0; dann ist Im

√
z >
< 0 für Im z >

< 0 .

Spezielle Lösungen v1, v2 von −v′′ + qv = zv für z ∈ C\(−∞, 0] sind offenbar gegeben durch

v1(x, z) =

{
a1(z)e

i
√

zx + b1(z)e
−i

√
zx für x < −a ,

ei
√

zx für x > a ,

v2(x, z) =

{
e−i

√
zx für x < −a ,

a2(z)e
−i

√
zx + b2(z)e

i
√

zx für x > a .
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Durch die Vorgabe von v1 = exp(i
√
zx) bzw. v2 = exp(−i√zx) für x > a bzw. für x < −a

sind vj(x, ·) und somit die Koeffizienten aj(·) und bj(·) eindeutig bestimmt und analytisch in

C\(−∞, 0] .

Für Im z > 0 ist

v1(·, z) ∈ L2(c,∞), v2(·, z) ∈ L2(−∞, c) für jedes c ∈ IR .

Für Im z < 0 sind vj(·, z) Lösungen von −v′′ + qv = zv , und es gilt wieder

v1(·, z) ∈ L2(c,∞), v2(·, z) ∈ L2(−∞, c) für jedes c ∈ IR .

Also hat die Resolvente (T2 − z)−1 für Im z > 0 den Kern

R(x, y; z) = W (z)−1

{
v1(x, z)v2(y, z) für y ≤ x ,

v2(x, z)v1(y, z) für y > x
mit W (z) := W (v1(·, z), v2(·, z)) .

(Für Im z < 0 erhält man den entsprechenden Ausdruck mit W (z) und vj(·, z) .)

Durch Auswertung der Wronski–Determinante W (v1, v2) in den Bereichen x ≤ −a und x ≥ a,

wo sie natürlich den gleichen Wert annimmt, erhalten wir

W (v1, v2) = W
(
a1(z)e

i
√

zx + b1(z)e
−i

√
zx, e−i

√
zx
)

= a1(z)W
(
ei

√
zx, e−i

√
zx
)

= −2ia1(z)
√
z für x ≤ −a ,

= W
(
ei

√
zx, a2(z)e

−i
√

zx + b2(z)e
i
√

zx
)

= a2(z)W
(
ei

√
zx, e−i

√
zx
)

= −2ia2(z)
√
z für x ≥ a ,

und somit

a1(z) = a2(z) =: a(z) für alle z ∈ C\(−∞, 0] .

Für Im z > 0 sind die Lösungen v1 und v2 (und entsprechend natürlich v1(·, z) und v2(·, z) für

Im z < 0 ) linear unabhängig, denn sonst wären sie bis auf einen Faktor gleich, d. h. sie wären (beide)

in L2(IR) und somit hätte T2 einen nicht–reellen Eigenwert z , was mit der Selbstadjungiertheit

nicht verträglich wäre. Dies hat

a(z) 6= 0 für z ∈ C\IR ,
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zur Folge.

Weiter gilt für λ ∈ (0,∞)

W (v1(·, λ), v1(·, λ)) = W
(
a(λ)ei

√
λx + b1(λ)e

−i
√

λx, a(λ)e−i
√

λx + b1(λ)e
i
√

λx
)

= |a(λ)|2W
(
ei

√
λx, e−i

√
λx
)

+ |b1(λ)|2W
(
e−i

√
λx, ei

√
λx
)

=
(
|b1(λ)|2 − |a(λ)|2

)
2i
√
λ für x < −a ,

= W
(
ei

√
λx, e−i

√
λx
)

= −2i
√
λ für x > a ,

d. h. es gilt

|a(λ)|2 − |b1(λ)|2 = 1 .

Insbesondere ist a(λ) 6= 0 auch für λ ∈ (0,∞) und somit

a(z) 6= 0 für alle z ∈ C\(−∞, 0] .

Ebenfalls für λ ∈ (0,∞) gilt

W (v2(·, λ), v2(·, λ)) = W

(
e−i

√

λx, ei
√

λx

)
= 2i

√
λ für x < −a ,

= W

(
a(λ)e−i

√

λx + b2(λ)ei
√

λx, a(λ)ei
√

λx + b2(λ)e−i
√

λx

)

=
(
|a(λ)|2 − |b2(λ)|2

)
2i
√

λ für x > a ,

woraus die analoge Gleichung folgt:

|a(λ)|2 − |b2(λ)|2 = 1 .

Und schließlich ergibt sich für λ ∈ (0,∞) aus

W (v1(·, λ), v2(·, λ)) = W

(
a(λ)ei

√

λx + b1(λ)e−i
√

λx, ei
√

λx

)

= b1(λ) W

(
e−i

√

λx, ei
√

λx

)
= b1(λ)2i

√
λ für x < −a

= W

(
ei

√

λx, a(λ)ei
√

λx + b2(λ)e−i
√

λx

)

= b2(λ) W

(
ei

√

λx, e−i
√

λx

)
= −b2(λ)2i

√
λ für x > a ,

b1(λ) = −b2(λ) , insbesondere |b1(λ)| = |b2(λ)| .
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Aus den hiermit bewiesenen Beziehungen zwischen a(·), b1(·) und b2(·) folgt, daß die Matrix




1

a(λ)

b2(λ)

a(λ)

b1(λ)

a(λ)

1

a(λ)





unitär ist.

Wegen

W (v1, v2) = −2i
√
za(z)

hat also der Kern der Resolvente Rz = (T2 − z)−1 für Im z > 0 die Gestalt

R(x, y; z) =
i

2
√
za(z)

{
v1(x, z) v2(y, z) für y ≤ x ,

v2(x, z) v1(y, z) für y > x ,

R(x, y; z) = R(y, x; z) =
−i

2
√
z a(z)

{
v1(x, z) v2(y, z) für y ≤ x ,

v2(x, z) v1(y, z) für y > x .

Aus den für x < −a gültigen Beziehungen

v1(x, z) = a(z)e−i
√

zx + b1(z)e
i
√

zx ,

v2(x, z) = ei
√

zx

folgt

v2(y, z) = e−i
√

zy =
1

a(z)
v1(y, z) −

b1(z)

a(z)
v2(y, z) .

Entsprechend kann aus den für x > a gültigen Beziehungen

v1(x, z) = ei
√

zx ,

v2(x, z) = a(z)e−i
√

zx + b2(z)e
i
√

zx

gefolgert werden

v1(x, z) = e−i
√

zx = −b2(z)
a(z)

v1(x, z) +
1

a(z)
v2(x, z) .

Also gilt für Im z > 0 und y ≤ x

R(x, y; z) =
i

2
√
z a(z)a(z)

v1(x, z)
{
v1(y, z) − b1(z) v2(y, z)

}
,

R(x, y; z) =
−i

2
√
z a(z)a(z)

{
− b2(z)v1(x, z) + v2(x, z)

}
v2(y, z) .
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Der Vergleich der Koeffizienten mit der Darstellung

R(x, y; z) =

2∑

j,k=1

m+
jk(z)vj(x, z)vk(y, z) für y ≤ x

liefert (wobei ∗, ∗∗ und ∗ ∗ ∗ nicht weiter interessieren)

m+(z) =
i

2
√
z a(z)

(
a(z)

−1 ∗
0 0

)
, m+(z) =

−i
2
√
z a(z)

(
0 ∗∗
0 a(z)−1

)
,

und somit

m+(z) −m+(z) =




i

2
√
z a(z)a(z)

∗ ∗ ∗

0
i

2
√
z a(z)a(z)


 ,

und somit für das Spektralmaß ̺ in (0,∞)

d

dλ
̺ik(λ) =

1

2πi

(
m+

jk(λ+ 0i) −m+
jk(λ− 0i)

)
,

d

dλ
̺11(λ) =

d

dλ
̺22(λ) =

1

4π
√
λ|a(λ)|2

,

und (wegen der Symmetrie von ̺ )

d

dλ
̺21(λ) =

d

dλ
̺12(λ) = 0 .

Eine Spektraldarstellung F1 von T2,+ (positiver Teil von T2 ) sieht also wie folgt aus:

F1 : R
(
E2((0,∞))

)
−→L2

(
0,∞;

1

4π
√
λ|a(λ)|2

)2

(F1f) (λ) = l.i.m.
N→∞




N∫

−N

v1(x, λ)f(x) dx

N∫

−N

v2(x, λ)f(x) dx



.

Ersetzt man v1 und v2 durch

u1(x, λ) :=
1

a(λ)
v1(x, λ) =

{
ei

√
λx +R1(λ)e

−i
√

λx für x < −a ,

T (λ)ei
√

λx für x > a ,

u2(x, λ) :=
1

a(λ)
v2(x, λ) =

{
T (λ)e−i

√
λx für x < −a ,

e−i
√

λx +R2(λ)e
i
√

λx für x > a ,
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mit

T (λ) =
1

a(λ)
und Rj(λ) =

bj(λ)

a(λ)
,

so erhält man eine weitere Spektraldarstellung von T2,+ :

F2 : R
(
E2((0,∞))

)
−→ L2

(
0,∞;

1

4π
√
λ

)2

(F2f) (λ) = l.i.m.
N→∞




N∫

−N

u1(x, λ)f(x) dx

N∫

−N

u2(x, λ)f(x) dx



.

Eine zusätzliche Variablensubstitution λ = k2 zusammen mit den neuen Funktionen

e1(x, k) := u1(x, k
2) =

{
eikx + r1(k)e

−ikx für x < −a ,

t(k)eikx für x > a ,

e2(x, k) := u2(x, k
2) =

{
t(k)e−ikx für x < −a ,

e−ikx + r2(k)e
ikx für x > a

mit t(k) = T (k2) und rj(k) = Rj(k
2) , liefert schließlich die Spektraldarstellung (im Sinne von

Abschnitt 6.1)

U2 : R
(
E2((0,∞))

)
−→ L2(0,∞)2

(U2f) (k) = l.i.m.
N→∞




(2π)−1/2

N∫

−N

e1(x, k)f(x) dx

(2π)−1/2

N∫

−N

e2(x, k)f(x) dx



,

wie dies im Abschnitt 6.1 benutzt wurde.

6.3 Berechnung der Streumatrix für den Potentialtopf/Potentialbarriere

Zur Illustration betrachten wir abschließend die Streuung am Potentialtopf bzw. an der Potentialbar-

riere

q(x) =

{
0 für x < 0 und für x > L ,

U für 0 ≤ x ≤ L .
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Für U < 0 hat T2 endlich viele negative Eigenwerte, die implizit gegeben sind durch

2 arctan

√
λk − U√
−λk

− kπ = −
√
λk − UL ( k ∈ IN, U < λk < 0 ) .

Für λ > 0 hat die Lösung v1(x, λ) die Form

v1(x, λ) =





a(λ)ei
√

λx + b(λ)e−i
√

λx für x < 0 ,

c(λ)ei
√

λ−Ux + d(λ)e−i
√

λ−Ux für 0 ≤ x ≤ L ,

ei
√

λx für x > L .

Die Stetigkeit von v1 und v′1 an den Stellen x = 0 und x = L erfordert die Beziehungen

c(λ)ei
√

λ−UL + d(λ)e−i
√

λ−UL = ei
√

λL ,

c(λ)ei
√

λ−UL − d(λ)e−i
√

λ−UL =

√
λ√

λ− U
ei

√
λL ,

a(λ) + b(λ) = c(λ) + d(λ) ,

a(λ) − b(λ) =

√
λ− U√
λ

(
c(λ) − d(λ)

)
.

Aus den ersten beiden Gleichungen folgt

c(λ) =
1

2

(
1 +

√
λ√

λ− U

)
ei

√
λLe−i

√
λ−UL ,

d(λ) =
1

2

(
1 −

√
λ√

λ− U

)
ei

√
λLei

√
λ−UL .

Einsetzen in die beiden letzten Gleichungen liefert ( b(λ) interessiert uns im folgenden nicht)

a(λ) =
1

4

{(
2 +

√
λ√

λ− U
+

√
λ− U√
λ

)
e−i

√
λ−UL

+

(
2 −

√
λ√

λ− U
−

√
λ− U√
λ

)
ei

√
λ−UL

}
ei

√
λL .

Ist λ >max (0,U) , so gilt

a(λ) = ei
√

λL

{
cos

√
λ− UL− i

2

( √
λ√

λ− U
+

√
λ− U√
λ

)
sin

√
λ− UL

}
,

|T (λ)|2 = |a(λ)|−2 = 4λ(λ− U)
{
4λ(λ− U) + U2 sin2

√
λ− UL

}−1

.
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Ist U ≤ 0 , so gilt also

lim
λ→0+

|T (λ)|2 =

{
0 falls

√
UL 6= kπ , k ∈ IN0 ,

1 falls
√
UL = kπ , k ∈ IN0 .

Im Fall U ≤ 0 ist damit das Verhalten von |T (λ)|2 klar:

|T(λ)|2 für U = −5, L = 5 .
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|T(λ)|2 für U = −4, L = 6.2 , d. h.
√
|U|L ∼ 4π .

|T(λ)|2 für U = −4, L = 2π , d. h.
√
|U|L = 4π .
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Ist U > 0 und λ > U , so gelten die obigen Formeln weiter. Ist λ ∈ (0, U) , so folgt

a(λ) = ei
√

λL

{
cosh

√
U − λL+

i

2

(√U − λ√
λ

−
√
λ√

U − λ

)
sinh

√
U − λL

}
,

|T (λ)|2 = |a(λ)|−2 = 4λ(U − λ)
{

4λ(U − λ) + U2 sinh2
√
U − λL

}−1

,

|T (0)|2 = 0 , |T (U)|2 = 4(4 + UL2)−1 .

|T (·)|2 wird also beispielhaft durch die beiden folgenden Graphen beschrieben.

Die Reflexionskoeffizienten berechnen wir nicht explizit. Die in diesem Zusammenhang wesentlichen

Aussagen ergeben sich aus

|Rj(λ)|2 = 1 − |T (λ)|2 .

|T(λ)|2 für U = 2, L = 2 .
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|T(λ)|2 für U = 2, L = 5 .

6.4 Streuung an einem Treppenpotential

Etwas allgemeiner als im Abschnitt 6.3 betrachten wir jetzt noch Potentiale der Form

q(x) =

{
0 für x < L1 und für x ≥ Lk ,

Uj für Lj ≤ x < Lj+1, j = 1, . . . , k − 1 .

Um T (λ) zu berechnen, genügt es offenbar, den Koeffizienten a(λ) := ak(λ) der Lösung u(x, λ)

von −u′′ + q(x)u = λu zu bestimmen mit

u(x) =






e−i
√

λx für x < L1 ,

aj(λ) e
−i
√

λ−Ujx + bj(λ) e
i
√

λ−Ujx für Lj ≤ x < Lj+1 ,

ak(λ) e−i
√

λx + bk(λ) ei
√

λx für x ≥ Lk .

Es ist dann |T (λ)|2 = |a(λ)|−2 .

Mit a0(λ) = 1, b0(λ) = 0 und U0 = Uk = 0 kann man offenbar die aj(λ), bj(λ) nacheinander

bestimmen aus den Stetigkeitsbedingungen

u(Lj+) = u(Lj−), u′(Lj+) = u′(Lj−) für j = 1, . . . , k .
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Diese liefern:

aj(λ) e
−i
√

λ−UjLj + bj(λ) e
i
√

λ−UjLj

= aj−1(λ) e
−i
√

λ−Uj−1Lj + bj−1(λ) e
i
√

λ−Uj−1Lj ,

−aj(λ) e
−i
√

λ−UjLj + bj(λ) e
i
√

λ−UjLj

=

√
λ− Uj−1√
λ− Uj

{
− aj−1(λ) e

−i
√

λ−Uj−1Lj + bj−1(λ) e
i
√

λ−Uj−1Lj

}
,

woraus offensichtlich folgt (j = 1, . . . , k)

aj(λ) =
1

2
ei
√

λ−UjLj

{
e−i

√
λ−Uj−1Lj

(
1 +

√
λ− Uj−1√
λ− Uj

)
aj−1(λ)

+ei
√

λ−Uj−1Lj

(
1 −

√
λ− Uj−1√
λ− Uj

)
bj−1(λ)

}
,

bj(λ) =
1

2
e−i

√
λ−UjLj

{
e−i

√
λ−Uj−1Lj

(
1 −

√
λ− Uj−1√
λ− Uj

)
aj−1(λ)

+ei
√

λ−Uj−1Lj

(
1 +

√
λ− Uj−1√
λ− Uj

)
bj−1(λ)

}
.

Bei mehr als zwei Treppen ist es natürlich ziemlich hoffnungslos, a(λ) explizit zu berechnen; ande-

rerseits ist es natürlich kein Problem, a(λ) näherungsweise numerisch zu berechnen. Betrachtet man

z. B. für k = 4

q(x) =






U0 = U4 = 0 für x < 0 und für x ≥ 14 ,

U1 = U3 = 1 für 0 ≤ x < 2 und für 12 ≤ x < 14,

U2 = 0 bzw. − 1 für 2 ≤ x < 12 ,

so erhält man für |T (λ)|2 in 0 < λ < 1 die folgenden Kurven. Die Spitzen liegen jeweils etwa

dort, wo das Eigenwertproblem eingeschränkt auf (2, 12) mit Dirichlet–Randbedingungen bei 2 und

12 die Eigenwerte hätte. Werden die Potentialbarrieren breiter gewählt, so werden die Spitzen noch

stärker ausgeprägt.
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U2 = 0 .

U2 = −1 .
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7 Existenz und Vollständigkeit der Wellenoperatoren nach

V.Enß

Die Untersuchungen dieses Abschnitts gehen im wesentlichen auf V. Enß (ab 1978) zurück. Weitere

Vereinfachungen stammen insbesondere von E.B. Davies (On Enss’ approach to scattering theory,

Duke Math. J. 47, 171–185 (1980)) und P.A. Perry (Scattering Theory by the Enss Method, Mathe-

matical Reports, Vol. 1, Harwood Academic Publishers 1983).

Im folgenden sei

T1 = −∆ in L2(IR
m)

mit dem üblichen Definitionsbereich

D(T1) = F−1
{
f ∈ L2(IR

m) : (1 + | · |2)f ∈ L2(IR
m)
}
.

Ein Operator V heißt eine Enß–Störung (meist auch als Enß–Potential bezeichnet), wenn gilt:

(i) V ist symmetrisch und T1–beschränkt mit T1–Schranke < 1 ,

(ii) Für h : (0,∞)−→ IR, h(R) := ‖V (T1 − i)−1χ{|x|>R}‖ gilt h ∈ L1(0,∞) .

Die erste Bedingung impliziert insbesondere, daß

T2 := T1 + V mit D(T2) = D(T1)

selbstadjungiert und nach unten halbbeschränkt ist. — Die Funktion h(·) ist offenbar nichtwachsend.

Neben einigen auch für sich selbst interessanten Resultaten ist es das Ziel dieses Abschnitts, den

folgenden Satz zu beweisen.

Satz 7.1 Sei T1 = −∆ , V eine Enß–Störung, T2 = T1 + V . Dann gilt

a) W± = W±(T2, T1) existieren und sind vollständig.

b) Das singulär stetige Spektrum von T2 ist leer, d. h. es gilt

Hsc(T2) = {0}, L2(IR
m) = Hp(T2) ⊕Hac(T2) .

c) Die Eigenwerte von T2 können sich nur bei 0 häufen; alle von 0 verschiedenen Eigenwerte

haben endliche Vielfachheit.

Es sei angemerkt, daß die Existenz positiver Eigenwerte (die sich allerdings höchstens bei 0 häufen

können) unter den obigen Voraussetzungen nicht ohne weiteres ausgeschlossen werden kann. Anderer-

seits scheint die Existenz solcher Eigenwerte nicht bekannt zu sein.
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7.1 Eigenschaften von Enß–Störungen; die Existenz der Wellenoperatoren

Im folgenden sei V ein T1–beschränkter Operator, und h sei wie oben definiert. Weiter sei

ϕ ∈ C∞(IRm) mit

0 ≤ ϕ(x) ≤ 1 , ϕ(x) =

{
0 für |x| ≤ 1,

1 für |x| ≥ 2,
ϕR(x) := ϕ

( x
R

)
,

k(R) := ‖V (T1 − i)−1ϕR‖ ,

k1(R) := ‖V ϕR(T1 − i)−1‖ .

Satz 7.2 Unter den obigen Voraussetzungen gilt

k(R) ≤ h(R) ≤ k

(
R

2

)
für alle R > 0 ,

und

h ∈ L1(0,∞) ⇐⇒ k ∈ L1(0,∞) ⇐⇒ k1 ∈ L1(0,∞) .

Strebt eine der Funktionen h, k, k1 für R−→∞ gegen 0 , so gilt dies für alle. In der Bedingung

(ii) kann i durch jedes z ∈ C\[0,∞) ersetzt werden.

Beweis. Für jedes c > 0 bezeichnen wir mit χ<c bzw. χ>c den Operator der Multi-

plikation mit der charakteristischen Funktion von {x ∈ IRm : |x| < c} bzw. {x ∈ IRm :

|x| > c} . Aus

V (T1 − i)−1χ>R = {V (T1 − i)−1ϕR/2}χ>R ,

V (T1 − i)−1ϕR = {V (T1 − i)−1χ>R}ϕR

ergeben sich die behaupteten Ungleichungen und somit die erste Äquivalenzaussage.

Wir beweisen die zweite Äquivalenz: Offenbar gilt

|k(R) − k1(R)| ≤
∥∥∥V (T1 − i)−1ϕR − V ϕR(T1 − i)−1

∥∥∥
(
ϕR/2ϕR = ϕR, ϕR/2(T1 − i)ϕR = (T1 − i)ϕR

)

=
∥∥∥V (T1 − i)−1ϕR/2

{
ϕR(T1 − i) − (T1 − i)ϕR

}
(T1 − i)−1

∥∥∥

=
∥∥∥V (T1 − i)−1ϕR/2

{
ϕRT1 − T1ϕR

}
(T1 − i)−1

∥∥∥ .
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Da der Kommutator ϕRT1 − T1ϕR = [ϕR, T1] ein Differentialoperator erster Ordnung ist, dessen

Koeffizienten sich gleichmäßig durch 1/R abschätzen lassen (Beweis!), gilt

‖(ϕRT1 − T1ϕR)(T1 − i)−1‖ ≤ C

R
,

und somit

|k(R) − k1(R)| ≤ C

R

∥∥∥V (T1 − i)−1ϕR/2

∥∥∥ =
C

R
k

(
R

2

)

=
C

R

{
k

(
R

2

)
− k1

(
R

2

)}
+
C

R
k1

(
R

2

)

(Anwendung der in der ersten Zeile dieser Formel

bewiesenen Ungleichung mit
R

2
statt R )

≤ C

R

2C

R
k

(
R

4

)
+
C

R
k1

(
R

2

)

= q(R) +
C

R
k1

(
R

2

)

mit einem q ∈ L1(1,∞) , da k beschränkt ist. Aus den Ungleichungen

∣∣∣k(R) − k1(R)
∣∣∣ ≤





C

R
k

(
R

2

)
,

q(R) +
C

R
k1

(
R

2

)
.

folgt nun die zweite Äquivalenz. Damit ist auch die Äquivalenz der Konvergenzaussagen für R−→∞
bewiesen.

Die letzte Behauptung folgt nun aus

‖V ϕR(T1 − z)−1‖ ≤ k1(R) ‖(T1 − i) (T1 − z)−1‖ ,

k1(R) ≤ ‖V ϕR(T1 − z)−1‖ ‖(T1 − z) (T1 − i)−1‖

und der Tatsache, daß in den oben durchgeführten Abschätzungen offenbar z durch i ersetzt werden

kann. 2

Satz 7.3 a) Ist V ein symmetrischer Differentialoperator der Ordnung ≤ 1 , dessen Koeffi-

zienten sich durch (1 + |x|)−1−ε abschätzen lassen, so ist V eine Enß–Störung. (Es können

ohne Schwierigkeiten auch lokale Singularitäten zugelassen werden.)
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b) Das entsprechende Resultat gilt für Differentialoperatoren der Ordnung ≤ 2 , wenn zusätzlich

die relative Beschränktheit mit Schranke < 1 garantiert ist.

Beweis. Der Beweis kann für a) und b) gemeinsam geführt werden, da im Fall a) V automatisch

die T1–Schranke 0 hat. Nach Satz 7.2 genügt es, k1 ∈ L1(0,∞) zu beweisen. Offenbar gilt mit

cα(x) ≤ C(1 + |x|)−1−ε

k1(R) =
∥∥∥V ϕR(T1 − i)−1

∥∥∥ =
∥∥∥
∑

|α|≤2

cα
∂α

∂xα
ϕR(T1 − i)−1

∥∥∥

≤
∑

|β|≤2

∥∥∥c̃β,R
∂β

∂xβ
(T1 − i)−1

∥∥∥

mit |c̃β,R(x)| ≤ C̃(1 + |R|)−1−ε . Da die Operatoren
∂β

∂xβ
(T1 − i)−1 für |β| ≤ 2 beschränkt sind,

folgt die Behauptung. 2

Satz 7.4 Sei T1 = −∆ , V sei T1–beschränkt, und es gelte k(R)−→ 0 für R−→∞ (da h

nichtwachsend ist, ist diese Bedingung wegen Satz 7.2 insbesondere dann erfüllt, wenn V eine Enß–

Störung ist). Dann ist V relativ kompakt bezüglich T 2
1 , und für jedes g ∈ C(IR) mit g(λ)−→ 0

für |λ| −→∞ ist g(T1) − g(T2) kompakt (insbesondere ist auch (T1 − z)−1 − (T2 − z)−1 kompakt

für jedes z ∈ ̺(T1) ∩ ̺(T2) ).

Beweis. V ist T2
1–kompakt : Da V T1–beschränkt ist, genügt es nach Satz 10.8 in

”
Mathema-

tische Methoden der Quantenmechanik“ zu beweisen, daß V E1(J) kompakt ist für jedes beschränkte

Intervall J . Zunächst ist

V (I − ϕR)E1(J) = V (T1 − i)−1 (T1 − i) (I − ϕR)E1(J)

kompakt für jedes R > 0 , da V (T1 − i)−1 beschränkt ist und (T1 − i) (I − ϕR)E1(J) ein Hilbert–

Schmidt–Operator ist. Letzteres folgt sofort aus der Tatsache, daß (T1 − i) (I −ϕR) ein Differential-

operator der Ordnung 2 mit C∞
0 –Koeffizienten cα(·) ist, d. h.

(T1 − i) (I − ϕR)E1(J)f =
∑

|α|≤2

cα(x)
∂α

∂xα
(2π)−m/2

∫

{|y|2∈J}

eixyFf(y) dy

= (2π)−m/2
∑

|α|≤2

i|α|cα(x)

∫

{|y|2∈J}

eixyyαFf(y) dy .

Weiter gilt

V ϕRE1(J) =
{
V ϕR(T1 − i)−1

}
(T1 − i)E1(J)−→ 0 für R−→∞ ,
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da k(R)−→ 0 gilt für R−→∞ . Insgesamt folgt für jedes beschränkte Intervall J die Kompaktheit

von V E1(J) .

Da V T1–beschränkt und T 2
1 –kompakt ist, folgt

(T1 − µ)−2 − (T2 − µ)−2 kompakt für µ ∈ ̺(T1) ∩ ̺(T2) .

Dies erhält man mit Hilfe der zweiten Resolventengleichung (dabei setzen wir im folgenden Rj :=

(Tj − µ)−1 ):

R2
2 = (R1 −R2V R1) (R1 −R1V R2)

= (I −R2V )R2
1(I − V R2) ,

R2
2 −R2

1 = −R2
1V R2 − R2V R

2
1(I − V R2)

= −
{
(T2 − µ)−1V (T1 − µ)−2

}∗
−R2V R

2
1(I − V R2) ;

da hier jeweils V (T1 − µ)−2 bzw. V R2
1 enthalten ist, folgt die gewünschte Kompaktheit.

Eine einfache Induktion zeigt, daß dann auch gilt

(T1 − i)−2k(T1 + i)−2ℓ − (T2 − i)−2k(T2 + i)−2ℓ kompakt für k, ℓ ∈ IN0 ;

sind nämlich Aj , Bj beschränkt für j = 1, 2, A1 − A2 und B1 − B2 kompakt, so folgt aus der

Kompaktheit von Ak
1B

ℓ
1 −Ak

2B
ℓ
2 auch die Kompaktheit von (z. B.)

Ak+1
1 Bℓ

1 −Ak+1
2 Bℓ

2 = A1

(
Ak

1B
ℓ
1 −Ak

2B
ℓ
2

)
+
(
A1 −A2

)
Ak

2B
ℓ
2 .

Nach dem Satz von Stone–Weierstraß (Korollar 7.13 a) gibt es zu jedem ε > 0 ein Polynom P in

zwei Variablen mit

∣∣∣P
(
(λ− i)−2, (λ+ i)−2

)
− g(λ)

∣∣∣ < ε für alle λ ∈ IR .

Da für jedes Polynom P der Operator

P
(
(T1 − i)−2, (T1 + i)−2

)
− P

(
(T2 − i)−2, (T2 + i)−2

)
kompakt

ist, folgt somit die Kompaktheit von g(T2) − g(T1) . (Setzt man voraus, daß T2 halbbeschränkt ist,

z. B. indem man fordert, daß V eine T1–Schranke < 1 hat, so kann Korollar 7.13b mit n = 2

benutzt werden, was eine geringfügige Vereinfachung bedeutet.) 2
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Beweis der Existenz der Wellenoperatoren (Satz 7.1). Die Existenz der Wellen-

operatoren W±(T2, T1) folgt aus dem Cook’schen Lemma (Satz 4.2), wenn wir einen dichten Teilraum

D von L2(IR
m) angeben können so, daß für alle f ∈ D die Funktion t 7→ V e−itT1f Norm–stetig

und t 7→ ‖V e−itT1f‖ über IR integrierbar ist. Wir wählen

D =
{
f ∈ S(IRm) : Ff ∈ C∞

0 (IRm\{0})
}
.

Wegen D ⊂ D(T1) und der T1–Beschränktheit von V ist

V e−itT1f =
{
V (T1 − i)−1

}{
e−itT1(T1 − i)f

}

stetig.

Sei nun f ∈ D und a > 0 so, daß Ff(y) = 0 gilt für |y| < a . Wir schreiben

V e−itT1f = V (T1 − i)−1e−itT1(T1 − i)f

= V (T1 − i)−1χ<a|t|e
−itT1(T1 − i)f

+ V (T1 − i)−1χ>a|t|e
−itT1(T1 − i)f .

Nach Satz 3.15 c gilt für jedes n ∈ IN (beachte a < 2a ) mit einer geeigneten Konstanten Cn

∥∥∥χ<a|t|e
−itT1(T1 − i)f

∥∥∥ ≤
{ ∫

|x|<a|t|

Cn

(1 + |t|)2n
dx
}1/2

≤ C̃n|t|−n+m/2 .

Für n >
m

2
+1 ist also in obiger Gleichung die Norm des ersten Terms integrierbar. Der zweite Term

ist nach Voraussetzung (ii) integrierbar. 2

7.2 Die Dilatationsgruppe und ihr Generator

Es ist das Ziel dieses Abschnitts, eine Möglichkeit anzugeben, die Elemente aus L2(IR
m) in solche

Teile zu zerlegen, die bezüglich der Gruppe e−itT1 ein– bzw. auslaufen.

Die Dilatationsgruppe D = {U(t) : t ∈ IR} in L2(IR
m) ist gegeben durch

(
U(t)f

)
(x) = exp

(1

2
mt
)
f(etx) für t ∈ IR, f ∈ L2(IR

m) .
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Man rechnet leicht nach (Substitutionsregel), daß jedes U(t) unitär ist und daß D eine Gruppe ist

(U(0) = I, U(t+ s) = U(t)U(s) ) . Für f ∈ C0(IR
m) und ε > 0 existiert ein Kompaktum K ⊂ IRm

mit suppU(s)f ⊂ K für alle s ∈ (t− ε, t+ ε) ; außerdem gilt

(
U(s)f

)
(x)−→

(
U(t)f

)
(x) gleichmäßig für s−→ t .

Daraus folgt U(s)f −→U(t)f in L2(IR
m) . Wegen der Beschränktheit von D gilt dies dann für alle

f ∈ L2(IR
m) , d. h. D ist stark stetig.

Im folgenden seien die Operatoren A0 und A00 in L2(IR
m) definiert durch

D(A0) = C∞
0 (IRm), D(A00) = C∞

0 (IRm\{0}) ,

(A0f) (x) = (A00f) (x) =
1

2i

m∑

j=1

(
xj

∂

∂xj
+

∂

∂xj
xj

)
f(x)

=
1

i

{1

2
m+

m∑

j=1

xj
∂

∂xj

}
f(x) =

1

i

{1

2
m+ r

∂

∂r
f(x)

}

für f ∈ D(A0) bzw. D(A00) .

Satz 7.5 A0 und A00 sind wesentlich selbstadjungiert mit A0 = A00 ; dieser gemeinsame

Abschluß sei mit A bezeichnet. Dann ist iA der infinitesimale Generator von D . Es gilt FAF−1 =

−A .

Beweis. Offensichtlich bildet jedes U(t) die Definitionsbereiche D(A0) = C∞
0 (IRm) und

D(A00) = C∞
0 (IRm\{0}) in sich ab, und für f ∈ C∞

0 (IRm) bzw. C∞
0 (IRm\{0}) rechnet man

leicht nach:

lim
t→0

1

t
(U(t) − I)f = iA0f(x) , bzw. = iA00f(x) .

Zusammen mit dem folgenden Satz von Nelson folgt hieraus, daß iA0 = iA00 der infinitesimale

Generator von D ist. Für f ∈ S(IRm) rechnet man leicht FAF−1f = −Af nach. Das liefert die

letzte Behauptung. 2

Satz 7.6 (E.Nelson) Sei {U(t) : t ∈ IR} eine stark stetige unitäre Gruppe, D ein dichter

Teilraum, der durch alle U(t) in sich abgebildet wird, und für jedes f ∈ D existiere

Bf := lim
t→0

1

t
(U(t) − I)f .

Dann ist iB wesentlich selbstadjungiert auf D , und B ist der infinitesimale Generator von

{U(t) : t ∈ IR} .
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Beweis. Die wesentliche Selbstadjungiertheit des symmetrischen Operators iB ist äquivalent zu

N(B∗ ± I) = R(B ± I)⊥ = R(iB ± iI)⊥ = {0} .

Nehmen wir also an, daß z. B. g+ ∈ N(B∗ − I) ist, d. h. B∗g+ = g+ . Dann gilt für alle f ∈ D

und ψf (t) := 〈U(t)f, g+〉

d

dt
ψf (t) =

〈 d
dt

(U(t)f), g+

〉
= 〈BU(t)f, g+〉 = 〈U(t)f,B∗g+〉

= 〈U(t)f, g+〉 = ψf (t) ,

also

〈U(t)f, g+〉 = ψf (t) = ψf (0)et = 〈f, g+〉et für alle t ∈ IR .

Da 〈U(t)f, g〉 beschränkt ist, gilt also g+ ⊥ f für alle f ∈ D , also g+ = 0 .

Entsprechend folgt aus B∗g− = −g− die Gleichung

〈U(t)f, g−〉 = 〈f, g−〉e−t für alle f ∈ D und alle t ∈ IR ,

und somit g− = 0 . 2

Wir wollen nun eine Art Spektraldarstellung von A konstruieren, die es dann ohne weiteres

erlaubt, die Spektralschar EA(·) und somit die Projektionen I − EA(0) und EA(0) auf den zu

A gehörigen positiven bzw. negativen Teilraum anzugeben. Dazu führen wir die folgende unitäre

Abbildung U ein:

U : L2(IR
m)−→L2(IR × Sm−1) (∼= L2(IR)⊗̂L2(S

m−1) ) ,

(Uf) (s, ω) = exp(1
2ms)f(esω) für s ∈ IR, ω ∈ Sm−1 .

Man sieht leicht, daß diese Abbildung isometrisch,

‖Uf‖2
L2(IR×Sm−1) =

∫

IR

∫

Sm−1

exp(ms)
∣∣∣f(esω)

∣∣∣
2

dω ds

(Substitution s = ln t )

=

∞∫

0

∫

Sm−1

tm|f(tω)|2 dω
1

t
dt =

∫

IRm

|f(x)|2 dx = ‖f‖2
L2(IRm) ,
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und surjektiv (also unitär) ist mit

U−1 : L2(IR × Sm−1)−→L2(IR
m)

(U−1g) (rω) = r−m/2 g(ln r, ω) für r ∈ (0,∞), ω ∈ Sm−1 .

Außerdem benötigen wir die partielle Fouriertransformation F1 in L2(IR × Sm−1) ; sie

ist definiert als die Abschließung von

F1,0 : C0(IR × Sm−1)−→L2(IR × Sm−1) ,

(F1,0f) (λ, ω) = (2π)−1/2
∫
IR

e−iλsf(s, ω) ds .

Man rechnet leicht nach, daß F1 unitär ist und daß F−1
1 analog dargestellt werden kann mit eiλs

statt e−iλs .

Satz 7.7 a) Sei B0 definiert durch

D(B0) = C∞
0 (IR) ⊗ L2(S

m−1) , (B0f)(s, ω) =
1

i

∂

∂s
f(s, ω) .

Mit B := B0 gilt dann UAU−1 = B .

b) Mit der partiellen Fouriertransformation F1 gilt

(i) F1UAU
−1F−1

1 = Mλ Multiplikation mit t(λ, ω) = λ in L2(IR × Sm−1) ,

(ii) σ(A) = IR ,

(iii) Hac(A) = L2(IR
m) .

Beweis. a) Für einfache Tensoren g⊗h ∈ C∞
0 (IR)⊗C∞(Sm−1), (g⊗h)(r, ω) = g(r)h(ω) , rechnet

man nach (dabei stehen s bzw. τ für
”
stumme“ radiale bzw. sphärische Variablen):

UAU−1 (g ⊗ h) (r, ω) = UA
{
s−m/2 g(ln s)h(τ)

}
(r, ω)

= U
1

i

{[m
2
s−m/2 g(ln s) + s

(
s−m/2 g(ln s)

)′]
h(τ)

}
(r, ω)

=
1

i
U
{
s−m/2 g′(ln s)h(τ)

}
(r, ω) =

1

i
g′(r)h(ω)

= B0(g ⊗ h) (r, ω) .
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Also ist B0

∣∣
C∞

0 (IR)⊗C∞(Sm−1)
in UAU−1 enthalten. Ist g ⊗ h ein beliebiger einfacher Tensor

aus D(B0) = C∞
0 (IR) ⊗ L2(S

m−1) , so gibt es eine Folge (hn) aus C∞(Sm−1) mit hn −→h in

L2(S
m−1) , also auch

g ⊗ hn −→ g ⊗ h , B0(g ⊗ hn)−→B0(g ⊗ h) .

Damit folgt, da UAU−1 abgeschlossen ist,

B0 ⊂ UAU−1 .

Zeigen wir noch, daß B0 wesentlich selbstadjungiert ist, so folgt die Behauptung B0 = UAU−1 .

Für beliebige h ∈ L2(S
m−1) sei Hh := L{h} . Wegen der wesentlichen Selbstadjungiertheit von

1

i

d

dx
auf C∞

0 (IR) ist

(B0 ± iI)
{
C∞

0 (IR) ⊗Hh

}
=
{(1

i

d

dx
± iI

)
C∞

0 (IR)
}
⊗Hh

dicht in L2(IR) ⊗ Hh für jedes h ; also ist R(B0 ± iI) dicht, und daraus folgt die wesentliche

Selbstadjungiertheit von B0 .

b) Für ĝ = Fg ∈ FC∞
0 (IR) erhält man mit Hilfe von Teil a)

F1UAU
−1F−1

1 (ĝ ⊗ h) (λ, ω) = F1UAU
−1(g ⊗ h) (λ, ω)

=
1

i
F1(g

′ ⊗ h) (λ, ω) = Mλ(ĝ ⊗ h) (λ, ω) .

Durch Abschließung der Operatoren auf beiden Seiten folgt die Behauptung.

Die Aussagen (i) und (ii) ergeben sich nun sofort, da A unitär äquivalent ist zum Multiplika-

tionsoperator mit t(λ, ω) = λ im Raum L2(IR × Sm−1) . 2

Der eben bewiesene Satz besagt, daß die Mellin–Transformation

M := F1U : L2(IR
m)−→L2(IR × Sm−1)

im wesentlichen eine Spektraldarstellung von A ist. Ausgeschrieben sind M und M−1 gegeben

durch

(Mf) (λ, ω) = (F1Uf) (λ, ω) = (2π)−1/2 l.i.m.
N→∞

N∫

−N

e−iλs+ m
2 sf(esω) ds
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(Substitution s = ln r)

= (2π)−1/2 l.i.m.
N→∞

N∫

1/N

r−iλ+m/2 −1f(rω) dr ,

(M−1g) (rω) = (U−1F−1
1 g) (rω) = U−1

{
(2π)−1/2 l.i.m.

N→∞

N∫

−N

eisλg(λ, ·) dλ
}

(r, ω)

= (2π)−1/2 r−m/2 l.i.m.
N→∞

N∫

−N

eiλ ln rg(λ, ω) dλ

= (2π)−1/2 r−m/2 l.i.m.
N→∞

N∫

−N

riλg(λ, ω) dλ .

7.3 Ein– und auslaufende Zustände; der Enß’sche Zerlegungssatz

Für hinreichend glatte f (z. B. aus C∞
0 (IRm) oder S(IRm) ) ist

〈f,Af〉 =
1

2

∑{〈
xjf,

1

i

∂

∂xj
f
〉

+
〈1

i

∂

∂xj
f, xjf

〉}

das symmetrisierte Skalarprodukt zwischen Ort und Impuls. Das bedeutet also intuitiv: Bei Ele-

menten aus dem positiven/negativen Teilraum zu A ist das Skalarprodukt zwischen Ort und Impuls

positiv/negativ. Man wird also erwarten, daß Elemente aus dem positiven/negativen Teilraum auslau-

fende/einlaufende Wellen sind. Dies wird (in etwas abgeschwächter Form) im folgenden Satz bewiesen.

Mit der Spektralschar E von A sei also

P+ := I − E(0) , P− = E(0) ;

das sind die Projektionen auf den positiven bzw. negativen Teilraum zu A . Wegen FAF−1 = −A
(vgl. Satz 7.5) und P± = χ±(A) , wobei χ± die charakteristische Funktion der positiven/negativen

Halbachse ist, gilt

FP± = Fχ±(A) = Fχ±(A)F−1F = χ±(FAF−1)F

= χ±(−A)F = P∓F .

Im folgenden sei wieder T1 = −∆ in L2(IR
m) .
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Satz 7.8 Sei g ∈ C∞
0 (0,∞) und c > 0 mit g(s) = 0 für s ≤ c2 . Dann gibt es für jedes n ∈ IN

und jedes ε > 0 eine Konstante C = C(n, ε, g) mit

∥∥∥χ<(2−ε)c|t|e
−itT1g(T1)P±

∥∥∥ ≤ C(1 + |t|)−n für t >< 0 .

(Dies bedeutet tatsächlich: Für jedes f ∈ L2(IR
m) ist g(T1)P±f ein aus– bzw. einlaufender Zu-

stand. Besonders bemerkenswert ist, daß diese Ungleichung nicht nur elementweise, sondern für die

Operatornorm gilt.)

Beweis. Wir zeigen im folgenden, daß für jedes f ∈ S(IRm) mit Ff ∈ C∞
0 (IRm\{0}) und jedes

ℓ ∈ IN gilt

(e−itT1g(T1)P±f)(x) = 〈h±x,t, Ff〉

mit

‖h±x,t‖ ≤ Cℓ,ε,g(1 + |t|)−ℓ für |x| < (2 − ε)c|t| und t

{
> 1 ,

< −1 .

Wählen wir hier ℓ > n+ m
2 , so folgt (mit Vm = Volumen der 1–Kugel in IRm )

∥∥∥χ<(2−ε)c|t|e
−itT1g(T1)P±f

∥∥∥
2

=

∫

|x|<(2−ε)c|t|

∣∣∣〈h±x,t, Ff〉
∣∣∣
2

dx

≤ Vm [(2 − ε)c|t| ]m C2
ℓ,ε,g (1 + |t|)−2ℓ‖Ff‖2

≤ C2 (1 + |t|)−2n ‖f‖2 ;

das ist die Behauptung des Satzes.

Bleibt also die obige Darstellung zu beweisen. Für f mit Ff ∈ C∞
0 (IRm\{0}) gilt

(e−itT1g(T1)P±f)(x) = (2π)−m/2

∫

IRm

ei(xy−ty2)g(y2) (FP±f)(y) dy

= 〈kx,t, FP±f〉 = 〈kx,t, P∓Ff〉 = 〈P∓kx,t, Ff〉

mit

kx,t(y) = (2π)−m/2 e−i(xy−ty2) g(y2) .

Dies ist die behauptete Identität mit

h±x,t := P∓kx,t ,

‖h±x,t‖ = ‖P∓kx,t‖ = ‖MP∓kx,t‖ = ‖χ∓Mkx,t‖ .



7.3 Ein– und auslaufende Zustände; der Enß’sche Zerlegungssatz 115

Es bleibt die gewünschte Abschätzung für ‖h±x,t‖ = ‖χ∓Mkx,t‖ zu beweisen. Dies gelingt einmal

mehr mit Hilfe der Methode der stationären Phase. Wir beschränken uns auf den Fall
”
− “ .

Es sei d so gewählt, daß g(s) = 0 gilt für s ≥ d2 . Dann gilt für λ > 0 und t < −1 :

Mkx,t(λ, ω) = (2π)−(m+1)/2

∫
r−iλ−1+ m

2 e−i(rxω−tr2) g(r2) dr

= C1

∫
exp

{
− i(rxω − tr2 + λ ln r)

}
r

m
2 −1 g(r2) dr

= C1

∫
i
(
xω − 2tr +

λ

r

)
exp

{
...
} r

m
2 −1g(r2)

i(xω − 2tr + λ
r )

dr

= −iC1

∫
exp

{
...
} ∂

∂r

[
r

m
2 −1g(r2)

xω − 2tr + λ
r

]
dr .

Durch (ℓ+ 1)–fache Anwendung dieses Schrittes erhält man

Mkx,t(λ, ω) = (−i)l+1C′
1

∫
exp

{
...
} ∂

∂r

[
1

xω − 2tr + λ
2

∂

∂r

[
...

[
r

m
2 −1 g(r2)

xω − 2tr + λ
r

]
...

]]
dr .

Für t < −1, λ > 0, |x| < (2 − ε)c|t| und r2 ∈ supp g (d. h. c ≤ r ≤ d) gilt

∣∣∣xω − 2tr +
λ

r

∣∣∣ > 2|t|r − |x| + λ

r
>
(
2c− (2 − ε)c

)
|t| + λ

r
> εc|t| + λ

d
.

Damit folgt für |x| < (2 − ε)c|t| die Abschätzung

∣∣∣Mkx,t(λ, ω)
∣∣∣ ≤ C2(1 + |t| + |λ|)−ℓ−1 für t < −1, λ > 0, ω ∈ Sm−1 ,

also, für x < (2 − ε)c|t| und t < −1 ,

∥∥∥h−x,t

∥∥∥ =
{ ∞∫

0

∫

Sm−1

∣∣∣Mkx,t(λ, ω)
∣∣∣
2

dω dλ
}1/2

≤ C3(1 + |t|)−ℓ . 2

Hilfssatz 7.9 Seien Aσ, Bσ und K beschränkte Operatoren im Hilbertraum H . Gilt Aσ
s−→A0

und B∗
σ

s−→B∗
0 für σ−→ 0 und ist K kompakt, so gilt

‖AσKBσ −A0KB0‖−→ 0 für σ−→ 0 .
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Beweis. K kann man darstellen als Produkt von zwei kompakten Operatoren, K = K2K1 : Hat

K die Form

Kx =
∑

n

sn〈en, x〉fn

mit orthonormalen Folgen (en) und (fn) und einer Nullfolge nichtnegativer Zahlen (sn) , so kann

man z. B. wählen

K1x =
∑

n

s1/2
n 〈en, x〉 en , K2x =

∑

n

s1/2
n 〈en, x〉 fn .

Wir zeigen ‖AσK1 −A0K1‖−→ 0 ; entsprechend folgt dann

‖K2Bσ −K2B0‖ = ‖B∗
σK

∗
2 −B∗

0K
∗
2‖−→ 0 ,

und damit die Behauptung wegen AσK1K2Bσ−A0K1K2B0 = (AσK1−A0K1)K2Bσ +A0K1(K2Bσ−
K2B0) .

Nehmen wir an, daß ‖AσK1 − A0K1‖−→ 0 nicht gilt. Dann gibt es ein ε > 0 , eine Nullfolge

(σn) und eine beschränkte Folge (xn) aus H mit

‖(Aσn
K1 −A0K1)xn‖ ≥ ε für alle n .

Da K1 kompakt ist, enthält (xn) eine Teilfolge (xnk
) , für die (K1xnk

) konvergiert. Zusammen

mit Aσnk

s−→A0 für k−→∞ , ergibt sich ein Widerspruch. 2

Satz 7.10 Sei T1 = −∆ , V eine Enß–Störung, T2 := T1 + V, W± := W±(T2, T1) , g und

P± wie in Satz 7.8. Dann ist

(W± − I)g(T1)P± kompakt

Beweis. Wir betrachten hier nur den Fall
”

+ “ . Es gilt

(
eitT2e−itT1 − I

)
g(T1)P+ = i

t∫

0

eisT2V e−isT1g(T1)P+ ds ,

wobei das Integral als Riemann–Integral bezüglich der Operatornorm verstanden werden kann, denn

da V g(T1) = {V (T1 − i)−2} {(T1 − i)2g(T1)} kompakt ist, ist der Integrand nach Hilfssatz 7.9
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normstetig. Da der Integrand für jedes t kompakt ist, ist das Integral kompakt. Es genügt also zu

zeigen, daß das Integral für t−→∞ bezüglich der Operatornorm konvergiert. Es gilt

‖eisT2V e−isT1g(T1)P+‖ = ‖V e−isT1g(T1)P+‖

≤ ‖V (T1 − i)−1‖ ‖χ<(2−ε)c|s|e
−isT1 (T1 − i) g(T1)P+‖

+‖V (T1 − i)−1χ>(2−ε)c|s|‖ ‖(T1 − i) g(T1)P+‖ .

Ist c > 0 so, daß g(s) = 0 gilt für s ≤ c2 , so ist der erste Term nach Satz 7.8 in L1(0,∞) ; der

zweite Term ist in L1(0,∞) , da V eine Enß–Störung ist. 2

Satz 7.11 (Enß’scher Zerlegungssatz) Sei T1 = −∆, V eine Enß–Störung, T2 :=

T1 + V, E2 die Spektralschar von T2, ϕn ∈ L2(IR
m) mit

(i) ‖ϕn‖−→ 1 für n−→∞ ,

(ii) ‖χ<nϕn‖−→ 0 für n−→∞ ,

(iii) ‖
(
E2(b

2) − E2(a
2)
)
ϕn‖−→ 1 für n−→∞ und geeignete a, b mit 0 < a < b .

Ist g ∈ C∞
0 (IR) mit

supp g ⊂
(

1
4 a

2, 4b2
)
.

g(s) = 1 in (a2, b2), 0 ≤ g(s) ≤ 1 für alle s ∈ IR ,

so gelten für

ϕn,in := g(T1)P− ϕn , ϕn,out := g(T1)P+ ϕn

die Aussagen:

‖ϕn,in‖ ≤ ‖ϕn‖ und ‖ϕn,out‖ ≤ ‖ϕn‖ ,

ϕn − (ϕn,in + ϕn,out)−→ 0 für n−→∞ ,

(W− − I)ϕn,in −→ 0 für n−→∞ ,

(W+ − I)ϕn,out −→ 0 für n−→∞ .
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Beweis. Auf Grund der Definition von ϕn,in und ϕn,out gilt offenbar

‖ϕn,in‖ ≤ ‖g(T1)‖ ‖P−‖ ‖ϕn‖ ≤ ‖ϕn‖ , ‖ϕn,out‖ ≤ ‖ϕn‖ ,

ϕn − (ϕn,in + ϕn,out) = ϕn − g(T1)(P+ + P−)ϕn = ϕn − g(T1)ϕn

=
(
I − g(T2)

)
ϕn +

(
g(T2) − g(T1)

)
ϕn .

Wegen (ii) gilt ϕn
w−→ 0 , also

(
g(T2) − g(T1)

)
ϕn −→ 0 ,

da nach Satz 7.4 g(T2) − g(T1) kompakt ist. Außerdem gilt

∥∥∥
(
I − g(T2)

)
ϕn

∥∥∥ ≤
∥∥∥
(
I − (E2(b

2) − E2(a
2))
)
ϕn

∥∥∥−→ 0 .

Damit ist die zweite Behauptung bewiesen. Die letzten beiden Behauptungen folgen mit Hilfe der

Kompaktheit von (W± − I)g(T1)P± (vgl. Satz 7.10 ):

∥∥∥(W+ − I)ϕn,out

∥∥∥ =
∥∥∥(W+ − I)g(T1)P+ϕn

∥∥∥ −→ 0 ,

∥∥∥(W− − I)ϕn,in

∥∥∥ =
∥∥∥(W− − I)g(T1)P−ϕn

∥∥∥ −→ 0 . 2

7.4 Fortsetzung des Beweises des Satzes von Enß

Von allen Aussagen des Satzes 7.1 haben wir bisher lediglich die Existenz der Wellenoperatoren

W± = W±(T2, T1) bewiesen (vgl. Abschnitt 7.1). Als nächstes beweisen wir die Vollständigkeit der

Wellenoperatoren, womit dann Teil a) von Satz 7.1 vollständig bewiesen ist:

Wir beweisen die Vollständigkeit von W+ . Nehmen wir an, daß W+ nicht vollständig ist,

d. h. R(W+) ist ein T2 reduzierender echter Teilraum von Hac(T2) , Hac(T2) ∩ R(W+)⊥ 6= {0} .

Dann gibt es a, b mit 0 < a < b <∞ und ein

ψ ∈ R
(
E2(b

2) − E2(a
2)
)
∩Hac(T2) ∩R(W+)⊥ mit ‖ψ‖ = 1 .

Nach Satz 2.10 a gilt für jedes Kompaktum K in IRm

∫

K

∣∣∣e−itT2ψ(x)
∣∣∣
2

dx−→ 0 für |t| −→∞ .
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Also gibt es eine Folge (τn) mit τn −→+∞ und

‖χ<nϕn‖−→ 0 für ϕn := e−iτnT2ψ

(man kann z. B. τn ≥ n so wählen, daß
∥∥χ<ne

−iτnT2ψ
∥∥ <

1

n
gilt). Diese ϕn erfüllen die

Voraussetzungen des Zerlegungssatzes. Definieren wir wie in Satz 7.11 mit g ∈ C∞
0 (0,∞), supp g ⊂

(1
4a

2, 4b2) die Funktionen ϕn,in und ϕn,out durch

ϕn,in := g(T1)P−ϕn, ϕn,out := g(T1)P+ϕn ,

so gilt also

‖ϕn,in‖ ≤ 1 , ‖ϕn,out‖ ≤ 1 ,

ϕn − ϕn,in − ϕn,out −→ 0 für n−→∞ ,

ϕn −W−ϕn,in −W+ϕn,out

= −(W− − I)ϕn,in − (W+ − I)ϕn,out − (ϕn,in + ϕn,out − ϕn)

−→ 0 für n−→∞ .

Weiter folgt

〈ϕn,W+ϕn,out〉 = 0, da ϕn = e−iτnT2ψ ∈ R(W+)⊥ ,

|〈ϕn,W−ϕn,in〉| = |〈ψ, eiτnT2W−ϕn,in〉|

= |〈ψ,W−e
iτnT1ϕn,in〉| = |〈W ∗

−ψ, e
iτnT1ϕn,in〉|

≤ ‖χ>ac|τn|W
∗
−ψ‖︸ ︷︷ ︸

→ 0

‖ϕn,in‖︸ ︷︷ ︸
≤ 1

+ ‖ψ‖ ‖χ<ac|τn|e
−i(−τn)T1g(T1)P−ϕn‖︸ ︷︷ ︸

→ 0 (Satz 7.8)

−→ 0 für n−→∞ .

Damit folgt

‖ψ‖2 = ‖ϕn‖2 = lim
n→∞

〈
ϕn,W−ϕn,in +W+ϕn,out

〉
= 0 .

Das ist ein Widerspruch zu ‖ψ‖ = 1 .

Entsprechend zeigt man die Vollständigkeit von W− : Man muß jetzt (τn) mit τn −→−∞
wählen; im letzten Teil des Beweises wechseln W+ und W− im wesentlichen ihre Rollen.
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Ebenso, wie hier die Vollständigkeit (R(W±) = Hac(T2) ) gezeigt wurde, kann auch R(W±) =

Hc(T2) gezeigt werden, wenn man Satz 2.10 b (RAGE–Theorem) statt Satz 2.10 a verwendet. Wir

beweisen diese Aussage im folgenden Beweisteil auf etwas anderem Wege.

Beweis der Aussagen b) und c) von Satz 7.1. Da sich (eventuell vorhandene) negative

Eigenwerte nur bei 0 häufen können, folgen beide Aussagen aus

dim
{
R
(
E2(b

2) − E2(a
2)
)
∩Hs(T2)

}
<∞ für 0 < a < b <∞ .

Nehmen wir an, daß dies nicht gilt. Dann gibt es a, b mit 0 < a < b < ∞ und eine orthonormale

Folge (fk) aus L := R
(
E2(b

2)−E2(a
2)
)
∩Hs(T2) . Da T2 auf L beschränkt ist (

∥∥∥T2

∣∣∣
L

∥∥∥ ≤ b2 ) ,

gilt dann auch T2fk
w−→ 0 . Da χ<n für jedes n T2–kompakt ist, folgt χ<nfk −→ 0 für k−→∞

und festes n . Also gibt es eine Folge (k(n)) mit k(n+ 1) > k(n) und

χ<nfk(n) −→ 0 für n−→∞ .

Die Folge ϕn := fk(n) erfüllt also die Voraussetzungen des Zerlegungssatzes. Für die entsprechenden

ϕn,in und ϕn,out erhält man also wie im Beweis von Teil a)

ϕn −W−ϕn,in −W+ϕn,out −→ 0 für n−→∞ .

Wegen ϕn ∈ Hs(T2) = Hac(T2)
⊥ und

W−ϕn,in +W+ϕn,out ∈ Hac(T2)

folgt hieraus ϕn −→ 0 , im Widerspruch zur Konstruktion von ϕn . 2

7.5 Anhang zu 7: Der Satz von Stone–Weierstraß

Beweise des Satzes von Stone–Weierstraß und des folgenden Korollars finden sich in Abschnitt 11 des

Skriptes
”
Einführung in die Funktionalanalysis und die Lebesgue’sche Integrationstheorie“.

Satz 7.12 (Stone–Weierstraß) Sei X ein kompakter Hausdorff–Raum, C(X) der Raum

der stetigen komplexwertigen Funktionen auf X , ausgestattet mit der Supremumsnorm ‖ · ‖∞ . Sei

F eine Teilmenge von C(X) mit den Eigenschaften

(i) F enthält eine konstante Funktion ungleich 0 (z. B. die Funktion 1 ),
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(ii) F trennt die Punkte von X , d. h. zu x1, x2 ∈ X mit x1 6= x2 gibt es ein f ∈ F mit

f(x1) 6= f(x2) ,

(iii) mit jedem f ∈ F liegt auch f ( f(x) := f(x) ) in F (auf diese Eigenschaft kann natürlich

verzichtet werden, wenn C(X) den Raum der stetigen reellwertigen Funktionen bezeichnet).

Dann ist die von F erzeugte Algebra dicht in C(X) .

Korollar 7.13 a) Sei C∗(IR) der Raum der stetigen Funktionen auf IR mit lim
x→−∞

f(x) =

lim
x→∞

f(x) (endlich), z ∈ C\IR . Dann ist die Menge der Polynome in (x−z)−1 und (x−z)−1

dicht in C∗(IR) ; das gleiche gilt für (x− z)−2 und (x− z)−2 , aber nicht für (x− z)−n und

(x− z)−n mit n ≥ 3 .

b) Ist C∗([µ,∞)) der Raum der auf [µ,∞) stetigen Funktionen, für die lim
x→∞

f(x) existiert,

und z ∈ (−∞, µ) , so ist die Menge der Polynome in (x− z)−n dicht in C∗([µ,∞)) für jedes

n ∈ IN .
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8 Prinzipien der Mehrkanalstreuung

8.1 Das Kanalkonzept

Unsere bisherigen Überlegungen zur Streutheorie gingen von folgender Vorstellung aus: Ein System

wird durch den Schrödingeroperator T (bisher T2 ) beschrieben. Die Streuzustände des Systems

verhalten sich für t−→±∞ wie geeignete Zustände eines (
”
freien“ ) Systems, das durch einen

(meistens wesentlich einfacheren) Schrödingeroperator T0 (bisher T1 ) beschrieben wird.

Nun ist es aber keineswegs zwingend, daß es nur einen Typ asymptotischen Verhaltens gibt.

Tatsächlich können sich während des Streuprozesses sogar die Zahl und die Art der beteiligten Teilchen

ändern.

Seien im folgenden Tj (j ∈ I , beliebige Indexmenge) selbstadjungierte Operatoren in Hilber-

träumen Hj (da im folgenden stets klar sein wird, aus welchem Raum die Elemente sind, verzichten

wir auf eine besondere Bezeichnung der Normen in Hj ),

Uj : Hj −→H Tj–asymptotisch isometrisch ,

d. h. es gilt

lim
|t|→∞

‖Uje
−itTjx‖ = ‖x‖ für alle x ∈ Hj

(Uj identifiziert Hj mit einem Teilraum von H ; diese Einbettung soll für jedes x ∈ H auf

e−itTjx
”
im wesentlichen“ isometrisch wirken). Die Uj werden als Identifizierungsoperatoren

bezeichnet.

Man definiert (falls der Limes existiert)

Wj,± = W±(T, Uj , Tj) = s-lim
t→±∞

eitTUje
−itTj .

Dies ist dann jedenfalls ein isometrischer Operator von Hj in H .

Natürlich sollte (im Sinne einer grundlegenden Forderung an die Streutheorie) gelten:

Der Typ des asymptotischen Verhaltens (d. h. oben z. B. der Index j ) für t−→+∞ bzw.

für t−→−∞ ist eine Observable des Systems.
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Wenn ein bestimmtes asymptotisches Verhalten für t−→+∞ (bzw. für t−→−∞) vorliegt, kann also

für t−→+∞ (bzw. für t−→−∞ ) nicht gleichzeitig ein anderes vorliegen. Das bedeutet insbesondere,

wenn zwei Zustände für t−→+∞ (bzw. für t−→−∞ ) verschiedenes asymptotisches Verhalten

haben, liegen sie in den Eigenräumen zu verschiedenen Eigenwerten eines geeigneten selbstadjungierten

Operators, sind also orthogonal; somit sollte gelten

R(Wj,+) ⊥ R(Wk,+) und R(Wj,−) ⊥ R(Wk,−) für j 6= k

(i. allg. kann aber nicht R(Wj,+) ⊥ R(Wk,−) erwartet werden). Dies ist eine Forderung an die

Definition der Operatoren Tj (die aber durch diese Forderung i. allg. nicht eindeutig bestimmt sind).

Die Räume Hj werden als Kanäle (oder auch Kanalräume), die Tj als die Kanal–

Operatoren (Channel Hamiltonians), Wj,± als die Kanal–Wellenoperatoren bezeichnet.

Die obige Orthogonalitätsrelation bezeichnet man kurz als die Orthogonalität der Kanäle.

Aus Sicht der Streutheorie wird man erwarten, daß durch Uje
−itTjxj (bzw. durch die sich für

t−→±∞ asymptotisch genauso verhaltenden Zustände e−itT yj,± mit yj,± = Wj,±xj ) die Streu-

zustände des Sytems beschrieben werden. Demgemäß sagt man, daß die oben beschriebene Familie

von Wellenoperatoren {Wj,± : j ∈ I} asymptotisch vollständig ist, wenn gilt

H = Hp(T ) ⊕
(⊕

j

R(Wj,±)
)

(für + und − getrennt) ,

bzw. vollständig , wenn wenigstens gilt

Hac(T ) =
⊕

j

R(Wj,±) .

Die oben geforderte Orthogonalität der Kanäle bedeutet u. a., daß man nicht zu viele bzw.

zu große Kanäle wählen darf. Die Vollständigkeit bedeutet andererseits, daß man hinreichend

viele bzw. hinreichend große Kanäle wählen muß.

In Analogie zur Definition bei
”
einfachen“ Streusystemen, wie wir sie bisher betrachtet haben

(das sind nach J. M. Jauch solche, die durch einen Kanal allein beschrieben werden, Ein–Kanal–

Streuung), sagt man auch hier, daß die Wellenoperatoren {Wj,± : j ∈ I} schwach (asymptotisch)

vollständig sind, wenn lediglich gilt

⊕

j

R(Wj,+) =
⊕

j

R(Wj,−) .
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Natürlich gilt wieder die intertwining Eigenschaft

TWj,± = Wj,±Tj

und

W ∗
j,±Wj,± = IHj

, Wj,±W
∗
j,± = PR(Wj,±) ,

also

T
∣∣∣
⊕R(Wj,±)

∼=
⊕

j

Tj ,

und im Fall der asymptotischen Vollständigkeit, bzw. der Vollständigkeit, bzw. der schwachen

Vollständigkeit

⊕

j

Tj
∼= T

∣∣∣
Hp(T )⊥

bzw. T
∣∣∣
Hac(T )

bzw. T
∣∣∣⊕

j

R(Wj,±)
.

Ist die Familie von Wellenoperatoren {Wj,± : j ∈ I} wenigstens schwach vollständig, so definiert

man den Streuoperator

S :
⊕

j

Hj −→
⊕

j

Hj

durch

(Sf)j =
∑

k

W ∗
j,+Wk,−fk =

∑

k

Sjkfk für f = (fk) ∈
⊕

k

Hk

mit Sjk := W ∗
j,+Wk,− . Wegen

⊕
j R(Wj,+) =

⊕
j R(Wj,−) (schwache Vollständigkeit) ist dieser

Streuoperator offensichtlich unitär.

Formal kann man (falls die R(Uj) paarweise orthogonal sind) leicht auf die Mehr–Kanal–

Schreibweise verzichten, indem man definiert

H0 :=
⊕
j

Hj , T0 :=
⊕
j

Tj ,

U0 : H0 −→H , U0f =
∑
j

Ujfj ,

W± := s-lim
t→±∞

eitTU0e
−itT0 ,

S = W ∗
+W− .
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Offensichtlich ist

W± =
⊕

j

Wj,±(T, Uj, Tj) und Wj,± = W±
∣∣∣
Hj

.

Deshalb sind diese W± genau dann asymptotisch vollständig / vollständig / schwach vollständig,

wenn dies für die Familie von Kanalwellenoperatoren {Wj,± : j ∈ I} gilt; die Orthogonalität der

Kanäle ergibt sich sofort aus der Isometrie von W± . — Diese Schreibweise trägt sicher nicht zum

Verständnis der Mehr–Kanal–Streuung bei, sondern eher zur Verschleierung. (In dieser Form handelt

es sich um das, was man als
”
Streutheorie zwischen zwei Hilberträumen“ bezeichnet; dies ist allerdings

nur für den Fall, daß der Identifizierungsoperator U0 nicht unitär ist, etwas wirklich Neues.)

Wir fassen zusammen: Die Grundprobleme der Mehr–Kanal–Streuung sind: Das Auf-

finden der Kanäle (d. h. der Kanaloperatoren Tj in geeigneten Kanalräumen Hj ), die die Arten

möglichen asymptotischen Verhaltens beschreiben, und der zugehörigen Identifizierungsoperatoren Uj

so, daß

(i) die Kanal–Wellenoperatoren Wj,± = s-lim
t→±∞

eitTUje
−itTj existieren,

(ii) die Kanäle orthogonal sind,

(iii) die Familie von Wellenoperatoren {Wj,± : j ∈ I} (schwach) vollständig ist.

Im nächsten Abschnitt konkretisieren wir das bis hierher beschriebene Konzept an einem besonders

einfachen (wenn auch physikalisch nicht relevanten) Beispiel. Im folgenden Paragraphen werden wir

uns dann mit dem eigentlichen Gegenstand der Mehr–Kanal–Streuung befassen, der Streuung in Mehr–

Teilchen–Systemen.

8.2 Ein eindimensionales 2–Kanal–System

Wir verallgemeinern hier das in 6 studierte Problem. Es sei T der in L2(IR) definierte Operator

Tf = −f ′′ + qf

mit q : IR−→ IR z. B. stetig und

q(x) =

{
q1 für x ≤ −a ,

q2 für x > a ,
o. E. q1 ≤ q2 .

T entsteht also aus dem Operator −∆ = − d2

dx2
durch Störung mit dem beschränkten Operator der

Multiplikation mit q ; also ist T selbstadjungiert auf D(T ) = D(−∆) .
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Mit Rechnungen, die denen von 6 weitgehend entsprechen (und die auf etwas andere Weise in

J. Weidmann:
”
Spectral Theory of Ordinary Differential Operators“ , LN 1258, 17.C explizit durch-

geführt sind), kann man zeigen, daß der stetige Teil von T , d. h. T unter Vernachlässigung der

evtl. vorhandenen endlich vielen Eigenwerte < q1 , eine Spektraldarstellung F der folgenden Form

besitzt4:

F : R
(
E((q1,∞))

)
−→L2

(
q1,∞;

dλ

4π
√
λ− q1

)
⊕ L2

(
q2,∞;

dλ

4π
√
λ− q2

)
,

(Ff) (λ) = l.i.m.
N→∞




N∫
−N

u1(x, λ) f(x) dx

N∫
−N

u2(x, λ) f(x) dx


 ,

(F−1g) (x) = l.i.m.
N→∞





N∫

q1

u1(x, λ) g1(λ)
dλ

4π
√
λ− q1

+

N∫

q2

u2(x, λ) g2(λ)
dλ

4π
√
λ− q2



 .

Dabei sind die uj(· , λ) für λ > q1 bzw. λ > q2 Lösungen der Differentialgleichung −u′′ + qu = λu

mit

u1(x, λ) =





exp
(
i
√
λ− q1 x

)
+ ̺1(λ) exp

(
− i

√
λ− q1 x

)
für x < −a ,

τ1(λ) exp
(
i
√
λ− q2 x

)
für x > a ,

u2(x, λ) =






τ2(λ) exp
(
− i

√
λ− q1 x

)
für x < −a ,

exp
(
− i

√
λ− q2 x

)
+ ̺2(λ) exp

(
i
√
λ− q2 x

)
für x > a ,

und

Im
√
z > 0 für z ∈ C\[0,∞) ,

√
z > 0 für z > 0 ;

offenbar gilt

4Da die Lösungen von (τ − q1)u = 0 nur endlich viele Nullstellen haben, folgt aus der Oszillationstheorie, daß nur
endlich viele Eigenwerte < q1 existieren; da für λ ≥ q1 offenbar keine Lösung von (τ −λ)u = 0 in L2(−∞, 0) liegt,

hat T keine Eigenwerte in [q1,∞) .
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u1(· , z) ∈ L2(c,∞) für z ∈ C\[q2,∞) ,

u2(· , z) ∈ L2(−∞, c) für z ∈ C\[q1,∞) .

Betrachtet man
”
Wellenpakete“

ψj(x, t) = e−itTψj(x) =

∞∫

qj

uj(x, λ) e
−itλ g(λ)

dλ

4π
√
λ− qj

,

ψj(x) =

∞∫

qj

uj(x, λ) g(λ)
dλ

4π
√
λ− qj

mit g ∈ C∞
0 (qj ,∞) , so erkennt man nach Einsetzen der expliziten Ausdrücke für uj(·, ·) (wieder

wie in 6), daß der Term mit exp(i
√
λ− q1x) eine von −∞ kommende Welle beschreibt, die in

eine reflektierte Welle der Intensität |̺1(λ)|2 und eine transmittierte Welle der Intensität |τ1(λ)|2

aufgespalten wird. Dabei ist letztere nur für λ > q2 tatsächlich eine Welle, die nach +∞ läuft;

für λ < q2 klingt die Wellenfunktion rechts von a exponentiell ab. Analog beschreibt der Term

mit exp(−i√λ− q2 x) eine Welle, die von +∞ kommt und in eine reflektierte Welle der Intensität

|̺2(λ)|2 und eine transmittierte Welle der Intensität |τ2(λ)|2 aufgespalten wird; wegen q2 ≥ q1

trifft dies nun für alle λ > q2 zu.

Dabei ist bemerkenswert, daß hier die transmittierte Welle eine andere Frequenz aufweist als die

ankommende Welle. Man hat für x−→+∞ und x−→−∞ verschiedenes asymptotisches Verhalten.

Deshalb ist es vernünftig, wenn man dieses System im Rahmen der Streutheorie beschreiben will, dies

im Rahmen der Zwei–Kanal–Streuung, also mit zwei verschiedenen Hamiltonoperatoren zu tun, z. B.

durch die selbstadjungierten Operatoren

T1 = − d2

dx2
+ q1 in L2(−∞, 0) ,

T2 = − d2

dx2
+ q2 in L2(0,∞) ,

jeweils mit f(0) = 0

(statt 0 könnte hier jeder beliebige endliche Randpunkt gewählt werden). Durch die angegebene

Randbedingung erhält man selbstadjungierte Operatoren mit

D(T1) =
{
f ∈ L2(−∞, 0) : f, f ′ abs. stetig, f(0) = 0, f ′′ ∈ L2(−∞, 0)

}
,

D(T2) =
{
f ∈ L2(0,∞) : f, f ′ abs. stetig, f(0) = 0, f ′′ ∈ L2(0,∞)

}
.

Die gewählte Randbedingung hat natürlich Einfluß auf die im folgenden berechneten
”
Streugrößen“: Die Transmissions–

und Reflexionskoeffizienten werden verschiedene Phasen haben, da die verwendeten verallgemeinerten Eigenfunktionen
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andere Phasen haben. An den Beträgen dieser Koeffizienten kann sich nichts ändern. — Die Wahl des Randpunktes 0

ist ebenfalls willkürlich; man könnte o.w. T1 in L2(−∞, c1) und T2 in L2(c2,∞) betrachten.

Für diese Operatoren findet man auf entsprechende Weise (oder unter Verwendung der allgemeinen

Spektraltheorie für Sturm–Liouville–Operatoren) die Spektraldarstellungen

F1 : L2(−∞, 0)−→L2

(
q1,∞;

dλ

4π
√
λ− q1

)
,

(F1f) (λ) = l.i.m.
N→∞

0∫

−N

sin
(√

λ− q1 x
)
f(x) dx ,

(F−1
1 g) (x) = l.i.m.

N→∞

N∫

q1

sin
(√

λ− q1 x
)
g(λ)

dλ

4π
√
λ− q1

,

F2 : L2(0,∞)−→L2

(
q2,∞;

dλ

4π
√
λ− q2

)
,

(F2f) (λ) = l.i.m.
N→∞

N∫

0

sin
(√

λ− q2 x
)
f(x) dx ,

(F−1
2 g) (x) = l.i.m.

N→∞

N∫

q2

sin
(√

λ− q2 x
)
g(λ)

dλ

4π
√
λ− q2

.

Zerlegt man hier

sin
(√

λ− qj x
)

=
1

2i

(
exp

(
i
√
λ− qj x

)
− exp

(
− i
√
λ− qj x

))
,

so erkennt man, wieder mit den Überlegungen aus Abschnitt 6, daß die Welle

F−1
j (e−it idg)(x) =

∫
sin
(√

λ− qj x
)
e−itλ g(λ)

dλ

4π
√
λ− qj

für j = 1 : von −∞ kommt und nach −∞ wegläuft ,

für j = 2 : von + ∞ kommt und nach + ∞ wegläuft .

Dabei findet die Reflexion bei 0 in der Weise statt, daß sich die auslaufende Welle bis auf das

Vorzeichen von x genau so verhält, wie sich eine frei durchlaufende Welle verhalten würde (Spie-

gelung an der y–Achse). Das liegt an der Wahl der Randbedingung für Tj ; wählt man statt der

Dirichlet–Randbedingung andere Randbedingungen, so erhält man ein anderes
”
Reflexionsverhalten“

(Phasenverschiebung). (Für den Beweis dieses Verhaltens der Welle beachtet man, daß der Term
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exp{−i
√
λ− qj x} auf der einen Halbachse aus dem Term exp{i

√
λ− qj x} auf der anderen Halb-

achse durch Spiegelung an der y–Achse hervorgeht.)

Für die Identifizierungsoperatoren U1, U2 ist es naheliegend, die Einbettungen

U1 : L2(−∞, 0)−→L2(IR) , U2 : L2(0,∞)−→L2(IR) zu verwenden, die offensichtlich isometrisch

sind. Außerdem ist hier R(U1) ⊥ R(U2) und R(U1) ⊕R(U2) = H .

Zunächst ist es leicht zu sehen, daß mit diesen Kanal–Operatoren T1, T2 und Identifizierungsope-

ratoren U1, U2 die Kanal–Wellenoperatoren existieren, die Kanäle orthogonal sind und die Wellen-

operatoren W1,± und W2,± vollständig sind (so daß also auch der Streuoperator existiert und unitär

ist): Auf Grund der Wahl von U1 und U2 können wir T0 := T1⊕T2 (genauer: = U1T1U
∗
1 +U2T2U

∗
2 )

als selbstadjungierten Operator in L2(IR) auffassen; F0 := F1⊕F2 ist eine Spektraldarstellung von

T0 . Wählen wir nun noch den (
”
intermediate“) Operator T̃ in L2(IR) mit

D(T̃ ) = D(T ) T̃ f = −f ′′ + q̃f , q̃(x) =

{
q1 für x < 0

q2 für x ≥ 0 ,

so gilt (im 1. Fall vergleiche man die im Beweis von Satz 5.13 [Satz von Kuroda] benutzte Technik,

im zweiten Fall folgt dies daraus, daß T̃ und T0 selbstadjungierte Fortsetzungen des gleichen

symmetrischen Operators T00 mit D(T00) = {f ∈ D(T ) : f(0) = f ′(0) = 0} sind, der offenbar

Defekt (2, 2) hat)

(T − i)−1 − (T̃ − i)−1 ∈ B1(L2(IR)) ,

(T̃ − i)−1 − (T0 − i)−1 ist höchstens 2–dimensional .

Also ist

(T − i)−1 − (T0 − i)−1 ∈ B1(L2(IR)) ,

und somit existieren nach Satz 5.12 (Kuroda–Birman) die Wellenoperatoren W±(T, T0) und sind

vollständig.

Hiermit sind offensichtlich die Existenz, die Isometrie, die Orthogonalität und die

Vollständigkeit der Kanalwellenoperatoren Wj,± bewiesen (vgl. Schluß von Abschnitt

8.1).

Wir wollen nun noch, ähnlich wie in 6, die Koeffizienten ̺j(·) und τj(·) interpretieren.
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Es gilt für alle t ∈ IR

FW±(T, U0, T0)F−1
0 e−it id = FW±(T, U0, T0)e

−itT0F−1
0

= Fe−itTW±(T, U0, T0)F−1
0 = e−it idFW±(T, U0, T0)F−1

0 ,

d. h. FW±(T, U0, T0)F−1
0 ist mit e−it id für alle t vertauschbar, also auch mit Mid , und somit

ist nach Satz 3.13

FW±(T, U0, T0)F−1
0 = Multiplikationsoperator mit

2 × 2–matrixwertiger Funktion w±(λ) ;

genauer: in (q1, q2) ist w±(λ) eine 1 × 1–matrixwertige Funktion, d. h. w±(λ) =
(∗ 0
0 0

)
.

Mit der gleichen Methode wie in 6 findet man

w−(λ) =






1 für λ ∈ (q1, q2) ,
(

1 0

0 1

)
für λ ∈ (q1,∞)

und

w+(λ)−1 =






̺1(λ) für λ ∈ (q1, q2) ,
(
̺1(λ) τ2(λ)

τ1(λ) ̺2(λ)

)
für λ ∈ (q2,∞) .

Wir erinnern ganz kurz daran, wie man das beweist:

Für jedes f ∈ L2(−∞, 0) ⊕ L2(0,∞) gilt mit U0 = U1 ⊕ U2 und F0 = F1 ⊕F2

FW±(T, U0, T0)f =
(
FW±(T, U0, T0)F−1

0

)
F0f = w±(·)

(F1f1
F2f2

)
,

0 = lim
t→±∞

∥∥∥W±f − eitTU0e
−itT0f

∥∥∥

= lim
t→±∞

∥∥∥F−1e−it idF
(
W±f − eitTU0e

−itT0f
)∥∥∥

= lim
t→±∞

∥∥∥F−1e−it idFW±f − U0F−1
0 e−it idF0f

∥∥∥ .

Diese letzte Beziehung wird explizit als Integral mit allen
”
Fouriertransformationen“ ausgeschrieben.

In den Bereichen x < −a und x > a sind dabei alle Terme explizit bekannt.

Schaut man sich z. B. das Integral über (−∞,−a) an, so können dort die nach rechts laufenden

Wellen für den Limes t−→+∞ gestrichen werden (die nach links laufenden Wellen für den Limes
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t−→−∞ ). Die Tatsache, daß die jeweils verbleibenden Terme gegen 0 gehen für t−→+∞ bzw.

t−→−∞ , liefert die gewünschten Beziehungen. (Für Details vgl. man 6.1.)

Ist S der Streuoperator, so ist also F0SF−1 der durch die Matrix–Funktion

Ŝ(λ) = w+(λ)−1w−(λ) = w+(λ)∗

erzeugte Multiplikationsoperator in

L2

(
q1,∞;

dλ

4π
√
λ− q1

)
⊕ L2

(
q2,∞;

dλ

4π
√
λ− q2

)
.

Dieser Operator ist unitär. Deshalb ist notwendigerweise

|̺1(λ)| = 1 für λ ∈ (q1, q2) ,

und für λ ∈ (q2, ∞) ist





(
4π

√
λ− q1

)−1/2

0

0
(
4π

√
λ− q2

)−1/2




(
̺1(λ) τ2(λ)

τ1(λ) ̺2(λ)

)
×

×




(
4π

√
λ− q1

)−1/2

0

0
(
4π

√
λ− q2

)−1/2




−1

unitär, d. h. es gilt

|̺1(λ)|2(λ− q1)
−1/2 + |τ1(λ)|2(λ − q2)

−1/2 = (λ− q1)
−1/2 ,

|τ2(λ)|2(λ − q1)
−1/2 + |̺2(λ)|2(λ − q2)

−1/2 = (λ− q2)
−1/2 ,

̺1(λ)τ2(λ)(λ − q2) + τ1(λ)̺2(λ)(λ − q1) = 0 ;

die ersten beiden Gleichungen beschreiben in diesem Fall gerade die Energieerhaltung der Welle.

8.3 Noch etwas zur Streutheorie mit zwei Hilberträumen

Seien H1 und H2 Hilberträume, T1 und T2 selbstadjungierte Operatoren in H1 bzw. H2 , J

ein beschränkter Operator von H1 in H2 . Man definiert dann, falls die Grenzwerte existieren,

W±(T2, J, T1) := s-lim
t→±∞

eitT2J e−itT1P1,ac .
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Man erkennt, völlig analog wie bei gewöhnlichen Wellenoperatoren, daß die
”
intertwining Eigen-

schaft“ gilt,

T2W±(T2, J, T1) = W±(T2, J, T1)T1P1,ac .

Ist J isometrisch, oder zumindest auf Hac(T1) T1–asymptotisch isometrisch, so ist W±(T2, J, T1)

isometrisch und somit unitär als Abbildung von Hac(T1) auf R(W±(T2, J, T1)) , d. h.

T1|Hac(T1) und T2|R(W±(T2,J,T1)) sind unitär äquivalent.

Letztere Aussage gilt aber viel allgemeiner:

Satz 8.1 Seien T1 und T2 selbstadjungiert in H1 bzw. H2 , J ein beschränkter Operator von

H1 in H2 . Existiert W±(T2, J, T1) , so sind

T1

∣∣∣
N(W±(T2,J,T1))⊥

und T2

∣∣∣
R(W±(T2,J,T1))

unitär äquivalent.

Beweis. Wir benutzen die polare Zerlegung von W± = W±(T2, J, T1) , (vgl. Mathematische

Methoden der Quantenmechanik II, Satz 11.19, S. 20)

W± = V±|W±|

mit |W±| = (W ∗
±W±)1/2 und einer partiell isometrischen Abbildung V± mit Anfangsmenge

R(|W±|) = N(|W±|)⊥ = N(W±)⊥ und Endmenge R(W±) . Aus der intertwining Eigenschaft folgt

für jedes s ∈ IR

W ∗
±e

−isT2 = (eisT2W±)∗ = (W±eisT1)∗ = e−isT1W ∗
± ,

W ∗
±W±e−isT1 = W ∗

±e
−isT2W± = e−isT1W ∗

±W± .

Mit W ∗
±W± ist dann aber auch jede Funktion von W ∗

±W± , also z. B. die Quadratwurzel |W±| , mit

e−isT1 vertauschbar. Damit folgt

(e−isT2V±)|W±| = e−isT2(V±|W±|) = e−isT2W±

= W±e
−isT1 = V±|W±|e−isT1

= (V±e
−isT1)|W±| ,



134 8. PRINZIPIEN DER MEHRKANALSTREUUNG

d. h. auf R(|W±|) = N(W±)⊥ gilt

e−isT2V± = V±e
−isT1 .

Wegen R(V±) = R(W±) ist also

e−isT2PR(W±) = e−isT2V±V
∗
± = V±e

−isT1V ∗
± ;

das ist die Behauptung, wobei die unitäre Äquivalenz durch V± vermittelt wird. 2

Offenbar wurde tatsächlich sogar bewiesen: Sind T1, T2 selbstadjungiert und A beschränkt mit

eisT2A = AeisT1 für alle s ∈ IR , so sind

T1|N(A)⊥ und T2|R(A)
unitär äquivalent.

Dabei wird die unitäre Äquivalenz vermittelt durch den partiell isometrischen Operator V in der

polaren Zerlegung A = V |A| .
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9 N–Teilchen–Streuung; Existenz der Wellenoperatoren

Der Schrödingeroperator eines N–Teilchen–Systems ohne äußeres Feld im IRm (wobei natürlich

insbesondere m = 3 interessiert) hat, abgesehen von aus mathematischer Sicht uninteressanten

Konstanten, die Gestalt

T = −
N∑

j=1

1

2mj
∆j +

∑

i<j

Vij(xi − xj)

mit

x = (x1, . . . , xN ) ∈ (IRm)N = IRNm, xj ∈ IRm .

Dieser Operator operiert in L2(IR
Nm) .

Ist zusätzlich ein äußeres Feld vorhanden, so kommt noch eine Summe
∑N

j=1 Vj(xj) dazu (wo-

bei die Vj durchaus auch Differentialoperatoren sein könnten, z. B. wenn ein äußeres Magnetfeld

vorhanden ist).

Wir nehmen zunächst an, daß kein äußeres Feld da ist. Dann allerdings interessiert man sich nicht

für den vollen Operator T , da er auch die freie Bewegung des Schwerpunkts des Sytems enthält. Statt

dessen betrachtet man den
”
internen Operator“ , der das interne Verhalten des Systems beschreibt.

Dazu muß man geeignete Koordinatensysteme einführen.

9.1 Jacobi–Koordinaten und Cluster–Jacobi–Koordinaten.

Etwas ausführlicher dargestellt wurden die folgenden Überlegungen in 14 des Skripts
”
Mathematische

Methoden der Quantenmechanik II“ .

Die Definition der sogenannten
”
Jacobi–Koordinaten“ versteht man am leichtesten, wenn man sie

sukzessive einführt. Denken wir uns also zunächst ein System, das nur aus zwei Teilchen der Massen

m1 und m2 besteht, die mit einem Potential V (x1 − x2) = V12(x1 − x2) wechselwirken. Der

entsprechende Schrödingeroperator ist also

T2 = − 1

2m1
∆1 −

1

2m2
∆2 + V (x1 − x2) in L2(IR

2m) .

Dabei stehen x1 und x2 für die IRm–Koordinaten des ersten bzw. zweiten Teilchens, ∆1 und ∆2

für die Laplace–Differentialausdrücke bezüglich dieser Variablen. Definieren wir nun die Hilfsgrößen

Gesamtmasse M2 := m1 +m2 ,

reduzierte Masse µ1 :=
m1m2

M2
=

m1m2

m1 +m2
,
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und die neuen Koordinaten

relative Koordinate y1 := x1 − x2 ,

Schwerpunktskoordinate Y2 :=
m1x1 +m2x2

M2
=

m1x1 +m2x2

m1 +m2
.

Wir betrachten also die Koordinatentransformation

x 7→ y = σx = σ2(x) mit y =

(
y1
Y2

)
,

also

σ = σ2 =

(
1 −1

m1

M2

m2

M2

)
.

Durch Subtraktion des
m1

M2
–fachen der ersten Zeile von der zweiten Zeile und unter Beachtung der

Tatsache, daß die Einträge dieser Matrix entsprechende Vielfache der m ×m–Einheitsmatrix sind,

erhält man hieraus

|σ| = detσ = det

(
1 −1

m1

M2
− m1

M2

m2

M2
+
m1

M2

)
= det

(
1 −1

0 1

)
= 1 .

Also ist die Transformation

U2 : L2(IR
2m)−→L2(IR

2m) , (U2f)(y) = f(σ−1y)

unitär, und es gilt

(U∗
2 g)(x) = (U−1

2 g)(x) = g(σx) .

Satz 9.1 (2 Teilchen) Mit obigen Bezeichnungen gilt

U2T2U
∗
2 = − 1

2M2
∆2 +

{
− 1

2µ1
∆1 + V (y1)

}

=: − 1

2M2
∆2 + T2,int ,

d. h. U2T2U
∗
2 ist Summe zweier Operatoren, wovon der eine nur auf Y2 (die Schwerpunktsko-

ordinate) und der andere nur auf y1 (die relative Koordinate) wirkt. Der in geschweiften Klam-

mern stehende Operator T2,int wird als interner Operator bezeichnet; er hat die Gestalt eines

Ein–Teilchen–Operators im externen Feld. (Man erkennt daran insbesondere, daß das interne Zwei–

Teilchen–Problem genau dem Problem eines Teilchens im äußeren Feld entspricht, die Streuung zweier

Teilchen also genau der Streuung eines Teilchens an einem äußeren Feld.)
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Der Beweis ist eine einfache, wenn auch etwas mühsame Rechnung mit Variablensubstitutionen

(vgl. z.B. das Skript
”
Mathematische Methoden der Quantenmechanik II“ , Satz 14.2).

Denken wir uns nun ein drittes Teilchen hinzugenommen. Man behandelt zunächst die ersten

beiden Teilchen (wobei unter Umständen noch zu klären ist, welches die ersten beiden Teilchen sein

sollen) wie oben. Danach behandelt man das dritte Teilchen zusammen mit der Gesamtmasse der

ersten beiden Teilchen aufgefaßt als ein Teilchen, das sich im Schwerpunkt dieser beiden Teilchen

befindet, ebenfalls nach diesem Schema. Man erhält damit die
”
Massen“

M2 = m1 +m2 ,

M3 = M2 +m3 = m1 +m2 +m3 ,

µ1 =
m1m2

M2
,

µ3 =
M2m3

M3
,

und die Koordinaten

y1 = x1 − x2 ,

y2 = Y2 − x3 =

(
m1

M2
x1 +

m2

M2
x2

)
− x3 =

m1

M2
(x1 − x3) +

m2

M2
(x2 − x3)

=
1

M2

2∑

j=1

mj(xj − x3) ,

Y3 =
M2Y2 +m3x3

M3
=

1

M3

3∑

j=1

mjxj (Schwerpunktskoordinate).

Da man die Matrix σ3 mit y = (y1, y2, Y3) = σ3x = σ3(x1, x2, x3) durch Hintereinanderanwendung

von zwei Matrizen des Typs σ2 erhält (zuerst auf (x1, x2) , womit man (y1, Y2, x3) erhält, dann

auf (Y2, x3) ), ist σ3 ebenfalls nicht singulär mit Determinante 1. Offensichtlich erhält man

Satz 9.1 (3 Teilchen) Für

U3 : L2(IR
3m)−→L2(IR

3m) , (U3f)(y) = f(σ−1
3 y)

und den 3–Teilchen–Schrödingeroperator

T3 = −
3∑

j=1

1

2mj
∆j + V mit V (x) =

3∑

j,k=1
j<k

Vjk(xj − xk)
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gilt

U3T3U
∗
3 = − 1

2M3
∆3 +

{
− 1

2µ1
∆1 −

1

2µ2
∆2 + V (σ−1

3 y)
}

= − 1

2M3
∆3 + T3,int .

Dabei ist V translationsinvariant in Richtung der Schwerpunktskoordinate Y3 (d. h. es ist von Y3

unabhängig).

Nur der Beweis der letzten Aussage bedarf der Erwähnung. Wie man aber aus den obigen Formeln

ersieht, lassen sich die Vektoren x1 − x2, x1 − x3 und x2 − x3 , die in V (x) vorkommen, aus y1

und y2 allein ausrechnen.

Damit ist nun klar, wie das Verfahren iterativ auf den N–Teilchen–Fall ausgedehnt werden kann.

Man definiert die Massen

Mn =
n∑

j=1

mj für n = 1, 2, . . . , N ,

µn =
Mnmn+1

Mn+1
für n = 1, . . . , N − 1 ,

und die Koordinaten

interne Koordinaten yn =
1

Mn

n∑

j=1

mj(xj − xn+1) für n = 1, . . . , N − 1 ,

Schwerpunktskoordinate YN =
1

MN

N∑

j=1

mjxj .

Die Matrix σN mit

y = (y1, . . . , yN−1, YN ) = σNx = σN (x1, . . . , xN )

ist wieder nicht–singulär mit Determinante 1 , und man erhält den

Satz 9.1 (N Teilchen) Für

UN : L2(IR
Nm)−→L2(IR

Nm) , (UNf)(y) = f(σ−1
N y)

und den N–Teilchen–Schrödingeroperator

TN = −
N∑

j=1

1

2mj
∆j + V mit V (x) =

N∑

j,k=1
j<k

Vjk(xj − xk)
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gilt

UNTNU
∗
N = − 1

2MN
∆N +




−
N−1∑

j=1

1

2µj
∆j + V (σ−1

N y)






= − 1

2MN
∆N + TN,int .

Hier ist wieder V von YN unabhängig; es gilt

V = V (σ−1
N y) =

N∑

j,k=1
j<k

Vjk

(
Pjk(y1, . . . , yN−1)

)
,

wobei die Pjk : IR(N−1)m −→ IRm linear und surjektiv sind.

Um den internen Operator eines N–Teilchen–Systems (bzw. einen dazu äquivalenten Operator)

zu bestimmen, kann man natürlich auch anders vorgehen. Dazu denken wir uns eine Zerlegung

Z = {Z1, . . . , Zk} des Systems in nicht–leere Teilsysteme, meist als Cluster bezeichnet. Jedes

der Teilsysteme Z1, . . . , Zk denken wir uns nach obigem Verfahren behandelt (falls ein Teilsystem

Zℓ nur aus einem Teilchen besteht, ist natürlich nichts zu tun; interne Koordinaten gibt es dann nicht;

die Koordinate dieses Teilchens ist gleichzeitig die Schwerpunktskoordinate des Teilsystems, die Masse

des Teilchens gleichzeitig die Gesamtmasse des Teilsystems). Man erhält also die neuen Koordinaten

ξℓ
1, . . . , ξ

ℓ
Nℓ−1, Yℓ (ℓ = 1, . . . , k) ,

und Massen

µℓ,1, . . . , , µℓ,Nℓ−1, Mℓ ,

wobei Nℓ die Zahl der Teilchen im ℓ–ten Teilsystem ist und Yℓ die Schwerpunktskoordinate des ℓ–ten

Teilsystems. Nun kann man die Schwerpunktskoordinaten Y1, . . . , Yk einschließlich der zugehörigen

Gesamtmassen M1, . . . , Mk der Teilsysteme entsprechend behandeln. Das liefert zusätzliche interne

Koordinaten und die (Gesamt-)Schwerpunktskoordinate

ξ1, . . . , ξk−1, Y

sowie weitere reduzierte Massen und die Gesamtmasse

µ1, . . . , µk−1, M .
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Der Schrödingeroperator geht bei der entsprechenden unitären Transformation über in

− 1

2M
∆Y −

k−1∑

n=1

1

2µn
∆ξn

+
k∑

ℓ=1

TZ,ℓ +
∑

i6∼j

Vij ,

wobei TZ,ℓ := TZℓ,int der interne Schrödingeroperator des ℓ–ten Teilsystems ist (also insbesondere

die Wechselwirkungen zwischen den Teilchen dieses Teilsystems enthält) und i 6∼ j bedeutet, daß die

Teilchen i und j verschiedenen Teilsystemen angehören. Ist das Teilchen i im Teilsystem ℓi und

das Teilchen j im Teilsystem ℓj , so ist Vij der Operator der Multiplikation mit

Vij

(
Pℓi,ℓj

(ξ1, . . . , ξk−1) + Pi(ξ
ℓi

1 , . . . , ξ
ℓi

Nℓi
−1) − Pj(ξ

ℓj

1 , . . . , ξ
ℓj

Nℓj
−1)
)

;

dabei ist

Pℓi,ℓj
(ξ1, . . . , ξk−1) die Differenz der Schwerpunktskoordinaten des

ℓi–ten und ℓj–ten Teilschwerpunkts,

Pi(ξ
ℓi

1 , . . . , ξ
ℓi

Nℓi
−1) die Koordinate des i–ten Teilchens relativ zum

Schwerpunkt des ℓi–ten Teilsystems.

9.2 Existenz der Cluster–Wellenoperatoren

In diesem Abschnitt wird eine vorläufige Definition der “Kanäle” für die N–Teilchen–Streuung gege-

ben und die Existenz der entsprechenden “Kanal–Wellenoperatoren” bewiesen. Da die so definierten

Kanäle nicht orthogonal sind (sie sind
”
zu groß“), wie sich im folgenden Abschnitt zeigen wird, muß

diese Definition noch verbessert werden. Die Existenz der Wellenoperatoren überträgt sich aber sofort

auf diese verbesserten Wellenoperatoren (zu
”
kleineren“ Kanälen).

Was sind denkbare Asymptotiken eines N–Teilchen–Systems? Wenn das System nicht in einem

gebundenen Zustand (also orthogonal zur linearen Hülle der Eigenelemente) ist, sollten zumindest

gewisse Teilchen ins Unendliche weglaufen, d. h. gewisse Teilchenabstände sollten groß werden. Denken

wir uns das System in k Cluster Z1, . . . , Zk zerlegt. Ausgehend von der Vorstellung, daß wir uns

für Zustände interessieren, in denen die Teilchen jedes Clusters
”
dicht“ zusammen bleiben und die

Cluster sich weit voneinander entfernen, definieren wir den (vorläufigen Kanal–Schrödingeroperator

= ) Cluster–Schrödingeroperator TZ dadurch, daß wir im internen Operator des Systems

die Wechselwirkung zwischen Teilchen verschiedener Cluster weglassen. Für große Zeiten wird dann

das System durch diesen Operator beschrieben. Als Kanal–Raum wählen wir hier (vorläufig) den dem

System, ohne Schwerpunktsbewegung, zugrunde liegenden L2(IR
(N−1)m) .
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Satz 9.2 (M. N.Hack, 1959) Es gelte für die Wechselwirkungen

Vij ∈ L2(IR
m) + Lr(IR

m) mit 2 < r < m ,

und die Vij seien (z. B.) bezüglich −∆ relativ beschränkt mit relativer Schranke 0 . Dann existieren

alle Cluster–Wellenoperatoren.

WZ,± = W±(TN,int, TZ) .

(Der Beweis von M.N.Hack [Nuovo Cimento 13, 1959] betraf nur den Fall Vij ∈ L2(IR
m) für

m = 3 .)

Um uns mit der Beweistechnik vertraut zu machen, beweisen wir zuerst ein analoges Resultat für

ein einfaches Streuproblem (Satz 9.4 ). Dazu benötigen wir noch folgende Hilfsmittel.

Satz 9.3 Ist 2 ≤ q ≤ ∞ und 1
p + 1

q = 1 , so gilt für alle Multiindices α ∈ INm

‖Dαe−it(−∆)ϕ‖q ≤ (4π|t|)−m

(
1
2− 1

q

)

‖Dαϕ‖p für alle ϕ ∈ S(IRm) .

Beweis. Wir wollen den Satz von Riesz–Thorin (Satz 9.12) benutzen. Die Gruppe e−it(−∆) ist

unitär in L2(IR
m) , also gilt

‖e−it(−∆)ϕ‖2 = ‖ϕ‖2 (p0 = q0 = 2, M0 = 1) .

Aus der Integralstellung der Gruppe (vgl. Skript
”
Mathematische Methoden der Quantenmechanik“,

Satz 9.17)

e−it(−∆)ϕ(x) = l.i.m.
N→∞

(4πit)−m/2

∫

|y|≤N

exp

(
−|x− y|2

4it

)
ϕ(y) dy

folgt

‖e−it(−∆)ϕ‖∞ ≤ (4π|t|)−m/2 ‖ϕ‖1 ( p1 = 1, q1 = ∞, M1 = (4π|t|)−m/2 ) .

Damit folgt die Behauptung für α = (0, . . . , 0) mit Hilfe des Satzes von Riesz–Thorin :

1

p
=

1 − τ

2
+
τ

1
=

1 + τ

2
,

1

q
=

1 − τ

2
+

τ

∞ =
1 − τ

2
,

M = M1−τ
0 M τ

1 =
(
|4πt|−m

2

) 2
p
−1

.
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Wegen

Dαe−it(−∆)ϕ = e−it(−∆)Dαϕ

folgt damit auch die Behauptung für beliebiges α . 2

Satz 9.4 Sei V ∈ L2(IR
m)+Lr(IR

m) mit 2 ≤ r < m, T1 = −∆ in L2(IR
m), T2 = T1+V (irgend–

)eine selbstadjungierte Fortsetzung des durch −∆+V auf S(IRm) definierten Operators (dazu kann

z. B. vorausgesetzt werden, daß V T1–beschränkt ist mit relativer Schranke < 1, D(T2) = D(T1) ).

Dann existieren die Wellenoperatoren W±(T2, T1) .

Bemerkung Ist Vs ∈ Ls(IR
m) für ein s ∈ (2, r) , so läßt es sich darstellen in der Form

Vs = V2 + Vr mit V2 ∈ L2(IR
m) und Vr ∈ L2(IR

m) , d. h. es ist V ∈ L2(IR
m) + Lr(IR

m) .

Beweis. Sei V = V2 + Vr mit V2 ∈ L2(IR
m) und Vr ∈ Lr(IR

m) ,

1

q
=

1

2
− 1

r
, also q =

(1

2
− 1

r

)−1

>
(1

2
− 1

m

)−1

=
2m

m− 2
.

Dann folgt mit Hilfe der Hölder’schen Ungleichung und Satz 9.3 für alle ϕ ∈ S(IRm)

‖V e−itT1ϕ‖2 ≤ ‖V2‖2 ‖e−itT1ϕ‖∞ + ‖Vr‖r ‖e−itT1ϕ‖q

≤ ‖V2‖2 ‖ϕ‖1 (4π|t|)−m/2 + ‖Vr‖r ‖ϕ‖p(4π|t|)
m
q
−m

2 .

Wegen m
2 − m

q > m
2 − m−2

2 = 1 ist also ‖V e−itT1ϕ‖2 in L1(IR) für alle ϕ ∈ S(IRm) . Mit

dem Cookschen Lemma folgt die Behauptung. (Dazu ist natürlich auch noch die Stetigkeit von t 7→
V e−itT1ϕ für ϕ ∈ S(IRm) zu beweisen, was unter den gegebenen Voraussetzungen nicht schwer ist.)

2

Korollar 9.5 Die entsprechende Aussage gilt, wenn V ein Differentialoperator (beliebiger Ord-

nung) ist, dessen Koeffizienten die obige Bedingung erfüllen.

Der Beweis geht völlig analog, da nach Satz 9.3 die Abschätzungen auch für Dαe−itT1ϕ gelten.

Beweis von Satz 9.2. Sei also Z = {Z1, Z2, . . . , Zk} eine Zerlegung des Systems, TZ der

zugehörige Cluster–Schrödingeroperator

ξℓ
1, . . . , ξ

ℓ
Nℓ−1 die internen Koordinaten des ℓ–ten Teilsystems,

ξ1 , . . . , ξk−1 die relativen Koordinaten der Clusterschwerpunkte

im Gesamtschwerpunktsystem.
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Wir betrachten die Funktionenmenge

DZ =
{
ϕ(ξ1, . . . , ξk−1)η1(ξ

Z1) . . . ηk(ξZk) : ϕ ∈ S(IR(k−1)m) ,

ηℓ ∈ C∞
0 (IR(Nℓ−1)m) , ‖ηℓ‖ = 1 für ℓ = 1, . . . , k

}
.

Offenbar ist DZ dicht in L2(IR
(N−1)m) . Nach dem Cookschen Lemma genügt es also zu zeigen, daß

∥∥∥(TN,int − TZ)e−itTZψ
∥∥∥ ∈ L1(IR)

gilt für alle ψ ∈ DZ . Also genügt es, für jedes Paar (i, j) , wobei i und j zu verschiedenen

Teilsystemen gehören, zu zeigen, daß

∥∥∥Vije
−itTZψ

∥∥∥ ∈ L1(IR)

gilt. Dabei können wir ohne Einschränkung annehmen, daß das Teilchen i zum Teilsystem Z1 ,

das Teilchen j zum Teilsystem Z2 gehört (dabei wird benutzt, daß die mit einer Umordnung der

Teilsysteme Z1, . . . , Zk verbundene affine Transformation der Koordinaten ξ1, . . . , ξk−1 den Raum

S(IR(k−1)m) selbstverständlich invariant läßt). Dann ist

ξ1 = Schwerpunktskoordinate von Z1 − Schwerpunktskoordinate vonZ2 .

Sind

Pi(ξ
Z1
1 , . . . , ξZ1

N1−1) und Pj(ξ
Z2
1 , . . . , ξZ2

N2−1)

die Koordinaten des i–ten bzw. j–ten Teilchen relativ zum Schwerpunkt von Z1 bzw. Z2 , so ist

also

ξ1 + Pi

(
ξZ1
1 , . . . , ξZ1

N1−1

)
− Pj

(
ξZ2
1 , . . . , ξZ2

N2−1

)

= Koordinate des i–ten Teilchens – Koordinate des j–ten Teilchens;

dies ist also das Argument von Vij .

Da die einzelnen Terme in

TZ = −
k−1∑

n=1

1

2µn
∆ξn

+

k∑

ℓ=1

TZ,ℓ
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(TZ,ℓ = interner Operator des Teilsystems Zℓ ) miteinander kommutieren, gilt

e−itTz =

{
k−1∏

n=1

exp(−it 1

2µn
∆ξn

)

} {
k∏

ℓ=1

exp(−itTZ,ℓ)

}
.

Da Vij nur von den Koordinaten ξ1, ξ
Z1 und ξZ2 abhängt, ist somit (mit s := t

2µ1
und

ηℓ,t(ξ
Zℓ) := e−itTZ,ℓηℓ(ξ

Zℓ) )

∥∥∥Vije
−itTZψ

∥∥∥
2

=
∥∥∥Vij

{
(e−is∆ξ1ϕ)η1,tη2,t

}∥∥∥
2

ξ,ξZ1 ,ξZ2

=

∫ ∣∣∣
(
e−is∆ξ1ϕ

)
(ξ)
∣∣∣
2

×

×
∫ ∫ ∣∣∣η1,t(ξ

Z1)η2,t (ξZ2 )Vij

(
ξ1 + Pi(ξ

Z1 ) − Pj(ξ
Z2)
)∣∣∣

2

dξZ1 dξZ2 dξ

=

∫ ∣∣∣
(
e−is∆ξ1ϕ

)
(ξ)
∣∣∣
2 ∣∣∣V t

i,j(ξ1)
∣∣∣
2

dξ

mit

|V t
ij(ξ1)|2 :=

∫ ∫ ∣∣∣η1,t(ξ
Z1 )η2,t (ξZ2)Vij

(
ξ1 + Pi(ξ

Z1) − Pj(ξ
Z2 )
)∣∣∣

2

dξZ1 dξZ2 .

Führt man hier in (|V t
ij(ξ1)|2) die Integration bezüglich aller Variablen bis auf die

”
neue“ Variable

ξ̂1 = Pi(ξ
Z1 ) − Pj(ξ

Z2) aus (die restlichen Variablen ξ̂n werden nicht explizit benötigt), so erkennt

man, daß es die Faltung ist zwischen

|V (r)
ij |2 ∈ Lr/2(IR

m) bzw. |V (2)
ij |2 ∈ L1(IR

m)

und

∫ ∫
|η1,t(ξ

Z1 )|2 |ηZ,t(ξ
Z1)|2 d . . . (ohne Pi(ξ

Z1) − Pj(ξ
Z2 )) . . . ∈ L1(IR

m)

mit L1–Norm 1 . Im folgenden genügt es wieder, die Fälle Vij ∈ Lr bzw. Vij ∈ L2 getrennt zu

betrachten.

Die Youngsche Ungleichung liefert für Vij ∈ Lr(IR
m)

|V t
ij(ξ1)|2 ∈ Lr/2(IR

m) mit ‖ |V t
ij |2‖r/2 ≤ ‖ |Vij |2‖r/2 = ‖Vij‖2

r ,

also

V t
ij ∈ Lr(IR

m) mit ‖V t
ij‖r ≤ ‖Vij‖r .
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Völlig analog wie im Beweis von Satz 9.4 folgt daraus (mit q >
2m

m− 2
)

∫
|V t

ij(ξ1)|2 |(e−is∆ξϕ) (ξ)|2 dξ1

≤
∥∥∥V t

ij

∥∥∥
2

r

(
(4π|s|)−m

2 + m
q

)2
∫

|ϕ(ξ1, . . . , ξk−1)|2 dξ1 .

Integration über die weiteren Variablen liefert die Integrierbarkeit wie in Satz 9.4.

Die Untersuchung für Vij ∈ L2(IR
m) ist wieder etwas einfacher, da hier das entsprechende V t

ij in

L2 liegt mit ‖V t
ij‖2 ≤ ‖Vij‖2 ; vgl. Beweis von Satz 9.4 (der obige Beweis gilt aber auch für r = 2 ).

2

9.3 Die
”
richtige“ Wahl der Kanäle

Wir stellen zunächst fest, daß es im Sinne unserer allgemeinen Überlegungen nicht erlaubt ist, die obi-

gen Cluster–Schrödingeroperatoren als Kanal–Schrödingeroperatoren zu wählen, da die so definierten

Kanäle nicht orthogonal wären.

Um dies zu zeigen, betrachten wir z. B. eine Zerlegung Z = {Z1, . . . , Zk} mit |Z1| = 2 (d. h.

das Teilsystem Z1 besteht aus 2 Teilchen) und die feinere Zerlegung Z ′ = {Z(1)
1 , Z

(2)
1 , Z2, . . . , Zk} ,

wobei die Teilmengen Z
(j)
1 jeweils aus einem der beiden Teilchen aus Z1 bestehen. Die Cluster–

Schrödingeroperatoren TZ und TZ′ haben dann die Gestalt

TZ = (−c∆ + v) + T0 ,

TZ′ = (−c∆) + T0 ,

wobei der in Klammern stehende Operator in beiden Fällen nur auf die interne Koordinate von

Z1 wirkt ( v ist die Wechselwirkung zwischen den beiden Teilchen von Z1 ) und T0 auf die

restlichen internen Koordinaten des gesamten Systems. Wenn wir davon ausgehen, daß v so beschaffen

ist, daß die Wellenoperatoren W±(−c∆ + v,−c∆) existieren (vgl. z. B. 7), so existieren auch die

Wellenoperatoren W±(TZ , T
′
Z) , d. h. zu jedem f ∈ L2(IR

(N−1)m) = Hac(TZ′) existiert ein f± ∈
L2(IR

(N−1)m) = Hac(TZ) mit

e−itTZf± − e−itTZ′ f −→ 0 für t−→±∞ .

Wenn auch die Wellenoperatoren W±(T, TZ) und W±(T , TZ′) existieren (was z.B. unter den

Voraussetzungen von 9.2 gilt), so folgt hieraus für alle f ∈ L2(IR
(N−1)m) mit dem entsprechenden

f±

W±(T, TZ′)f = lim
t→±∞

eitT e−itTZ′ f = lim
t→±∞

eitT e−itTZf±

= W±(T , TZ)f± ,
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d. h. es gilt

R
(
W±(T , TZ′)

)
⊂ R

(
W±(T, TZ)

)
.

Insbesondere sind also i. allg. die Wertebereiche der Clusterwellenoperatoren zu verschiedenen Zerle-

gungen nicht orthogonal. Wir werden im folgenden die Orthogonalität der Kanäle erzwingen, indem

wir die Kanalräume wesentlich kleiner wählen.

Im folgenden sei Z = {Z1, . . . , Zk} eine Cluster–Zerlegung des Systems. Für ℓ = 1, . . . , k

sei ΦZ
ℓ eine Orthonormalbasis von Hp(TZ,ℓ) , d. h. ΦZ

ℓ spannt den Raum der Eigenelemente

von TZ,ℓ (= TZℓ,int) auf; enthält Zℓ nur ein Teilchen, so gibt es keinen internen Operator von

Zℓ , d. h. das entsprechende ΦZ
ℓ tritt im folgenden nicht auf. Wenn zu einem ℓ der Operator

TZℓ
keinen Eigenwert hat, gibt es zu dieser Zerlegung keinen Kanal. Jeder Clusterzerlegung

Z = {Z1, . . . , Zk} und jeder Wahl von {ϕ1, . . . , ϕk} mit ϕℓ ∈ ΦZ
ℓ ordnen wir im

folgenden einen Kanal zu. Zu jedem ℓ ist offenbar der zugehörige Eigenwert λℓ von TZℓ
mit

(TZ,ℓ − λℓ)ϕℓ = 0 durch das ϕℓ eindeutig bestimmt. Ist |Zℓ| = 1 , so daß kein ϕℓ auftritt, so ist

im folgenden λℓ = 0 zu setzen.

Kanäle werden im folgenden mit den Buchstaben α, β, . . . bezeichnet; es wird also identifiziert

α =
{
Z1, . . . , Zk; ϕ1, . . . , ϕk

}

=
{
Z1, . . . , Zk; ϕ1, . . . , ϕk; λ1, . . . , λk

}
.

Zwei Kanäle α, α′ sind genau dann verschieden, wenn die zugrunde liegenden Zerlegungen Z und

Z ′ verschieden sind, oder wenn (bei gleicher Zerlegung) mindestens für ein ℓ gilt ϕℓ 6= ϕ′
ℓ (also

ϕℓ ⊥ ϕ′
ℓ ); d. h. sie sind gleich, wenn die zugrunde liegenden Zerlegungen Z und Z ′ gleich sind und

ϕℓ = ϕ′
ℓ für alle ℓ gilt.

Als Kanalraum wählen wir

Hα =
{
f(ξ1, . . . , ξk−1)

k∏

ℓ=1

ϕℓ(ξ
ℓ) : f ∈ L2(IR

(k−1)m
}

∼= L2(IR
(k−1)m) .

Der zugehörige Kanalwellenoperator Tα ist im Fall der ersten Darstellung von Hα

Tα = TZ |Hα
(TZ der oben definierte Cluster–Schrödingeroperator),

wobei Z die zu α gehörige Zerlegung ist; in der zweiten Darstellung von Hα ist

Tα = −
k−1∑

n=1

1

2Mn
∆ξn

+

k∑

ℓ=1

λℓ
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(man beachte: λℓ = 0 falls |Zℓ| = 1 ).

Der Identifizierungsoperator Uα ist im ersten Fall

Uα = die natürliche Einbettung von Hα in L2(IR
(N−1)m) ,

im zweiten Fall

Uα : f 7→ f(ξ1, . . . , ξk−1)

k∏

ℓ=1

ϕℓ(ξ
ℓ) .

Da die Uα alle in den gleichen L2–Raum (z. B. in den über den internen Koordinaten des Gesamt-

systems) abbilden sollten, sollte man hier am besten die ξ durch y1, . . . , yN−1, YN ausdrücken. In

beiden Fällen ist Uα isometrisch (aber natürlich i. allg. nicht unitär).

Satz 9.6 (Existenz der Wellenoperatoren und Orthogonalität der Kanäle)

Unter den Voraussetzungen von Satz 9.2 (d. h. Vij ∈ L2(IR
m) + Lr(IR

m) mit 2 ≤ r < m) existieren

alle Kanal–Wellenoperatoren

Wα,± = W±(TN,int, Uα, Tα) = s-lim
t→±∞

eitTN,intUαe
−itTα auf Hα ,

und die Kanäle sind orthogonal (tatsächlich wird bewiesen, daß die Kanäle orthogonal sind, wenn die

Kanal–Wellenoperatoren existieren).

Beweis. In der ersten Darstellung des Kanalraumes Hα erkennt man, daß der Kanal–

Wellenoperator Wα,± die Einschränkung des Cluster–Wellenoperators WZ,± = W±(TN,int, TZ)

auf Hα ist, wenn Z die dem Kanal α zugrunde liegende Cluster-Zerlegung ist. Mit WZ,± (vgl.

Satz 9.2) existiert also auch Wα,± .

Es bleibt also die Orthogonalität der Kanäle zu beweisen. Seien α und β zwei verschiedene

Kanäle. Hier sind zwei Fälle zu unterscheiden:

(i) Die den Kanälen zugrunde liegenden Zerlegungen Zα und Zβ sind gleich. Dann muß für

mindestens ein ℓ0 ∈ {1, . . . , k} gelten ϕα
ℓ0

⊥ ϕβ
ℓ0

. Daraus folgt mit obiger Definition der Uα

R(Uα) ⊥ R(Uβ)

und somit auch

R(Wα,±) ⊥ R(Wβ,±) ,
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da eitTN,int die Orthogonalität erhält.

(ii) Die den Kanälen zugrunde liegenden Zerlegungen sind verschieden, Zα 6= Zβ . Das bedeutet,

daß es zwei Teilchen gibt, die in Zα dem gleichen Teilsystem angehören, während sie in Zβ zu

zwei verschiedenen Teilsystemen gehören (oder umgekehrt); o. E. können wir annehmen, daß es sich

um die Teilchen 1 und 2 handelt, die einerseits beide zu Zα
1 gehören, während andererseits gilt

1 ∈ Zβ
1 , 2 ∈ Zβ

2 . Zum Beweis der Orthogonalität der Kanäle präzisieren wir die folgende Idee: Für

ψα ∈ Hα ist Uαe
−itTαψα für alle t dort konzentriert, wo die Teilchen 1 und 2 nahe zusammen

sind. Für ψβ ∈ Hβ ist andererseits Uβe
−itTβψβ für große |t| dort klein, wo die Teilchen 1 und 2

nahe zusammen sind. Also sollte gelten

〈
Uαe

−itTαψα, Uβe
−itTβψβ

〉
−→ 0 für |t| → ∞ ;

daraus folgt dann R(Wα,±) ⊥ R(Wβ,±) wegen der Isometrie von exp(itTN,int) .

Nun also der exakt durchgeführte Beweis: Zu jedem ε > 0 gibt es ein R > 0 mit

∫

|P α
1 (ξ1)−P α

2 (ξ1)|≥R

|ϕα
1 (ξ1)|2 dξ1 < ε ,

∫

|P β

1 (ξ1)|≥R

|ϕβ
1 (ξ1)|2 dξ1 < ε ,

∫

|P β

2 (ξ2)|≥R

|ϕβ
2 (ξ2)|2 dξ2 < ε .

Aus der ersten dieser drei Ungleichungen folgt für jedes f ∈ L2(IR
(k−1)m) mit ‖f‖ = 1

∫

|P α
1 (ξ1)−P α

2 (ξ1)|≥R

∣∣∣e−itTα

{
f

kα∏

ℓ=1

ϕα
ℓ

}∣∣∣
2

dξ1 . . . dξkα dξ1 . . . ξkα−1 < ε .

Aus dem folgenden Hilfssatz folgt für

Qβ
12(ξ1, . . . , ξkβ−1) = Schwerpunkt von Zβ

1 − Schwerpunkt von Zβ
2

und jedes g ∈ L2(IR
(kβ−1)m) und jedes R > 0

∫

|Qβ

12(ξ1,...,ξkβ−1)|≤R

∣∣∣ exp
{
− it

∑

ℓ

1

2µℓ
∆ξℓ

}
g
∣∣∣
2

dξ1 . . . dξkβ−1 −→ 0 für |t| −→∞ .
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Dies ergibt

∫

{
Abst.d.Teilchen 1 und 2 ≤ R

}

∣∣∣e−itTβ

{
g

kβ∏

ℓ=1

ϕβ
ℓ

}∣∣∣
2

dξ

=

∫

|Qβ

12(ξ1,...,ξkβ−1)+P β

1 (ξ1)−P β

2 (ξ2)|≤R

∣∣∣e−itTβ

{
g

kβ∏

ℓ=1

ϕβ
ℓ

}∣∣∣
2

dξ

≤
∫

|Qβ
12(ξ1, . . . , ξkβ−1)| ≤ 3R

|P β
1 (ξ1)| ≤ R

|P β
2 (ξ2)| ≤ R

+

∫

|P β

1 (ξ1)|>R

+

∫

|P β

2 (ξ2)|>R

|e−itTβ

{
g

kβ∏

ℓ=1

ϕβ
ℓ

}∣∣∣
2

dξ

≤ 3ε für hinreichend große |t| .

Da ε > 0 beliebig war, ergibt sich hiermit die gewünschte Orthogonalität. 2

Es bleibt noch der folgende Hilfssatz zu beweisen:

Hilfssatz 9.7 Für jedes f ∈ L2(IR
ν) , e ∈ IRν und c > 0 gilt

∫

{x∈IRν :|(x,e)|<c}

∣∣∣ exp
{
− it

∑

ℓ

1

2µℓ
∆ℓ

}
f(x)

∣∣∣
2

dx−→ 0 für |t| −→∞ .

Beweis. Durch eine geeignete Variablentransformation erreicht man, daß es genügt, den Fall µℓ =

1
2 für alle ℓ zu betrachten (dabei ändert sich i. allg. der Vektor e ). Wegen der Rotationssymmetrie

genügt es, e = (1, 0, . . . , 0) zu betrachten. Wegen der Beschränktheit von e−it(−∆) genügt es, die

Behauptung für eine totale Teilmenge von L2(IR
ν) zu beweisen, also z. B. für Funktionen der Gestalt

f(x) = ϕ1(x1)ϕ2(x2, . . . , xν) mit ϕ1 ∈ S(IR), ϕ2 ∈ L2(IR
ν−1) .

Für diese f gilt aber

∫

{x∈IRν :|(x,e)|<c}

∣∣∣e−it(−∆)f(x)
∣∣∣
2

dx

=

∫

{x∈IRν :|x1|<c}

∣∣∣e−it(−∆1)ϕ1(x1)
∣∣∣
2∣∣∣e−it(−∆2,...,ν)ϕ2(x2, . . . , xν)

∣∣∣
2

dx

=

c∫

−c

∣∣∣e−it(−∆1)ϕ1(s)
∣∣∣
2

ds ‖ϕ2‖2

≤ C|t|−1/2 −→ 0 für |t| −→∞ . 2
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9.4 N–Teilchen–Systeme im äußeren Feld

Im folgenden betrachten wir nun die Streuung eines N–Teilchen–Systems in (an) einem hinreichend

schnell abklingenden äußeren Feld. Der Operator des Gesamtsystems lautet also jetzt

TN = −
N∑

j=1

1

2mj
∆j +

∑

i<j

Vij(xi − xj) +

N∑

j=1

Vj(xj) .

Im folgenden betrachten wir Clusterzerlegungen Z = {Z0, . . . , Zk} mit Zj 6= ∅ für j =

1, . . . , k ; Z0 darf leer sein.

Die Cluster–Schrödinger–Operatoren TZ erhalten wir jetzt, indem wir, ausgehend von

der Vorstellung, daß die Cluster untereinander nicht wechselwirken und daß das äußere Feld nur auf

Z0 wirkt, aus dem vollen (nicht dem internen) Operator die Wechselwirkungen zwischen Teilchen

verschiedener Cluster und die Wirkung des äußeren Feldes auf die Teilchen in Z1 ∪ Z2 ∪ . . . ∪ Zk

streichen.

Die geeigneten Koordinaten (eine Mischung aus
”
absoluten“ und Jacobi–Koordinaten) sind

ξ1, . . . , ξk interne Koordinaten in den Clustern Z1, . . . , Zk ,

ξ0 die
”
absoluten“ Koordinaten in Z0 ,

ξ1, . . . , ξk die (absoluten) Schwerpunktskoordinaten von Z1, . . . , Zk .

Bezüglich dieser Koordinaten hat der Cluster–Schrödinger–Operator die Gestalt

TZ = −TZ0 −
k∑

l=1

1

2Mℓ
∆ξℓ

+

k∑

ℓ=1

TZ,ℓ ,

wobei TZ0 der volle Schrödingeroperator des Systems Z0 ist (er entfällt, falls Z0 = ∅ ist) Mℓ die

Gesamtmasse von Zℓ und TZ,ℓ (wie oben) der interne Operator des Systems Zℓ .

Später wird es auch nützlich sein, auf die Schwerpunktskoordinaten noch die übliche Transformati-

on anzuwenden, bzw. wenigstens die neuen Koordinaten ξ̂1 = ξ2−ξ1 und ξ̂k =
( k∑

ℓ=1

Mℓ

)−1 k∑
ℓ=1

Mℓξℓ

mit der zugehörigen reduzierten Masse M̂1 = M1M2(M1+M2)
−1 und der Gesamtmasse M̂0 =

k∑
ℓ=1

Mℓ

zu wählen.

Wieder sind alle Terme in TZ miteinander vertauschbar, d. h. es gilt (mit sℓ = t/2Mℓ bzw.

ŝℓ = t/2M̂ℓ )

e−itTZ = e−itTZ0

k∏

ℓ=1

e−isℓ∆ξℓ

k∏

ℓ=1

e−itTZ,ℓ
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bzw.

e−itTZ = e−itTZ0

k∏

j=1

e
−iŝℓ∆ξ̂ℓ

ℓ∏

ℓ=1

e−itTZ,ℓ .

Satz 9.8 Gilt für die Potentiale

Vi, Vij ∈ L2(IR
m) + Lr(IR

m) mit 2 < r < m

und sind die Vij bezüglich −∆ relativ beschränkt mit Schranke 0 , so existieren alle Cluster–

Wellenoperatoren

WZ,± = W±(TN , TZ) .

Beweis. Es ist diesmal für Funktionen ψ aus einer geeigneten totalen Menge zu zeigen:

‖Vie
−itTZψ‖ ∈ L1(IR) für i ∈ Z1 ∪ . . . ∪ Zk ,

‖Vije
−itTZψ‖ ∈ L1(IR) für i, j aus verschiedenen der Z0, . . . , Zk .

Ohne Einschränkung können wir im ersten Fall i ∈ Z1 annehmen. Im zweiten Fall genügt es, die

Fälle i ∈ Z0, j ∈ Z1 und i ∈ Z1, j ∈ Z2 zu betrachten.

Als geeignete totale Funktionenmenge wählen wir diesmal

DZ =
{
ϕ(ξ1, . . . , ξk)η0(ξ

0) . . . ηk(ξk) : ϕ ∈ S(IRkm) ,

η0 ∈ S(IRN0m) , ηℓ ∈ S(IR(Nℓ−1)m) für ℓ = 1, . . . , k ,

‖ηℓ‖ = 1 für ℓ = 0, . . . , k
}
.

1. Fall, i ∈ Z1 : Offenbar gilt für ψ ∈ DZ mit s = t/2M1

∥∥∥Vie
−itTZψ

∥∥∥
2

=
∥∥∥Vi

{
(e−is(−∆ξ1

)ϕ)η1,t

}∥∥∥
2

ξ1,...,ξk,ξ1

=

∫
. . .

∫ ∣∣∣(e−is(−∆ξ1
)ϕ)(ξ)

∣∣∣
2
∫ ∣∣∣η1,t(ξ

1)Vi(ξ1 + Piξ
1)
∣∣∣
2

dξ1 dξ1, . . . , dξk

=

∫
. . .

∫ ∣∣∣
(
e−is(−∆ξ1

)ϕ)(ξ)V t
i (ξ1)

∣∣∣
2

dξ1 . . . dξk

mit

|V t
i (ξ1)|2 :=

∫ ∣∣∣η1,t(ξ
1)Vi(ξ1 + Piξ

1)
∣∣∣
2

dξ1 .
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Führt man in |V t
i (ξ1)|2 alle Integrationen bis auf die über Piξ

1 aus, so erkennt man, daß es die

Faltung ist zwischen

|Vi|2 ∈ L1(IR
m) bzw. |Vi|2 ∈ Lr/2(IR

m)

und einer L2–Funktion mit L2–Norm 1 ; also ist V t
i ∈ L2(IR

m) bzw. Lr(IR
m) mit ‖V t

i ‖r/2 ≤
‖Vi‖r/2 . Der Rest geht wie früher.

2. Fall, i ∈ Z0, j ∈ Z1 : Für ψ ∈ DZ gilt mit s = t/2M1

∥∥∥Vije
−itTZψ

∥∥∥
2

=
∥∥∥Vij

{
e−is(−∆ξ1

)ϕη0,tη1,t

}∥∥∥
2

ξ1,...,ξk, ξ0,ξ1

=

∫
. . .

∫ ∣∣∣
(
e−is(−∆ξ1

)ϕ
)
(ξ)
∣∣∣
2
∫ ∣∣∣η0,t(ξ

0)η1,t(ξ
1)Vij

(
ξ0i − ξ1 − Pjξ

1
)∣∣∣

2

×

× dξ0 dξ1 dξ1 . . . dξk

=

∫
. . .

∫ ∣∣∣
(
e−is(−∆ξ1

)ϕ
)
(ξ)V t

ij(ξ1)
∣∣∣
2

dξ1 . . . dξk

mit

|V t
ij(ξ1)|2 :=

∫ ∣∣∣η0,t(ξ
0)η1,t(ξ

1)Vij

(
ξ0i − ξ1 − Pjξ

1
)∣∣∣

2

dξ0 dξ1 .

Hier ist wieder |V t
ij |2 ∈ L1(IR

m) bzw. Lr/2(IR
m) , usw.

2. Fall, i ∈ Z1, j ∈ Z2 : Für ψ ∈ DZ gilt mit s = t/2M̂1

∥∥∥Vije
−itTZψ

∥∥∥
2

=
∥∥∥Vij

{
e−is(−∆

ξ̂1
)ϕη1,tη2,t

}∥∥∥
2

ξ̂1,...,ξ̂k, ξ1,ξ2

=

∫
. . .

∫ ∣∣∣e−is(−∆
ξ̂1

)ϕ(ξ̂)
∣∣∣
2
∫ ∣∣∣η1,t(ξ

1)η2,t(ξ
2)Vij

(
ξ̂1 + Piξ

1 − Pjξ
2
)∣∣∣

2

×

× dξ1 dξ2 dξ̂1 . . . dξ̂k

=

∫
. . .

∫ ∣∣∣
(
e−is(−∆

ξ̂1
)ϕ
)
(ξ̂)V t

ij(ξ̂1)
∣∣∣
2

dξ̂1 . . . dξ̂k

mit

|V t
ij(ξ̂1)|2 :=

∫ ∣∣∣η1,t(ξ
1)η2,t(ξ

2)Vij

(
ξ̂1 + Piξ

1 − Pjξ
2
)∣∣∣

2

dξ1 dξ2 .

Dabei ist wieder |V t
ij |2 ∈ L1(IR

m) bzw. Lr/2(IR
m) , usw. 2

Natürlich sind diese Cluster–Schrödingeroperatoren wieder nicht geeignet, um Kanäle zu definieren
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(wobei die Kanalräume jeweils L2(IR
Nm) sein müßten), da die Wertebereiche der verschiedenen

Cluster-Wellenoperatoren nicht orthogonal wären, d. h. diese Kanäle wären nicht orthogonal.

Für eine Zerlegung Z = {Z0, Z1, . . . , Zk} und ℓ = 1, . . . , k sei ΦZ
ℓ eine Orthonormalbasis von

Hp(TZ0) bzw. Hp(TZ,ℓ) für l = 1, . . . , k ; ist Z0 = ∅ oder enthält ein Zℓ (ℓ = 1, . . . , k) nur ein

Teilchen, so tritt das entsprechende ΦZ
ℓ nicht auf. Jeder Cluster–Zerlegung Z = {Z0, Z1, . . . , Zk}

und jeder Wahl von {ϕ0, . . . , ϕk} mit ϕℓ ∈ ΦZ
ℓ ordnen wir wieder einen Kanal zu,

α = {Z0, . . . , Zk; ϕ0, . . . , ϕk} .

Zwei Kanäle α und α′ sind verschieden, wenn die zugrunde liegenden Zerlegungen verschieden sind,

oder wenn (bei gleicher Zerlegung) mindestens für ein ℓ ∈ {0, . . . , k} gilt ϕℓ 6= ϕ′
ℓ (also ϕℓ ⊥ ϕ′

ℓ ).

Als Kanalraum wählen wir jetzt

Hα =
{
f(ξ1, . . . , ξk)

k∏

ℓ=0

ϕℓ(ξ
ℓ) : f ∈ L2(IR

km)
}

∼= L2(IR
km) .

Der zugehörige Kanaloperator Tα ist im Fall der ersten Darstellung von Hα

Tα = TZ |Hα
(TZ ist der oben definierte Cluster–Schrödingeroperator) ,

im Fall der zweiten Darstellung von Hα

Tα = −
k∑

ℓ=1

1

2Mℓ
∆ξℓ

+
k∑

ℓ=0

λℓ

(mit λℓ = 0 falls |Z0| = 0 bzw. |Zℓ| = 1 für ℓ = 1, . . . , k ).

Der Identifikationsoperator Uα ist im ersten Fall

Uα = die natürliche Einbettung von Hα in L2(IR
Nm) ,

im zweiten Fall

Uα : f 7→ f(ξ1, . . . , ξk)

k∏

ℓ=0

ϕℓ (ξℓ) .

Offensichtlich sind die Uα isometrisch (aber wieder i. allg. nicht unitär). Völlig analog zu Satz 9.6

beweist man

Satz 9.9 Unter den Voraussetzungen von Satz 9.2 existieren alle Kanalwellenoperatoren

Wα,± = W±(TN , Uα, Tα) = s-lim
t→±∞

eitTNUαe
−itTα (auf Hα ) ,

und die Kanäle sind orthogonal.
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9.5 Anhang zu 9: Der Satz von Riesz–Thorin und einige Folgerungen

Wir beweisen zunächst ein rein funktionentheoretisches Hilfsmittel:

Satz 9.10 (Hadamards Drei–Linien–Theorem) Sei S := {z ∈ C : 0 < Re z < 1},
F : S−→C beschränkt und stetig, holomorph in S . Außerdem gelte

|F (z)| ≤ M0 für Re z = 0 ,

|F (z)| ≤ M1 für Re z = 1 .

Dann folgt

|F (z)| ≤ M1−Re z
0 MRe z

1 für alle z ∈ S .

Beweis. Ohne Einschränkung können wir annehmen, daß M0 = M1 = 1 gilt; andernfalls wählt

man F̃ (z) := Mz−1
0 M−z

1 F (z) und beweist |F̃ (z)| ≤ 1 für alle z ∈ S , woraus die Behauptung folgt.

Es bleibt also unter der Voraussetzung M0 = M1 = 1 die Abschätzung

|F (z)| ≤ 1 für alle z ∈ S

zu beweisen.

Gilt F (z)−→ 0 für |z| −→∞ in S , so folgt die Behauptung offenbar aus dem Maximumprinzip.

Andernfalls betrachten wir für n ∈ IN

Fn(z) := e(z
2−1)/nF (z) .

Wegen Re {(z2 − 1)/n} ≤ 0 für z ∈ S gilt

|Fn(z)| ≤ 1 für Re z = 0 und für Re z = 1 ;

da F beschränkt ist und Re
{
(z2 − 1)/n

}
≤ −(Im z)2/n gilt, folgt

Fn(z)−→ 0 für |z| −→∞ in S (n fest) .

Also gilt

|Fn(z)| ≤ 1 für alle z ∈ S und alle n ∈ IN .

Wegen exp{(z2 − 1)/n}−→ 1 für n−→∞ und alle z folgt hieraus

|F (z)| ≤ 1 für alle z ∈ S . 2

Eine einfache Anwendung dieses Satzes liefert ganz nebenbei:
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Satz 9.11 (Höldersche Ungleichung) Ist f ∈ Lp(X,µ) und g ∈ Lp′(X,µ) mit
1

p
+

1

p′
=

1 , so gilt

∫ ∣∣∣f(x)g(x)
∣∣∣ dµ(x) ≤ ‖f‖p ‖g‖p′ .

Beweis. Für p = 1, p′ = ∞ und p = ∞, p′ = 1 ist die Behauptung offensichtlich.

Sei also 1 < p, p′ <∞ . Offenbar genügt es, die Behauptung für nicht–negative einfache Funktionen

f, g auf (X,µ) zu beweisen (dies sind Funktionen, die nur auf einer Menge von endlichem Maß

von Null verschieden sind und nur endlich viele Werte annehmen). Dazu betrachten wir die in S

holomorphe und auf S beschränkte und stetige Funktion

F (z) :=

∫
f(x)(1−z)pg(x)zp′

dµ(x) .

Wegen der offensichtlichen Holomorphie von F (·) in S , der Beschränktheit von F (·) in S (man

beachte, daß f und g nicht–negative einfache Funktionen sind) und

|F (z)| ≤
∫ ∣∣∣f(x)(1−z)pg(x)zp′

∣∣∣ dµ(x) ≤
{ ‖f‖p

p für Re z = 0 ,

‖g‖p′

p′ für Re z = 1

folgt aus dem Drei–Linien–Theorem

|F (t)| ≤ ‖f‖(1−t)p
p ‖g‖tp′

p′ für 0 ≤ t ≤ 1 .

Mit t =
1

p′
ergibt sich die Behauptung. 2

Von entscheidender Bedeutung ist der folgende Interpolationssatz (für abstraktere Versionen

vergleiche man z. B. Reed–Simon II, IX.4):

Satz 9.12 (Satz von Riesz–Thorin) Seien (X, µ) und (Y, ν) Maßräume,

1 ≤ p0, p1, q0, q1 ≤ ∞ und T eine lineare Abbildung

T : Lp0(X,µ) ∩ Lp1(X,µ)−→Lq0(Y, ν) ∩ Lq1(Y, ν)

mit

‖Tf‖q0 ≤ M0‖f‖p0

‖Tf‖q1 ≤ M1‖f‖p1

}
für f ∈ Lp0(X,µ) ∩ Lp1(X,µ) .
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Dann läßt sich T für jedes t ∈ (0, 1) zu einem stetigen Operator

Tt : Lpt
(X,µ)−→Lqt

(Y, ν) ,

1

pt
=

1 − t

p0
+

t

p1
,

1

qt
=

1 − t

q0
+

t

q1

fortsetzen mit

‖Tt‖ = ‖Tt‖pt,qt
≤ M1−t

0 M t
1 .

Beweis. a) Sei zunächst min{p0, p1} < ∞ . Dann ist für jedes t ∈ (0, 1) offenbar pt < ∞ und

somit der Raum der einfachen Funktionen auf (X,µ) dicht in Lpt
(X,µ) . Andererseits gilt für jedes

qt mit t ∈ (0, 1) , jedes h ∈ Lqt
(Y, ν) und für q′t mit

1

qt
+

1

q′t
= 1

‖h‖qt
= sup

{∣∣∣
∫
h(y)g(y) dν(y)

∣∣∣ : g einfache Funktion auf (Y, ν) mit ‖g‖q′
t
= 1
}
.

Also genügt es zu zeigen, daß für alle einfachen Funktionen f auf (X,µ) bzw. g auf (Y, ν) mit

‖f‖pt
= ‖g‖q′

t
= 1 gilt

∣∣∣
∫

(Tf)(y)g(y) dν(y)
∣∣∣ ≤M1−t

0 M t
1 .

Um dies zu zeigen, nutzen wir aus, daß sich jede einfache Funktion k mit ‖k‖r = 1 schreiben läßt

in der Form

k = k
1/r
1 k∞

mit einfachen Funktionen k1 und k∞ , k1 ≥ 0, ‖k1‖1 = 1, ‖k∞‖∞ = 1 . Somit genügt es also zu

zeigen, daß für alle einfachen Funktionen

f1, f∞ auf (X,µ) mit f1 ≥ 0, ‖f1‖1 = 1, ‖f∞‖∞ = 1 ,

g1, g∞ auf (Y, ν) mit g1 ≥ 0, ‖g1‖1 = 1 , ‖g∞‖∞ = 1

gilt (man beachte: 1
q′

t
= 1 − 1

qt
= 1 − 1−t

q0
− t

q1
und 1

p′
t

= 1 − 1
pt

= 1 − 1−t
p0

− 1
p1

)

∫ (
T (f

1−t
p0

+ t
p1

1 f∞)
)
(y)g1(y)

1− 1−t
q0

− t
q1 g∞(y) dν(y) ≤ M1−t

0 M t
1 .
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Dies erhält man durch Anwendung des Drei–Linien–Theorems auf die Funktion

F (z) :=

∫ (
T (f

1−z
p0

+ z
p1

1 f∞)
)
(y)g1(y)

1− 1−z
q0

− z
q1 g∞(y) dν(y) .

b) Ist p0 = p1 = ∞ , so ist (falls µ(X) = ∞ gilt) der Raum der einfachen Funktionen nicht dicht in

Lpt
(X,µ) = L∞(X,µ) . In diesem Fall kann in den Überlegungen von Teil a) f1 ≡ 1 und f∞ aus

L∞(X,µ) (zwar nicht einfach in obigem Sinn, aber) endlich–wertig gewählt werden. 2

Satz 9.13 (Hausdorff–Young–Ungleichung) Ist 1 ≤ p ≤ 2 und 1
p + 1

q = 1 , so

ist die Fouriertransformation ein beschränkter Operator von Lp(IR
m) nach Lq(IR

m) mit Norm

≤ (2π)m( 1
2− 1

p
) . (Dabei kann man sich für 1 < p < 2 die Fouriertransformation zunächst z. B. auf

den einfachen Funktionen [oder auf Funktionen mit kompaktem Träger, oder auf S(IRm) ] definiert

denken, der Satz besagt dann, daß eine stetige Fortsetzung auf ganz Lp(IR
m) existiert.)

Beweis. Die Fouriertransformation ist beschränkt mit Norm ≤ (2π)−m/2 als Abbildung von L1

nach L∞ und mit Norm = 1 als Abbildung in L2 . Sie erfüllt also die Voraussetzung des Satzes

von Riesz–Thorin mit p0 = 1, q0 = ∞, M0 = (2π)−m/2 und p1 = q1 = 2, M1 = 1 . Also ist sie

beschränkt als Abbildung

von Lpt
nach Lqt

mit
1

pt
= 1 − t+

t

2
= 1 − t

2
,

1

qt
=
t

2

mit einer Norm

≤ (2π)−
m
2 (1−t) .

Elimination von t liefert, daß die Fouriertransformation stetig ist

von Lp(IR
m) (1 < p < 2) nach Lq(IR

m) mit
1

p
+

1

q
= 1

mit einer Norm

≤ (2π)−
m
2 (1− 2

q
) = (2π)m( 1

q
− 1

2 ) = (2π)m( 1
2− 1

p
) . 2

Satz 9.14 (Youngsche Ungleichung) Ist 1 ≤ p, r, s ≤ ∞ mit 1
p + 1

r = 1 + 1
s , so gilt

‖f ∗ g‖s ≤ ‖f‖r ‖g‖p für f ∈ Lr(IR
m), g ∈ Lp(IR

m) .

(das kann man wieder so verstehen, daß die Ungleichung zunächst z. B. für einfache Funktionen oder

Funktionen aus S(IRm) gilt. Die Ungleichung besagt dann, daß die Faltung auf f ∈ Lr(IR
m) und

g ∈ Lp(IR
m) fortgesetzt werden kann mit f ∗ g ∈ Ls(IR

m) , wobei die Ungleichung erhalten bleibt.)
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Beweis. Für festes f ∈ L1(IR
m) ist

Af : g 7→ f ∗ g

beschränkt mit Norm ≤ ‖f‖1 als Operator in L1(IR
m) und in L∞(IRm) . Der Satz von Riesz–Thorin

liefert also, daß

Af : Lp(IR
m)−→Lp(IR

m)

für alle p ∈ [1,∞] beschränkt ist mit Norm ≤ ‖f‖1 .

Sei jetzt g ∈ Lp(IR
m) festgehalten. Dann ist auf Grund des bisher Bewiesenen

Bg : L1(IR
m)−→Lp(IR

m) , f 7→ f ∗ g

beschränkt mit Norm ≤ ‖g‖p . Außerdem ist für q mit 1
p + 1

q = 1 auf Grund der Hölderschen

Ungleichung

Bg : Lq(IR
m)−→L∞(IRm) , f 7→ f ∗ g

beschränkt mit Norm ≤ ‖g‖p . Der Satz von Riesz–Thorin liefert also die Beschränktheit von

Bg : Lrt
(IRm)−→Lst

(IRm) , ‖Bg‖ ≤ ‖g‖p

mit

1

rt
= 1 − t+

t

q
= 1 − t

p
,

1

st
=

1 − t

p
.

Elimination von t liefert die Behauptung für r und s mit 1
p + 1

r = 1 + 1
s . 2
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