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7. Ubungsblatt - Losungsvorschlag

Aufgabe 7.1 (Votieraufgabe)
Betrachten Sie das AWP

y/(.flf) = f(xay(x))v y(l'g) = Yo, To € R? Yo € (Cda f € GV (1)

Zeigen Sie, dass Runge-Kutta-Verfahren invariant unter Koordinatentransformationen sind. D.h., ist
T € C¥4 eine reguliire Transformationsmatrix, y; die erste Iterierte eines RKVs angewandt auf das
AWP (1) und 7, jene desselben RKVs angewandt auf das transformierte AWP

@,(l’) = f(:}:,g)(x)), Q(ZE()) = :g07 ZTo € R) QO € Cd?
mit f : Rx C¢— C?, f (x,y) — Tf(x, T 'y) und 7o := Tyo, dann gilt:
y1 =T

fiir hg klein genug.

Losungsvorschlag:

Seien (7);) die Zwischenstellen des RKV angewandt auf . Dann gilt

f; = Go + ho Z ajlf(:lto + ctho, 1)
!

=Tyo+ho Y _ ayTf(zo + ctho, T ")
.

=T =yo+ho »_ af(wo+ ctho, T™'Ry).
.

Da f die GV erfiillt, gilt dass T~ '7); = n; die Zwischenstellen des RKV angewandt auf (1] sind, fiir hg
klein genug. Es folgt

Y1 = Yo + ho Z b;f(x0 + cjho, ;) = Tyo + ho Z b; T f (o + cjho, T~');)

J J

= T(yO + hO Z bjf(l'o + tho, UJ)) = Tyl

J
Aufgabe 7.2 (schriftliche Aufgabe)[6 Punkte]

Gegeben sei das AWP
y'(2) = Ay + p(z), y(0) = yo € R, (2)
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mit symmetrischer Matrix A € R¥4, sowie ¢ : R — R? unendlich oft stetig differenzierbar. Seien
(At,v), k= 1,...,d die Eigenpaare von A, wobei die (vj) eine ONB bilden. Zeigen Sie, dass y!) =
Zzzl f,il)vk, wobei y(l),fg), k =1,...,d die jeweils ersten Iterierten eines RKVs, mit Schrittweite hg
klein genug, angewandt auf (2)) und

§'(x) = M&(@) + (@(x),vi), £(0) = (yo, v), k=1,....d
sind.
Losungsvorschlag:
Mit

A
D = und T:(vl Ud),
Ad

gilt A=TDT~!und T-! = T*. Betrachte das AWP
¢ (x) = DE(x) + T p(x) =: f(x,&(x)), €(0) =T "y (3)

f ist C'* und erfiillt die Voraussetzungen vom Satz von Picard-Lindel6ff (globale Version). Damit folgt

t
fiir die erste Iterierte angewandt auf , dass £€1) = ( %1) 5;”) fiir hg klein genug. Weiterhin
gilt

y'(z) = Ay(@) + p(z) = T(DTy(z) + T p(x)) = Tf(z, T 'y(x))

und mit Teil (a) folgt

y(l) — Tg(l) _ Z 51(:)”I<:~
k

Aufgabe 7.3 (Programmieraufgabe)[6 Punkte]
(a) Schreiben Sie analog zu Aufgabe 5.4 eine MATLAB-Funktion

function [ti,yi] = impl_Runge_Kutta_Verfahren(t0,yO,h,f,fy,T,A,b,c),

fiir implizite Runge-Kutta-Verfahren, d.h. A ist keine linke untere Dreiecksmatrix. Verwenden Sie
dazu das Newton-Verfahren[[] aus Aufgabe 6.1, mit Abbruchkriterium ||F(z,)| < 1078. Zusitzlich
zu dem Parameter f (wie beim expl. Verfahren) soll mit dem Parameter fy die Ableitung f,(x,y)
iibergeben werden, welche fiir das Newton-Verfahren benotigt wird.

(b) Erstellen Sie mithilfe Threr MATLAB-Funktion fiir alle impliziten RKVs aus Abschnitt 1.3.4 Feh-
lerplots, wie in Teil (b) von Aufgabe 5.4 beschrieben.

Nebenrechnung: (Analog zum Beweis von 1.26)
(a) Betrachten Sie das Gleichungssystem

nj :yi+hizajlf($i+clhi,nl), g=1,...,s,
=1

'Es bietet sich hier an den MATLAB\-Operator und die MATLAB-Funktion kron zu verwenden.



(b)

aus der ersten Formulierung eines allgemeinen RKVs fiir ein skalares AWP, d.h. f: R x R — R,
f:(x,y) — f(z,y) ist eine skalare Funktion.

Entwickeln Sie fiir dieses Gleichungssystem eine moglichst vereinfachte Iterationsvorschrift des
Newton-Verfahrens zur Berechnung des Vektors

n=(m,m,...n)" €R,
wobei ) = (v, v, ..., 1)" € R® der Startvektor dieser Iteration sei.

Losen Sie Teil (a) fiir ein allgemeines (nicht notwendigerweise skalares) AWP, d.h. ¢/(z) =
flz,y(z)) mit f : R x R? — R? fiir d € N,,.

Losungsvorschlag:

(a)

e Der folgende Losungsvorschlag ist so aufgeschrieben, dass man damit schon die Struktur
fiir eine entsprechende Ldsung sieht, die auch fiir d-dim. AWPs gilt. Tatséchlich bein-
haltet der Vorschlag nun auch in rot Versionen der entsprechenden Ausdriicke fiir die
d-dimensionale Version des AWPs (Vorischt: ist die Losung von Teil b). Dabei wird die
Kronecker-Multiplikation verwendet: Es seinen M = (m;;) € R*** und W € R**? dann
sei M @ W := (m;; W) € Roexbd,

e Zudem ist das Newton-Verfahren so aufgeschrieben, dass es sich in MATLAB besonders

einfach und effizient implementieren lésst.

e Wir verwenden folgende Notationen:
Es sei 1,45 bzw. 0,xp die (@ x b)-Matrix die ausschlieflich Einsen bzw. Nullen als Eintrige
hat. Ferner sei E,«, die (a X a)-Einheitsmatrix.

Nun geht es los: Die Komponente von 7 = (91,72, . ..,1)7 16sen genau dann die Gleichungen des
RKYV, wenn 7 die Nullstelle von N(n) (wohldef. nach Satz 1.21) mit

flzi + crhi,m)

f(z; + cahi, m2)
Nm) = n—1e1-yi—hA- )

f(xz + Cshia 775)

flzi + crhi,m)

f(zi + cahy, m2)
= n— | lox1-yi + A Eiyq- .

f(@i + cshi, )
—~
=®(n) aus dem Beweis zu Satz 1.21

f(zi + crhi,m)
f(zi + cahi, ma)

(&

= n—|1sx1 Q¥+ hiA® Eaxa - :
[ + cshi, ms)

ist.

Die Tterationsvorschrift des Newton-Verfahrens hat damit die Gestalt:

n =0 — (NN TIN@D), 0O =1ea g, i=0,12,.



Berechnung der Jacobimatrix N'(n):

auf—nf(% + cihi, m)

d
| aug- £z 4+ chi,m)
Nl("?) = Fos— | Osxs + hz § @ .
=1

asld%f(ﬂﬂi + cihi, )

Oi1x1 -+ O aufy(zi +chs,m) Oixa -+ O1xa
° 0 - 0 a x; + ¢hy, 0 - 0
_ B Z 1:><1 1:><1 2lfy( : 1 771) 1:><1 1:><1
=1 : : : : :
Oix1 =+ Oixa aslfy<xi+clhivnl) Oi1x1 =+ O1xa

~
Die I-te Spalte ist die mit den “f,”-Termen.

- Esxs - h’z [ajlfy(xi + Clhia nl)]j,lzl

=®’(n) aus dem Beweis zu Satz 1.21

= Eos—hi[Ar- fy(z + cihi,m), As - fy(z + cohiyme), ..o Ag - fy(zi + cshiyms)]
= Fasxas — hi [A1 @ fy(@i + crhi,m), Ao @ fy(x; + c2hi,m2), - - -, Ay ® fy(xi + cshi,ms)],

wobei A; (= A(:,4)) die i-te Spalte von A sei.

(b) Wir verwenden ein RKV um y;y; zu bestimmen. Dabei wissen wir, dass jedes n; € R fiir
j=1,...,s seine entsprechende Gleichung 16sen muss

m=yi+hi Y auf(zi+chim).

=1
Sein = (n1,1m2,...,15)7 € R, dann lést 7

flzi 4+ crhi,m)

f(zi + cahi,m2)
N =1lex1 @Y+ hi (AR Eqxa) )

f(flfz + Cshi7 778)
mit A = (aij)1<ij<s-

Wir verwenden die Newton Iteration angewandt auf N(n) = 0 um 7 zu bestimmen. Es ist

f(xi + crhi,m)

f(x; + cahi, m2)
N®):=n— | Lax1 @y + hi (A® Egxa) )

flxi + cshiyms)

=®(n) aus dem Beweis zu Satz 1.19

N

Die Iterationsvorschrift des Newton-Verfahrens hat damit die Gestalt:
77(0) = 1s><1 X Y;

und ‘ ‘ , ,
n(z+1) _ n(z) _ (N/<n(z)))—1N(n(2))7 1=0,1,2,...
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Berechnung der Jacobimatrix N'(n):

f—nf(ﬂfi + crhi,m)
i x’i + C hi) ?7

N = Baose— by (A Fany) | 7 50T C2lt0)
din (.ZCZ + Cshi7 7]5)

Sei fi=(f1,f2,---,fa) €ERLDa f:(t,2) e Rx R f(t,2) € RY, gilt

d
d—nf(% + erhi,m) = (fo(2; + crhiom)  Ogxs—1)a) € R,

f , d
mit f,(z; + crhi,m) = g—ﬁ(ﬂfi +crhi,m) = (g—fg% + crhy, 7)1)) € Réx4,

2,7=1
Ahnlich erhilt man dd—nf(xi + cthy,m), Ll = 2,...,s. Damit ist

N'(n) = Easxas — hi[A1 @ f.(x; + crhi,m), Ao @ fo(x; + cohiym2), .. As @ (s + cshiyms)]

wobei A; (= A(:,4)) die i-te Spalte von A sei.

Definition der Kronecker-Multiplikation: Es seinen M = (m;;) € R™® und W € R¥x°,
dann sei M @ W := (m;W) € R Bzw. siche Bemerkung 2.6 der Vorlesung.

Siehe m-files.

Aufgabe 7.4 (Votieraufgabe)

Sei R(¢) := 1+(b" (I —CA)~'1 € C die Stabilitidtsfunktion einer allgemeinen Runge-Kutta Methode.
Bestimmen Sie die Stabilitatsfunktionen der folgenden Verfahren: Verfahren von Runge, Verfahren
von Heun und implizite Mittelpunktsregel. Plotten Sie das jeweilige Stabilitétsgebiet (Definition 1.38)
dieser Methoden in MATLAB.

Losungsvorschlag:

Verfahren von Runge:

hi
Yirl = yi+§f<a7z‘,yi>,

Tit1 +l’i
Yir1r = Yit+hif (JrTayH;);

Das Butcher-Tableau:

el A 00 O
4‘67: 1/2(1/2 0.
0 1

Die Stabilitatsfunktion:

R = 14+Q"UI—-cA™1

R HEIING
= e (i 1) ()



2
= 1+§(%+1>:%+<+1.

Verfahren von Heun:

n =1y + hif(xi, y)
[, yi) + f(@ig1,m)
5 )

qat
bt /7 12
R(C) = 1+¢"(I-C¢A™L

= ez (5 )< 0] ()

= 1+¢(1/2 1/2) (é ?> @

2
= 1+<(g+1):%+c+1.

Yirr = Yi + Iy

Die Stabilitdtsfunktion:

impl. Mittelpunktregel: Achtung: wurde schon in der Vorlesung besprochen.

hi Tit1 + T4
Ygl = Yi + = <—,yz‘+;)7

2 2
Tit1 + ZT;
Yie1 = Yit+hif <+T7%+§);

Das Butcher-Tableau:

cl A 1/2]1)2
v i

R() = 1+¢"I—-¢A)™1
= 1+¢1(1-¢/2)™"11

1+4¢/2

1-¢/2

Das Stabilitatsgebiet ist der griine Bereich in Figur 1, die Stabilitatsfunktionen stimmen iiberein.

Die Stabilitatsfunktion:



Im(lambda*h)

-1.5

Runge Method

-1
Re(lambda*h)

-0.5

0.5



