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- Tagesablauf Vorkurs

10:15-11:45 Uhr  Vorlesung in H11.
11:45-13:15 Uhr  Mittagessen, zum Beispiel in der Mensa nebenan.

13:15-14:15Uhr - Ubungszeit: Bearbeitung der Aufgabenblatter in
Kleingruppen in H11 und H13.

14:15-14:45 Uhr  Besprechung der Ubungsaufgaben

Hinweis zu Vorlesungszeiten

Oft werden an deutschen Universitaten die Vorlesungszeiten ,cum

tempore“(lat. mit Zeit) oder kurz c.t. angegeben: Unsere Vorlesungszeit
ist 10-12 Uhr c t.

Universitat Frankfurt Horn - Vorkurs Mathematik 1/15



- Wiederholung

Beweisverfahren fur A = B

Direkter Beweis A=>C = ---=C =8B

Kontraposition Zeige: =B = —A

Widerspruchsbeweise  Zeige: Aus der Annahme A A =B folgt ein
Widerspruch.

Induktionsprinzip
Sei A(-) eine Aussageform mit Variable in den naturlichen Zahlen N.
Angenommen
) es gilt A(1) und
il) fir alle nattrliche Zahlen n gilt:
Aus A(n) folgt A(n + 1).

Dann gilt A(n) fUr alle natdrliche Zahlen n.

v,
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Plan fur heute

= Einflhrung in die Mengenlehre
= Modulo Rechnen
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- Naive Mengenlehre nach Cantor

Definition 21

Eine Menge M ist eine Zusammenfassung von bestimmten
wohlunterscheidbaren Objekten unserer Anschauung und unseres
Denkens (welche die Elemente der Menge genannt werden) zu einem
Ganzen.

Fdr ein Element m von M schreiben wirm € M.

Beispiele:
Zahlmengen: N Menge der natlrlichen Zahlen

Z  Menge der ganzen Zahlen

Q Menge der rationalen Zahlen

R Menge der reellen Zahlen

1) {5,/2,30031, %} {} heien Mengenklammern.

i) Menge der Geraden in der Ebene.

V) Menge der Studierenden in diesem Horsaal.
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- Teilmenge und leere Menge

Definition 22

Sein M eine Menge. Eine Menge N heilt Teilmenge von M, in Zeichen
N c M, wenn firallen € N giltn € M.

Insbesondere sind zwei Mengen N und M gleich, N = M, wenn N ¢ M
und M C N.

Beispiel:
) NCZCcQCR
ii) SeiP die Menge der Primzahlen, dannist P C N.
i) {5, %} c {5,v/2,30031, % }.

Definition 23

Die Menge, die kein Element enthalt, nennen wir leere Menge, in
Zeichen @.
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- Beschreibung von Menge

i) Durch Aufzahlung ihrer Elemente. Zum Beispiel: M = {1,2,3,4,5}.

iI) Als Teilmenge einer bekannten Menge durch Angabe einer
Auswahleigenschaft: Sei M eine Menge und A(m) eine
Aussageform mit Variable m € M. Dann existiert eine Menge

{meM]|A(Mm)}cM

In Worten ist dies die Menge der m € M, sodass A(m) gilt. Nach
dem vertikalen Strich folgt also eine Bedingung, die die Elemente
dieser Teilmenge erflllen mussen.

Definition 24

Aussageform auf einer Menge Sei M eine Menge. Eine Aussageform
A(m) auf M ist ein sprachliches Gebilde, dass von einer freien Variable
m abhangt und nach Einsetzen eines Wertes fir m € M zu einer
Aussage wird.
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Beschreibung von Mengen
Beispiele

i) SeiM =Zund A(n) =,n ist gerade". Dann ist
{n € Z| A(n)} = Menge der geraden Zahlen.

) SeiM = NundA(n) =,n > 1 und n hat nur die Teiler +£1 und +n".
Dannist

{n e N|A(n)} = Menge der Primzahlen.
i) SeiM=TR,a,b e RundA(x) =,x > aund x < b". Dann ist
[a,b] := {x e R| A(x)} = Das abgeschlossene Intervall von a bis b.

Analog definieren wir

(a,b] = {x e R | a < x < b} halboffenes Intervall,
[a,b) = {x € R | a < x < b} halboffenes Intervall,
(a,b) = {x e R|a < x < b} offenes Intervall.

Universitat Frankfurt Horn - Vorkurs Mathematik 7/].5



- Vereinigung und Schnitt

Definition 25

Seien M und N Mengen.
Die Vereinigung von M und N, in Zeichen
MU N, ist definiert als

MUN={x|xeMVxeN}.

MUN
Der Schnitt von M und N, in Zeichen MNN,
ist definiert als
MNN={x|xeM AxeN}
Falls M NN = &, bezeichnen wir M und N
als disjunkt.
MNN
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I\/Iengenoperationen
Beispiele

) M={1,2},N=1{2,3}. DanrnMUN = {1,2,3} und M NN = {2}
ii) Sei M eine Menge. DannM U & = M und MN @ = @. Verhélt sich
wie 0 in Z.

iil) Sei M eine Menge. Seien A(-) und B(-) Aussageformen mit
Variable in M und sei

Msg={meM|A(m)} sowie Mg={meM]|B(m)}.
Dannist
MaUMg = {m e M | A(m)VB(m)}, ManMg ={m e M| A(m)AB(m)}.
V) ZN{xeR|x>0}=N
NU{meZ|m<0} =2
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I\/Iengenoperationen
Komplement

Definition 26

Seien M und N Mengen.
Die Differenz M \ N, gesprochen ,M ohne
N*, ist definiert als

M\ N
MAN={meM|m¢N} M.
Falls N C M, bezeichnen wir M \ N als
das Komplement von N in M und schrei-
ben kurz N°. N°

Beispiele:
) SeiM ={1,2},N={2,3}. DannM\ N = {1} und N\ M = {3}.
i) @ c Rand Q° = Menge der irrationalen Zahlen.
i) Sei G ={n € Z|ngerade} = G° = Menge der ungeraden Zahlen. 10/15
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- demorgansche Regel fur Mengen

Lemma 27

Sei M eine Menge und S, T ¢ M
Teilmengen, dann gilt g‘
) (SuT)e=8nTe
) (SNT)e=S8°UTe
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Beweis.

Seix € M. Dann gilt x € SU T genau dann, wenn x € Soderx € T.
Bezeichne mit A(x) die Aussageform auf M ,x € S“und mit B(x) die
Aussageform auf M ,x € T*. Dannist x € SU T genau dann wenn
A(X) V B(x). Alsoist x € (SU T)° genau dann wenn

LeMorgan, SAX)AN-B(X) & x¢SAx¢ET

oxeSaxeT L xesenTe

=(A(X) v B(x))

Seix € M. Dann gilt x € SN T genau dann, wenn A(x) und B(x) mit
den Aussageformen A(x) und B(x) wie zuvor. Also istx € (SN T)°
genau dann, wenn

deMorgan

=(A(X) AB(x)) SAX)V-B(X) & x¢SVvxéT

oxeSvxeT &L xeseuTe

Universitat Frankfurt Horn - Vorkurs Mathematik 12/15



- Modulo Rechnen

Lemma 28 (Teilen mit Rest)

Sein,m € Z und m > 1, dann existiert ein k € Z und ein
re{0,...,m— 1}, sodass

n=km-+r. )
Beweis.
Definiere k € Z als die groRte ganze Zahl, sodass mk < n. Existiert da n
eine obere Schranke. Dannistr:=n —mk € {0,...,m —1}. O]
Definition 29

In der Situation des obigen Lemmas bezeichnen wir r als den Rest von
n beim Teilen durch m und schreiben kurzr=n mod m ("n modulo
m”).
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- Modulo Rechnen

Beispiel: 10 mod 3=1, 10 mod 11 =10, 10 mod 5= 0.

Nach Definition gilt: n = 0 mod m genau, dann wenn mjn.

Lemma 30
Seienny,...,ns € Zund m € Z\ {0}, sodass
ny=ny modm und n3z=ng; modm,

dann ist
i) ny +n3 mod M= ny+ng mod m.
i) ntns mod M = nyny mod M.

Beispiel: 37+ 65 mod 3=1+2 mod 3=0 mod 3 = 3|37+65.
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Beweis von Lemma 29.

Seienk; € Zundr; € {0,...,m — 1}, sodass n; = k;m + r;. Nach
Voraussetzungistr;y = rp und ry = ry.
Esistn; +ns = (kl +k3)m+f1 +r3 und
Ng + Ny = (ko + kg)m + 1 + r3. Dann existiert k € {0,1} und
re{0,...,m—1} sodassry +ro = km+r. Also ist
ni+ns = (ki + ks +kK)m+rundng +ny = (ko + kg +K)m+r.
Insbesondere stimmen die Reste beim Teilen durch m Uberein.
Esist nins = kiksm? + (kqrs + riks)m -+ rirs und
Nang = kokym? + (Kary + roky)m + rory. Dann existiert
ke{0,...,m—1}undre{0,...,m—1},sodass rirs = km+r.
Dann ist nyns = kiksm? + (kyrs + riks + k)m + r und
Nang = kokym? + (Kory + roky + k)m + r. Damit stimmen die Reste
beim Teilen durch m Uberein.
]

v
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Dezimaldarstellung und Quersumme

Dezimaldarstellung ganzer Zahlen. Es ist eine Konvention in unserer
Gesellschaft Zahlen aufzuschreiben. So ist

657 = 610> +5-10" +7-10°.
Allgemeiner meint eine Dezimaldarstellung

Ne...No=nk-1054+---4+ny-10+ng

Definition 31

Die Quersumme einer ganzen Zahl n mit Dezimaldarstellung ng . .. ng
ist
N+ ---+no.
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- Teilbarkeitskriterium

Satz 32

Sein € Z. Die Quersumme von n ist durch 3 teilbar genau dann, wenn n
durch 3 teilbar ist. )

Beweis.

Sein = ng...ng in Dezimaldarstellung. Wir verwenden Lemma 29 und
dass 10 =1 mod 3. Dann ist

n mod 3 = ng-10A+---+n;-104#ny mod 3 = nNg-1+---+n;-1 mod 3.
Der letzte Ausdruck ist die Quersumme. Also gilt

3|n ©&n=0 mod3 <« Quersumme=0 mod 3
< 3| Quersumme.

v
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