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Übungsblatt 2

Aufgabe 1 (5 Punkte)

(a) Wir betrachten die Lie-Algebren

h :=


0 a c
0 0 b
0 0 0

 : a, b ∈ R

 und l :=


 0 t x
−t 0 y
0 0 0

 : t, x, y ∈ R

 .

(h ist die Heisenberg-Algebra.) Entscheiden Sie, ob h und l auflösbar und/oder nilpotent
sind.

(b) Sie g eine Lie-Algebra. Zeigen Sie: Ist a ein auflösbares Ideal in g und ist g/a auflösbar,
so ist g auflösbar.

Aufgabe 2 (7 Punkte)

Die stereographische Projektion bildet die Einheitssphäre S2 ⊂ R3 bijektiv auf C ∪ {∞} ab
vermöge

φ : (x1, x2, x3) 7→
x1 + ix2
1− x3

.

Die Gruppe

SU(2) =

{(
α β
−β̄ ᾱ

)
: α, β ∈ C, |α|2 + |β|2 = 1

}
operiert auf C∪{∞} via Möbiustransformation. Das Liften dieser Operation entlang φ gibt
eine Operation von SU(2) auf S2 die für g ∈ SU(2) explizit gegeben ist durch

g ·

x1
x2
x3

 =

Re(α2 − β2) − Im(α2 + β2) −2Re(αβ)
Im(α2 − β2) Re(α2 + β2) −2 Im(αβ)

Re(αβ̄) − Im(αβ̄) |α2 − |β2|

x1
x2
x3

 . (1)

Sei Φ : SU(2) → R3×3 die Abbildung, die ein Element aus SU(2) auf die Matrix aus Glei-
chung (1) abbildet.

(a) Berechnen Sie dΦ auf der su(2)-Basis(
i 0
0 −i

)
,

(
0 1
−1 0

)
,

(
0 i
i 0

)
indem Sie für jede dieser 2× 2-Matrizen Φ(exp tX) bei t = 0 differenzieren.

(b) Zeigen Sie, dass dΦ eine Bijektion su(2) → so(3) ist.

(c) Zeigen Sie, dass Φ eine Surjektion SU(2) → SO(3) und in einer Umgebung der Identität
ein Diffeomorphismus ist.



(d) Zeigen Sie, dass der Kern von Φ aus ±1 besteht.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Zeigen Sie, dass ad : sl(2,C) → End(sl(2,C)) = gl(3,C) duch einen Isomorphismus von
Lie-Algebren sl(2,C) ∼= so(3,C) faktorisiert.
Hinweis: Killing-Form.

Abgabe in der Vorlesung am Montag, den 6. November.


