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- Tagesablauf Vorkurs

10:15-11:45 Uhr ~ Vorlesung in H8.
11:45-13:15 Uhr  Mittagessen, zum Beispiel in der Mensa nebenan.

13:15-14:15Uhr - Ubungszeit: Bearbeitung der Aufgabenblatter in
Kleingruppen in H4 und H8.

14:15-14:45 Uhr  Besprechung der Ubungsaufgaben

Hinweis zu Vorlesungszeiten

Oft werden an deutschen Universitaten die Vorlesungszeiten ,cum

tempore“(lat. mit Zeit) oder kurz c.t. angegeben: Unsere Vorlesungszeit
ist 10-12 Uhr c t.
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- Wiederholung

Einflhrung in die Mengenlehre
Seien M, N Mengen.

Nc M Teilmenge MnNN  Schnitt
MUN  Vereinigung o ={} leere Menge
N° Komplement M\ N  Differenz
M| Kardinalitat
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Plan fur heute

= Abbildungen
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- Abbildungen

Definition 33 (Abbildung/Funktion)

Seien M, N Mengen. Eine Abbildung oder Funktion f von M nach N ist
eine Vorschrift, die jedem m € M genau ein Element f(m) € N
zuordnet. Wir schreiben

f:M—=N, m~f(m).

Wir bezeichnen
i) M als Definitionsmenge oder Definitionsbereich von f,
i) N als Zielmenge oder Zielbereich von f,
ii) m+— f(m) als Abbildungsvorschrift,
) f(m) als Bild oder Funktionswert von m € M unter f.

Y
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- Abbildungen
Beispiele

I) fi: R - R, x+— 2|X| ist eine \/‘) f6 : {a,b,c,d} N {1’2,374}’
Abbildung. am2b—4.c—3,d—3

1) f2: N = N,n— g istkeine definiert eine Abbildung.
Abbildung, da zum Beispiel 1
kein Funktionswert in N
zugeordnet wird.

i) f3: N = Q,n+ Jisteine
Abbildung.

v) fy i R — R, x — (y, sodass
x = 3y) ist eine Abbildung, da
die Gleichung eindeutig losbar

ist.

V) f5: R — R,x > (y, sodass
y? = Xx) ist keine Abbildung, da Abbildung: Pfeildiagramm
die Gleichung fir x > 0 zwei der Abbildung fs

Losungen hat, fir x < 0 keine.
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Abbildungen
Gleichheit

Definition 34

Zwei Abbildungen f: My — N1, g : My — N, sind gleich, wenn
= sie die gleiche Definitionsmenge haben, in Zeichen M; = M,
= sie die gleiche Zielmenge haben, in Zeichen Ny = Ny, und

= die Abbildungsvorschrift Gbereinstimmt, in Zeichen
vm € My =My : f(m) = g(m).

Beispiel:
|) Die Abbildungenfi : R — R, x — 2|x| und g1 : R>¢ — R, x — 2|x|
sind nicht gleich.

ii) Die Abbildungenfy : R — R, x — (Y, sodass x = 3y) und die
Abbildung g4 : R — R, x + % sind gleich.
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- Bild und Urbild

Definition 35
Seif: M — N eine Abbildung. Seien T ¢ M, S C N Teilmengen, dann ist
m das Bild f(T) von T unter f definiert als die Menge

f(T)={n e N|esexistiertt e T: f(t) =n} C N.
m das Urbild f~1(S) von S unter f definiert als die Menge

f1(S)={meM|f(m)e S} c M.

m das Bild der Abbildung f die Menge f(M) C N.

Vorsicht: Bild und Urbild sind flir Mengen definiert.
Seim € M, dann ist f{(m) € M der Funktionswert, aber f({m}) = {f(m)}
das Bild von {m} unter f.
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- Bild und Urbild

fe:{a,b,c,d} — {1,2,3,4},

a—2,b—4c—3,d—3
Bilder:

fo({c, d}) = {3}
fﬁ({avb}) = {274}'
Das Bild von fg ist {2, 3,4}

Urbilder:

fol({1}) = 2.
fg1({1,2,4}) = {a,b}.
fs 1 ({3}) = {c.d}.

Abbildung: Pfeildiagramm
der Abbildung fs
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- injektivtat

Definition 36

Eine Abbildung f: M — N heil3t injektiv, wenn fur alle n,m € M gilt, falls
n # mdann f(n) # f(m).

m Obige Abbildung fg ist nicht injektiv, da f(c) = f(d), aber ¢ # d.
m f; : R — R, x — 2|x] ist nicht injektiv, da f(1) = f(—1).
B g1 : R>o — R, x — 2|x] ist injektiv.
Um die Injektivitat zu beweisen, zeigt man die Kontraposition. Das
heil3t wir zeigen

,Seim,n € Mmit f(m) = f(n), dann folgtm =n."

Beweis der Injektivitat von g;.

Sei X,y € R>g, sodass 2|x| = 2|y|. Dax,y > 0 folgt 2x = 2y, also x = y.
Damit ist gy injektiv. O
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- Surjektivitat

Definition 37

Eine Abbildung f: M — N heil3t surjektiv, wenn fir alle n € N ein
m € M existiert, sodass f(m) = n.

m Obige Abbildung fg ist nicht surjektiv, da fur keinm € {a, b, c,d}
gilt f(m) = 1.
m f; : R — R, x — 2|x] ist nicht surjektiv, da fur alle x € R gilt 2|x| > 0.
m hy : R — Rxo,Xx — 2|x| ist surjektiv.
Flr den Beweis der Surjektivitat missen wir fir jedes n € N ein Urbild
m € f~1(n) finden.
Beweis der Surjektivitat von h;.

Seiy € R>o. Dannistx = £ € R, sodass hy (x) = 2|£| = y. Damitist hy
surjektiv. O]
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- Bijekiiviat

Definition 38 J

Eine Abbildung f: M — N heilt bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv
ist.

Charakterisierung in Form der Urbilder:

injektiv. Alle n € N haben hochstens ein Urbild unter f.
surjektiv  Alle n € N haben mindestens ein Urbild unter f.

bijektiv.  Alle n € N haben genau ein Urbild unter f.
Beispiel: F1 : R>g — Rx¢, X — 2|x| = 2x ist bijektiv.

Definition 39

Seif: M — N eine bijektive Abbildung, dann ist die Umkehrabbildung
f~1: N — M definiert durch

n+— (m, sodass f(m)=n).
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- Mehr Beispiele

B F1: R>o — Rxg, X — 2x ist bijektiv. Die Umkehrfunktion von Fy ist
Fl_l : RZO — RZny — %X.

m G:Z — Z,n — n+ 1ist bijektiv. Die Umkehrabbildung ist
G ':Z—-Zn—n-1.

m H:{a,b,c,d} — {1,2,3,4} mit

a—2b—4c—3,d—1

ist bijektiv. Die Umkehrabbildung !’
H=1:{1,2,3,4} — {a,b,c,d} ist <
gegeben durch

1—d,2—a,3—c,4—b.
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