Minustlirme als Grundlage
fur kollektive Entdeckungen
in den Klassen 3 und 4

Kollektive Entde-
ckungen im Ma-
thematikunterricht
— Lernchancen fir
alle

Birgit Brandt & Gyde Hock

Kollektive Lernumgebungen bieten im Fach
Mathematik auch fir Lernende mit Schwierig-
keiten die Mdglichkeit, an Entdeckungen teil-
zuhaben und so zu neuen mathematischen
Einsichten zu gelangen. Dies wollen wir im
Folgenden am Beispiel des substantiellen Auf-
gabenformats Minustirme (Wittmann & Mdiller
1992) vorstellen.

Belen® lehnt sich tiber den Tisch und ruft gesti-
kulierend: ,Das muss man nach Grél3e ordnen,
grol3, grof3, grof3, dann immer kleiner, immer
kleiner, dann wird’s immer kleiner!* Das Mad-
chen ihr gegeniber erwidert an eine dritte
Partnerin gewand: ,Warte — die hat Recht!“und
Belen beginnt zu singen ,Jajajajaja...“. Ein
Junge gehdrt ebenfalls zur Gruppe und schaut
auf das grol3e blaue Plakat, das vor ihnen auf
dem Tisch liegt und auf dem Ergebnisse ihrer
individuell errechneten Mi-
nustirme strukturiert ge-
sammelt werden sollen. Es
handelt sich bei dieser Klei-
nen Situationsbeschreibung
um die dritte Mathematik-
stunde einer
einheit zur kollektiven Aus-
einandersetzung mit dem
Aufgabenformat ,Minustlr-
me“ nach dem Muster
,Think — Pair —Square® (s.
unten). Im Anschluss an
diese kurze Gesprachsse-
guenz sortieren die Kinder
ihre Ergebnisse auf dem
gemeinsamen Plakat.

Unterrichts-

Die Einsicht in Muster und Strukturen als
wichtiges Ubergeordnetes Ziel der Bildungs-
standards Mathematik birgt zahlreiche Mog-
lichkeiten zur kollektiven Erkundung und Er-
schlieldung bereits im Grundschulalter. Das zu
Beginn beschriebene Madchen Belen fallt in
Einzelarbeiten haufig durch geringes Konzent-
rationsvermdgen, hohen Bewegungsdrang und
grofRes Bedurfnis nach Unterstiitzung durch die
Lehrkraft auf. Das selbststandige Bearbeiten
von Aufgaben gelingt ihr selten und jede Ab-

! Zur Anonymisierung sind die Namen geandert.



lenkung ist willkommen. Belen nahm im Rah-
men des Forschungsprojektes ,Kollektive
Problemlésestile” (Brandt & Hoeck 2011) mit
zusammen mit ihrer Klasse und ihrem Lern-
partner Amin uber ein Jahr an mehreren Unter-
richtsangeboten teil, die jeweils kollektive Ar-
beitsformen fur die Erarbeitung unterschiedli-
cher mathematischer Themen zu Grunde leg-
ten. Auffallig war hier, dass Belen wiederholt
Entdeckungen mathematischer Art machen
konnte, die von ihren jeweiligen Partnerinnen
und Partnern gewdrdigt wurden (s. Eingangs-
beispiel), sie aber auch h&aufig erst durch das
strukturierte Vorgehen ihrer Teampartner/innen
die Moglichkeit erhielt, mathematische Beson-
derheiten als Muster zu erkennen und mit
ihnen lernforderlich zu arbeiten.

Mary 396

Belen Aber, 396, ja!

Mary 396. Was kommt dann? (...)
jetzt kommt 200

Belen 297.

Mary 297. Ey, fallt euch was
auf? Hier ist immer 9 o-
der 8.

Belen Ja, ge-

Tina 9 oder 8

Belen Guck mal. [tippt auf das
Plakat] 9, 9, 9, 9, 9, 9,
8, 9, 9. Ja immer in der
Mitte ist fast (immer) 9!

Diese Entdeckung fiihrte im Anschluss zur
Kontrolle der Rechnungen, die von dem ent-
deckten Muster abweichen — und schlief3lich
zur Korrektur der Ergebnisliste auf dem Poster
(siehe Foto).

Durch entsprechende Aufgabenstellungen
(s. Aufgabenmaterial) wurden die Schilerinnen
und Schuler eines dritten Schuljahres sensibili-
siert, gemeinsam mathematische Ph&nomene
zu untersuchen und ihre Entdeckungen ande-
ren zuganglich zu machen. Ein zentrales An-

liegen war jeweils zu klaren, ob alle Beteiligten
das Erarbeitete verstanden haben und man
sich Uber die Darstellung der Ergebnisse einig
ist. Kinder mit Lernschwierigkeiten dirfen in
solch einem Unterrichtsgeflige nicht als ,Brem-
se“ in der Gruppenphase empfunden werden —
und sie durfen nicht bereits zu Beginn den An-
schluss an die inhaltlichen Aushandlungen ver-
lieren und in eine passive und unaufmerksame
Rolle verfallen. Die Aufgabenformate fur kollek-
tive Entdeckungen miuissen daher so viele
neue Elemente enthalten, dass es fiur jeden
oder jede etwas zu entdecken gibt und nicht
die Leistungsstarkeren von vornherein die Tu-
tor-Rolle innehaben und den anderen erklaren,
wie eine Aufgabe zu I@sen ist.

Das Aufgabenformat der Minustirme eig-
net sich gut fir ein solches Vorhaben, da es
eine Vielzahl an strukturellen Besonderheiten
aufweist, die bereits Grundschulkinder mathe-
matisch herausarbeiten konnen (s. Kasten).

Wabhle drei Ziffernkarten.

v
Bilde aus den drei Ziffern
die grofte Zahl.
Nein Bilde aus den drei Ziffern

die klein‘s’re Zahl.

v

Berechne den Unterschied.

Hat das Ergebnis die
—‘ gleichen Ziffern wie ‘

das vorhergehende?

JA

Strukturiertes Vorgehen von in diesem Sinne



kompeteren Kindern hilft hierbei gerade auch
Schilerinnen und Schilern mit Lernschwierig-
keiten, die dadurch die Chance erhalten, eige-
ne Entdeckungen einflieRen zu lassen.

Was gibt es an Minustiirmen zu entdecken?

e Die Zehnerziffer jeder Differenz ist immer 9.

e Die Summe aus der Hunderterziffer und der Ei-
nerziffer ist immer 9.

e Es sind nur folgende Ergebnisse moglich: 198,
297, 396, 495, 594, 693, 792, 891°. (Vielfache
von 99!)

e Die Hunderterziffern sind absteigend, die Ei-
nerziffer aufsteigend. (ab 2. Stockwerk)

e Das ,Endergebnis” ist 495, dann wiederholt sich
die letzte Rechnung 954-459=495.

e Es gibt hochstens 5 verschiedene Stockwerke.
(Spatestens im 6. Stockwerk wiederholt sich die
495.)3

e Die Stockwerke treten immer in der gleichen
Reihenfolge auf.

Ohne ein gewachsenes Lernklima, in dem
gegenseitige Wertschatzung und Verantwort-
lichkeit far
partner/innen selbstverstandlich sind, kann
solch eine Kooperation allerdings nicht gelin-
gen. Um das entsprechende Lernklima zu
starken, kann es zum Beispiel sinnvoll sein,
leistungsmafig heterogene Forscherteams zu
bilden, die mit einem gemeinsam gewahlten
Namen zur Identifikation mit der Gruppe und
der Aufgabe beitragen. Ebenso sollten immer
wieder Kommunikations- und Kooperationsre-
geln gezielt angesprochen und nach der Part-
ner- und Gruppenarbeit reflektiert werden, in-
dem ein Aspekt im gemeinsamen Arbeitsauf-

sich selbst und seine Lern-

? Die 891 tritt nur auf, wenn die 0 als Startziffer zugelas-
sen ist.

3 Will man auch hier Zusammenhéange erkunden, ist die-
ser Unterschied zu beachten und sollte sprachlich klar
geregelt werden. Oft notieren die Kinder in ihren Minus-
turmen auch die erste Wiederholung, denn erst wenn
das Ergebnis 495 nochmals auftritt, sind sie sich sicher,
dass es sich wiederholt.

trag mit fokussiert wird, etwa ,Wir hoéren uns
gegenseitig gut zu“ oder ,Achtet darauf, dass
jeder zu Wort kommt® (siehe Arbeitsauftrage).
Durch einen entsprechenden Teamvertrag, in
dem die aktive Beteiligung aller besonders un-
terstrichen wird, kann die Integration von leis-
tungsschwacheren Schiilerinnen und Schulern
weiter geférdert werden. Zudem ist es sinnvoll,
auf Sympathien in der Partner- und Gruppen-
zusammensetzung zu achten — gerade auch,
um Kindern mit Schwierigkeiten emotionale Si-
cherheit und Unterstitzung zu bieten. Der Pro-
zess der gegenseitigen Wertschatzung und
Verantwortlichkeit lasst sich dabei durch lan-
gerfristige Lernpartnerschaften unterstiitzen.*

Ein Kklarer organisatorischer Rahmen, der
das Wechselspiel zwischen eigenen Erkundi-
gungen und den Austausch mit anderen struk-
turiert, kann den Kindern bei kollektiven Entde-
ckungen eine wertvolle Hilfe sein. Eine von
Kindern im 3. und 4. Schuljahr gut zu bewalti-
gende Kooperationsform ist ,Think — Pair —
Square®, in der jedes Kind zunachst alleine
erste Erkundigungen machen kann, die in einer
(bewéhrten) Partnerschaft in einem ersten
Austausch zusammengefihrt werden.

Think — Pair — Square

©O

...dann als ...und in der
Paar... Gruppe!

Erst allein...

* Viele praxisnahe Anregungen und Hinweise zur geziel-
ten Forderung kollektiver Lernprozesse gibt das Projekt
»1alking and Thinking Together*.
http://thinkingtogether.educ.cam.ac.uk/resources/



Abschluss bildet dann eine Vierergruppe, in
der sich zwei Paare treffen — gerade auch leis-
tungsschwacheren Kindern kann diese gestaf-
felte Kooperation zusatzlich Sicherheit geben.
In der oben beschriebenen Unterrichtseinheit
wurde zunachst mit einer individuellen Phase
des Rechnens begonnen, indem jedes Kind
eigene Minustirme nach folgendem Prinzip
entwarf: Eine strukturierte Turmvorlage (An-
hang) kann dabei insbesondere Kindern mit
entsprechenden  Schwierigkeiten  behilflich
sein, sich hier zunachst auf das geordnete
Sammeln von Minustirmen als Datengrundla-
ge fur weitere Uberlegungen zu konzentrieren.

Startzahlen:, 70‘

Besonderheit: W&ZWW SMW

In Partnerarbeit werden die entstandenen
individuellen Produkte anschlieRend gemein-
sam gesichtet — dabei sollte jeder Partner et-
was Uber seine Arbeit zu berichten haben. Als
Grundlage dient ein erster kleiner Erkundungs-
auftrag zur individuellen Auseinandersetzung
mit den eigenen Rechnungen. Als Angebot zur
naturlichen Differenzierung ist dieser nicht auf
eine bestimmte strukturelle Beziehung ausge-
richtet. Besonders am Minusturm kann auch
eine emotionale Beziehung zu den gewéhlten
Startzahlen sein — ein Uber das gesamte Leis-
tungsspektrum beliebter Zugang.

Die systematische Veradnderung der Startzah-
len im Eingangsbeispiel ist wohl eher diesem
emotionalen Moment geschuldet, ermoglicht
aber in spateren Phasen Entdeckungen auf
struktureller Ebene — etwa Zusammenhénge
zwischen Startzahl und Turmhdhe.

Das gemeinsame Sichten und Sortieren
der Turme kann auch Anlass sein zur gegen-
seitigen Kontrolle der Tuirme. Hier hat es sich
aber gezeigt, dass die Kontrolle durch die
Lehrkraft zusétzlich wichtig ist, da sich bei ein-
schleichenden Rechenfehlern spater keine
RegelmaRigkeiten feststellen lassen (vgl. auch
PIK AS>). Dies ist gerade fiir die Kinder mit
Lernschwierigkeiten von grol3er Bedeutung, da
sonst Irritationen Uberhand nehmen und Miss-
erfolge vorprogrammiert sind. Wenn, wie im
oben stehenden Beispiel, sich eine ,8“ zwi-
schen die Neunen schiebt, ist dies als Fehler
schnell festzustellen und verhindert nicht die
Entdeckung, dass sich auf der Zehnerstelle je-
weils die ,9“ befindet. So halt dies die Gruppe
um Belen — nach dem obigen Gesprachsaus-
schnitt — auf ihrem Plakat fest.

In der Vierergruppe steht den Kindern aus-
reichend Material fur vielfaltige Erkundung zur
Verfiigung — dabei sind sie mit einem Teil
durch die Partnerarbeit schon recht gut vertraut
und kdnnen sich so leichter einen Gesamt-
Uberblick verschaffen. Der Gruppenauftrag zielt
nun genauer auf eine strukturelle Besonderheit
der Minustirme: die Ergebniszahlen. Nach der
ersten Rechnung mit frei gewéhlten Startzah-
len treten die ,Stockwerke® der Minustirme

® http://www.pikas.tu-
dortmund.de/upload/Material/Haus_7 - Gute -
_Aufgaben/IM/Informationstexte/Haus_7_IM_Minustuer
me.pdf


http://www.pikas.tu-dortmund.de/upload/Material/Haus_7_-_Gute_-_Aufgaben/IM/Informationstexte/Haus_7_IM_Minustuerme.pdf
http://www.pikas.tu-dortmund.de/upload/Material/Haus_7_-_Gute_-_Aufgaben/IM/Informationstexte/Haus_7_IM_Minustuerme.pdf
http://www.pikas.tu-dortmund.de/upload/Material/Haus_7_-_Gute_-_Aufgaben/IM/Informationstexte/Haus_7_IM_Minustuerme.pdf
http://www.pikas.tu-dortmund.de/upload/Material/Haus_7_-_Gute_-_Aufgaben/IM/Informationstexte/Haus_7_IM_Minustuerme.pdf

immer in einer festen Reihenfolge auf, dabei
kann natirlich bereits die erste Rechnung das
,endergebnis® (495) ergeben — die fett ge-
druckten Ergebnisse treten, wenn Uberhaupt,
nur im ersten Rechenschritt auf:

198 297 396

891 | 792 693 594 | 495

Durch die dritte Phase des ,Square®, in der die
kontrollierten Ergebnisse aller Gruppenmitglie-
der in das Gesamtergebnis einflieRen, erfahren
gerade auch die leistungsschwéacheren Kinder
eine konkrete Teilhabe am gemeinsamen Ar-
beitsprozess und am Gruppenprodukt. Allein
das Einbringen eines eigenen Turms kann als
individuelles Involviertsein bereits eine gunsti-
ge Ausgangsbasis fir nachhaltige Lernerfolge
schaffen — so findet sich auf dem Plakat der
oben erwahnten Gruppe auch die Bemerkung:
,uns ist aufgefallen das Amin und Belen jeweils
3 Tirme haben.” Welche der moglichen Be-
sonderheiten dieser sich wiederholenden Er-
gebniszahlen dann von den Gruppen betrach-
tet wird, ist hingegen nicht festgelegt. Durch
das Auflisten der Ergebniszahlen der GroRRe
nach und untereinander ist die sich wiederho-
lende ,Mitte“ besonders auffallig. Sogar die
mathematische Begrindung fur das Auftau-
chen der ,9°
schlossen werden (siehe Bild). Nachdem also
in der individuellen Arbeitsphase dieser Uber-
trag immer wieder — auch von Belen — ,geubt*
wurde, wird nun in der Gruppenphase dieser
Ubertrag begriindend in den Blick genommen
und so Einsicht in den Algorithmus gewonnen.

konnte somit zusammen er-

Im anschlieRenden Klassenplenum, in dem
die verschiedenen Gruppenergebnisse vorge-
stellt und gewdirdigt werden, zeigt sich zu-
nachst die Vielfalt der Entdeckungen. Hier

kénnen und sollten nun auch die Beziehungen
der verschiedenen Entdeckungen angespro-
chen werden — dabei ist die Lehrperson be-
sonders gefordert, da sie daflr verantwortlich
ist, die gesammelten Entdeckungen fachlich
richtig und kindgemafl im Gesprach zusam-
menzufihren und Klarheit Uber die besonderen
Strukturen der Minusturme fur alle zu schaffen.
Die intensive Auseinandersetzung im Vorfeld
mit mathematischen Gesprachen in vertrauten
Partnerschaften und Kleingruppen kann gera-
de leistungsschwacheren Kindern eine Stitze
sein, in diesen Gesprachen langer ,am Ball“ zu
bleiben und verschiedene Ideen mit der eige-
nen Einsicht zu verkntpfen.

Im Forschungsprojekt ,Kollektive Prob-
lemlésestile“ wurden die Kinder im Anschluss
an den letzten Unterrichtsbaustein jeweils zu-
sammen mit der jeweiligen Lernpartnerin / dem
jeweiligen Lernpartner tber ihre Erfahrungen
interviewt. Alle Kinder haben sich positiv geéau-
Bert — und wirden ihre Partnerschaften gerne
im Mathematikunterricht weiter fihren. Auch
Belen ist in diesem abschlielRenden Interview
Uberzeugt davon, dass man zusammen besser
rechnen kann als allein und als ihr Partner A-
min meint, er rechnet am liebsten mit Mad-
chen, wie ihr, weil: ,Ja weil die so schlauer sind
als ich und so ja“ bleibt ihr der Mund offen
stehen.
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Minustiirme bauen

Wihle drei verschiedene Ziffern zwischenOund 9, z.B. 3,0

und 7. Bilde die gro3te und die kleinste Zahl mit den drei
Ziffern und berechne die Differenz, also 730-37=693. Aus den
Ziffern des Ergebnisses bildest du wieder die grote und die
kleinste Zahl. Rechne so lange, bis sich das Ergebnis wiederholt.

Waéhle verschiedene Startzahlen und baue verschiede Minustiirme.
Benutze die Turmvorlage!

o  Suche dir den Turm aus, der dir am besten gefallt. Was
findest du besonders an ihm. Erklare!

o) Hast du noch andere Ideen, Entdeckungen oder Fragen zu
Minustlirmen? Schreibe sie auf eine Entdeckerkarte!

Minustiirme vergleichen und sortieren

Stellt euch gegenseitig eure besonderen Minustiirme
vor — erklart genau, was das Besondere daran ist.

Vergleicht und ordnet alle Tirme sinnvoll. Erklart, wie ihr sortiert
habt.

o  Wasist euer hdchster Turm, was euer niedrigster? Welche
Startzahlen habt ihr fiir die besonders hohen und besonders
niedrigen Tlirme gewahlt?

O  Habtihrnoch andere Ideen, Entdeckungen oder Fragen?
Schreibt sie zusammen auf eine Entdeckerkarte!

Ergebniszahlen von Minustiirmen

Ihr sollt zusammen ein Plakat zu Minustlrmen erstellen.
Sammelt und vergleicht dazu von euren Minustiirmen
@ @die Ergebnisse aus allen Stockwerken.

Sortiert die Ergebnisszahlen sinnvoll und schreibt sie fiir eure
Prasentation auf das Plakat. Erklart, wie ihr sortiert habt. Schaut
euch die Zahlen gut an. Was féllt euch auf?

o  Sammelt zundachst moglichst viele verschiedene Gedanken
auf einer Ideenliste. Achtet darauf, dass jeder zu Wort
kommt!

o Einigt euch auf eine besondere gemeinsame Entdeckung.
Schreibt sie auf euer Plakat, so dass andere sie gut verstehen
kénnen. Findet ihr eine Erklarung fir diese Entdeckung?

So haben wir sortiert:




Turmvorlage

Mein besonderer Turm:

Startzahlen:
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