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1 Faserprodukte

Wir wollen nun das richtige Produkt in der Kategorie der Schemata kennenlernen.
Dazu miissen wir erst einige Tatsachen iiber das Tensorprodukte wiederholen.

Proposition 1.1 Es seien M und N Moduln iiber dem Ring A. Dann gibt es ein Paar
(T, g) bestehend aus einem A-Modul 7" und einer A-bilinearen Abbildung

g:MxN-—>T,

so dass gilt:

Fiir jeden A-Modul P und jede A-bilineare Abbildung f : M x N — P gibt es genau
einen A-Modulhomomorphismus (also eine lineare Abbildung) ¢ : T — P, so dass
folgendes Diagramm kommutiert:

Sind (T, g) und (1", g’) zwei Paare mit dieser Eigenschalft, so existiert genau ein Iso-
morphismus j : T'— 17" mit jog = ¢'.

Beweis : Die Eindeutigkeitsaussage folgt leicht aus der universellen Eigenschaft.
Um die Existenz zu zeigen, betrachten wir den freien A-Modul

c= @ A

(z,y)eM XN

Die Elemente von C sind Linearkombinationen der Form > Ay €(z,y), WObei
(z,y)EM XN
€(z,y) die kanonische Basis des freien A-Moduls @  Aist.
(z,y)eEM XN
Es sei D der Untermodul von C, der von allen Elementen der folgenden Form fiir

(z,y) € M und a € A erzeugt wird:

Cla+a'y) — C(zy) — Ca'y)
Czy+y) — Czy) ~ Clzy)
€laz,y) — OC(zy)

Clzay) — AC(zy)



Wir setzen T' = C'/ D und bezeichnen mit  ® y das Bild von e, ,;) € C'im Quotienten
T.Dann wird T als A-Modul von den Elementen der Form z®y fiirx € M undy € N
erzeugt. Es gilt ferner in T’

(z+a)ey=r0y+r' @y,
rRy+y)=zyt+zey,
(ar)@y=alr®y) =2 (ay).

Daher ist die Abbildung
g: M xN—=T,

definiert durch g(z,y) = = ® y, bilinear. Ist f : M x N — P eine beliebige bili-
neare Abbildung in einen A-Modul P, so kénnen wir durch e, ,) — f(z,y) einen
A-Modulhomomorphismus ¢ : C — P definieren. Da f bilinear ist, verschwindet
¢ auf D. Also erhalten wir einen A-Modulhomomorphismus ¢ : 7" — P. Es ist
o ®y) = @ew,y)) = f(z,y). Also gilt p o g = f. Da T durch die Elemente der
Form z ® y erzeugt ist, ist ¢ durch diese Bedingung eindeutig bestimmt. O

Wir nennen 7" das Tensorprodukt von M und N und bezeichnenesals T = M ®4 N
oder M ® N. Als A-Modul ist M ®4 N von allen Elementen der Form

r@y(mitz € Mundy € N) erzeugt. Diese werden auch als reine Tensoren be-
zeichnet. Ein beliebiges Element in M ®4 N hat also die Form ) a; z; ® y; mit

=1
a; € A, x; € Mund y; € N.

Proposition1.2 i) Sind M;, ..., M, A-Moduln, so gibt es ein Paar (T, g)
bestehend aus einem A-Modul T und einer multilinearen Abbildung
g: M x..x M, —T,sodass gilt:
Fiir jeden A-Modul P und jede multilineare Abbildung f : My x ... x M, — P
existiert genau ein A-Modulhomomorphismus ¢ : T — P mit po g = f.

ii) Sind M, N und P drei A-Moduln, so gibt es eindeutig bestimmte Isomorphis-
men
Q) M@sN > Nos M
b) (M @A N)®@AP — M®s(N®sP)—+M@sN®@aP
) MEN)R®AP— (M®aP)d(N®aP)
d) A®a M — M,
so dass jeweils folgende Bedingungen erfiillt sind:

aA) TRY— YR
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b) z®y)®:—rR([Y®2)—HIRYR2
o (r,yY®z— (rR@2,y®2)

de®@z—ax

Beweis : Man definiert die gewtiinschten Isomorphismen und ihre Umkehrabbildun-
gen durch die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts. O

Nun betrachten wir einen Ring A und zwei A-Algebren B und C. Dann sind B und
C insbesondere A-Moduln, also existiert das Tensorprodukt B ® 4 C =: D. Wir be-
trachten die Abbildung

BxCxBx(C — B®sC=D
(byc, b, ) — b @cc

Diese ist A-linear in jedem Faktor und induziert daher nach Proposition 1.1 einen
A-Modulhomomorphismus

BR4C®R®4B®4C — D.

Nach1.2ist B4 C®4 B4 C ~ (B4 C)®4 (B4 C)=D ®4 D. Also erhalten
wir einen A-Modulhomomorphismus . : D ®4 D — D mit der Eigenschaft ;(b ®
¢, b @) = bb' @ ec/. Damit haben wir auf dem Tensorprodukt D = B ®4 C eine
Multiplikation definiert, die D zu einem kommutativen Ring mit Einselement 1z ®1¢
macht. Uber den Ringhomomorphismus

A — D=B®sC

a — alp®lg=1®alc

wird D zu einer A-Algebra.
Ferner haben wir A-Algebrenhomomorphismen

B —- D=B®sC
b — b®le

und

C —- D=B®sC

c = l1p®ec.
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Proposition 1.3 Die A-Algebra B ® 4 C hat folgende universelle Eigenschaft. Ist £
eine beliebige A-Algebra zusammen mit A-Algebrenhomomorphismen

8:B—FE und ~v:C = E,

so existiert genau ein A-Algebrenhomomorphismus ¢ : B ®4 C — E, so dass das

Diagramm
B
N
Bo,C— g
\ /
C
kommutiert.

Beweis : Wir betrachten die bilineare Abbildung

BesC — FE
(b,c) = B(b)v(c).

Man rechnet nach, dass der A-Modulhomomorphismus ¢ : B&4C — E zu (j,), der
nach der universellen Eigenschaft 1.1 existiert, mit den Ringstrukturen vertraglich ist.
]

Nun wollen wir Faserprodukte von Schemata definieren. Fiir affine Schemata werden
wir diese spéter mit Hilfe des Tensorprodukts konstruieren.

Definition 1.4 Es sei S ein Basisschema. Sind X und Y S-Schemata, so heifst ein S-
Schema Z zusammen mit zwei S-Morphismenp : Z — X und ¢ : Z — Y Faserpro-
dukt von X und Y tiber S, falls gilt:

Fiir jedes S-Schema T' zusammen mit S-Morphismen 7' — X und T — Y gibt es
genau einen S-Morphismus T' — Z, so dass folgendes Diagramm kommutiert:

N

Y
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Falls das Faserprodukt Z von X und Y {iiber S existiert, so ist es durch die uni-
verselle Eigenschaft bis auf eindeutigen Isomorphismus eindeutig bestimmt. Wir
bezeichnen es mit Z = X xg Y und nennen die Abbildungenp : X xsY — X und
qg: X xgY — Y die Projektionen.

Zur Erinnerung: Ein S-Schema ist ein Schema X zusammen mit einem Morphismus
f:X = 8Snd(X,f: X = S)und (Y,g : Y — S) zwei S-Schemata, so ist ein
S-Morphismus von X nach Y ein Morphismus h : X — Y/, so dass das Diagramm

X % Y
S
kommutativ ist.

Proposition 1.5 Ist S = Spec A affin und sind X = Spec B und Y = SpecC affine
S-Schemata, so ist Z = Spec (B ® 4 C) zusammen mit den Morphismen Z — X und
Z — Y, die von den Ringhomomorphismen B -+ B®4 C und C — B® 4 C induziert
werden, das Faserprodukt von X und Y iiber S.

Beweis : Zu den Schemamorphismen X — S und Y — S gehoren Ringhomomor-
phismen A — B und A — C. Diese machen B und C zu A-Algebren. Wir priifen
die universelle Eigenschaft von Z = Spec (B ®4 C) nach. Es sei T' ein S-Schema zu-
sammen mit S-Morphismen 7" —+ X = SpecB und T'— Y = SpecC. Nach [KA],
Proposition 7.19 ist fiir jedes affine Schema Spec D die Abbildung

Mor (T, Spec D) — Homginge (D, Or(T'))

bijektiv. Also gibt es Ringhomomorphismen A — Or(T), B — Or(T) und
C — Orp(T), so dass die Diagramme

A < T und A < j

kommutativ sind. Also sind B — Or(T) und C' — Or(T') A-Algebrenhomomorphis-
men. Nach Proposition 1.3 existiert genau ein A-Algebrahomomorphismus

p:B®sC— Op(T),
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so dass das Diagramm

%

kommutiert. Also gibt  es genau  einen S-Schemamorphismus
T — Z = Spec (B ®4 C), so dass das Diagramm

N\

Spec

kommutiert. O

Lemma 1.6 Es seien X und Y S-Schemata, so dass das Faserprodukt X xg Y exis-
tiert. Mit p : X xg Y — X bezeichnen wir die Projektion nach X. Fiir jedes offene
Unterschema U von X ist dann das offene Unterschema p~*(U) C X x Y das Faser-
produkt von U und Y tiber S.

Beweis : Wir priifen nach, dass p~!(U) zusammen mit den auf p~! (U) eingeschrinkte
Projektionen die universelle Eigenschaft des Faserproduktes U x g Y erfiillt. Sei T" ein
S-Schema zusammen mit S-Morphismen 7' — U und 7' — Y. Dann betrachten wir
T — U — X und erhalten aufgrund der universellen Eigenschaft des Faserprodukts
genau einen Morphismus

f:T - X xg,
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der das Diagramm

/

T XXSY

Y

kommutativ macht.
Also liegt po f(T) in der offenen Teilmenge U von X. Somit ist f(T") C p~!(U). Daher
gibt es genau einen S-Morphismus f : T — p~!(U), der das Diagramm

N

kommutativ macht. O

Lemma 1.7 Esseien X und Y S-Schemata und { X };c eine offene Uberdeckung von
X. Existieren dann alle Faserprodukte X; xs Y, so existiert auch das Faserprodukt
X xgY. Analog gilt fiir eine offene Uberdeckung {Y:}ier von Y: Existieren alle Fa-
serprodukte X Xx g Y;, so existiert auch X xg Y.

Beweis : Es sei p; : X; xg Y — X, die Projektion nach X;. Wir setzen fiir alle 4, j € I

Uyj=p; ' (XinX;) C Xi xsY.

Dann ist U;; nach Lemma 1.6 das Faserprodukt von X; N X; mit Y tber S. Auf-
grund der Eindeutigkeitsaussage in Definition 1.4 existiert ein eindeutig bestimmter
Isomorphismus

wij Uy = Ujs.
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Wir definieren nun ein neues Schema Z wie folgt: Der topologische Raum ist Z =

L]

U(X; xgY)/ ~, wobei a ~ b genau dann gilt, wenn es ¢, j mit a € U;;,b € U;; und
i€l
Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation. Den Raum Z aller Aquivalenzklassen statten wir
mit der Quotiententopologie aus. Wir haben kanonische stetige Projektionen

Di: X, xgY — Z.
Mit Z; = p;(X; x5 Y') bezeichnen wir das Bild in Z.Esist offenund p; : X; xsY — Z;
ist ein Homoomorphismus. Ferner gilt p;(U,;) = Z; N Z; = p;(Uj;). Wir setzen

Oz, = p;, Ox;xsv

Der Isomorphismus <p§j : Ou,, =~ (i)« Ou,, liefert Isomorphismen
Qij - OZleij = Pi. (OXJ'XSY\U.H) = Pj. (Osz‘>

= Pj. (Qoij*)oUij = Di. (OUij) = Di. (OXiXsYWu) = Ozi\zmzj .

Mit Hilfe dieser Isomorphismen definieren wir wie folgt eine Garbe Oz auf Z. Fir
U C Z sei

Oz(U) ={(si)ier : 8: € Oz,(UN Z;) : ij(s5 lunzinz,) = si lunzinz, firallei,j}

Dann ist (Z,0yz) ein Schema (UA). Wir nennen dieses Schema ,die Verklebung
der X; xg Y entlang der Isomorphismen ¢;;”. Wir behaupten, dass (Z,0z) die
universelle Eigenschaft des Faserprodukts von X und Y tiber S hat.

Die Projektionen
pi:X;ixgY — X;

und
Qi:Xi XsY =Y

erfilllen pjop;; =p; und gjoy;; =¢;. Also kénnen wir sie zu Projektionen
p:Z — Xundq: Z — Y zusammenkleben.

Sei nun T ein S-Schema mit S-Morphismen 7' % X und T % Y. Wir setzen
T, = a '(X;) C T. Dann existiert fiir jedes i € I genau ein S-Morphismus
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fi : Ti = X; x5 Y, der das Diagramm

X
X

T, — s X;xsY

\N /
Y
kommutativ macht.

Aufgrund der Eindeutigkeit ist ¢;; o f; = f; auf T; N T;. Also verkleben sich die f;
zu einem S-Morphismus f : T — Z. Dieser ist eindeutig bestimmt, da seine Ein-
schrankung auf alle T; eindeutig bestimmt ist. Die analoge Aussage fiir Y zeigt man
genauso. 0

Lemma 1.8 Es sei U C S ein offenes Unterschema. Esseienu : X — Sundv:Y — S
zwel S-Schemata, so dass v : X — S als

S

Falls das Faserprodukt X x; v~ (U) existiert, so ist X xy v—!(U) auch das Faserpro-
dukt von X und Y iiber S, d.h. es gilt

faktorisiert.

X xpo ' (U)~ X xsY.

Beweis : Es sei T ein S-Schema mit S-Morphismena : T — X undb: T — Y. Da

T——— X

S
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kommutiert, faktorisiert der Strukturmorphismus 7" — S iiber U. Nun kommutiert
das Diagramm

T4b>Y

N\

U\v
S

also gilt b(T) C v=1(U). Es existiert also genau ein Morphismus

T— X Xy ’Ufl(U),

so dass
X
T X xpv~'(U)
\ v HU)
Y
kommutiert. Daraus folgt die Behauptung. O

Satz 1.9 Es sei S ein beliebiges Schema und X und Y seien zwei S-Schemata. Dann
existiert das Faserprodukt X xg Y.

Beweis : Es seien v : X — Sund v : Y — S die Strukturmorphismen. Wir wih-
len eine offene affine Uberdeckung (S:)ier von S und betrachten die offenen affinen
Unterschemata X; = v~ 1(S;) C X und Y; = v=1(S;) C Y. Jetzt wihlen wir offene af-
fine Uberdeckungen ( Ui;)jes und (Vj, )rex von X; bzw. von Y;. Dann existieren nach
Proposition 1.3 alle Faserprodukte U;; x s, U;,. Wir halten i € I und k € K fest. Dann
konnen wir die (U;; xs, Vj, )jes nach Lemma 1.7 zu dem Faserprodukt X; xgs, V;,
verkleben. Wir wenden Lemma 1.7 erneut an und verkleben die (X; xg, V;, )rex zZu
dem Faserprodukt X; xg, Y;. Nach Lemma 1.8 gilt X; x5, ¥; = X; x5 Y. Jetzt wenden
wir wieder Lemma 1.7 auf die offene Uberdeckung {X;};c; von X an und verkleben
die X; xgYzuX xgY. |
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Proposition 1.10 Es seien X, Y und Z S-Schemata fiir ein beliebiges Basisschema 5.
Dann gilt:

i) Es gibt kanonische Isomorphismen

XXSS ~ X
XXSY ~ YXSXund
(X ><5Y) XSZ ~ XXS (Y XsZ)

2

ii) Esseia : Z — Y ein Y-Schema, das wir via Z — Y — S als S-Schema
betrachten. Dann gibt es einen kanonischen Isomorphismus von S-Schemata
(X xsY) xy Z~X xgZ,wobei wir X xgY tiber die Projektion X xgY — Y
als Y-Schema auffassen.

iii) Sind f : X - X' und g : Y — Y’ Morphismen von S-Schemata, so existiert
genau ein Morphismus

fxg: XxgY =X xgY,

der das folgende Diagramm kommutativ macht:

X—f>X/

d &
fxg

XxgY —= X' xgY'

Y ————Y’

iv) Esseieni : U < X und j : V < Y offene Unterschemata. Dann induziert der
Morphismus
ixj:UxgV—=>XxgY

einen Isomorphismus von U x g V auf das offene Unterschema p~ (U) Ng~ (V)
von X xgY.

Beweis :
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i)

Ist a : T — S ein beliebiges S-Schema, so gibt es nur einen S-Morphismus
T — S, also einen Morphismus, der

T ——— 8§
S

kommutativ macht, ndmlich den Strukturmorphismus a selbst.
Sind somit S-Morphismen f : 7' — X und g : T' — S vorgegeben, so ist g = a,
und es existiert genau ein Morphismus 7' — X, ndmlich f, der das Diagramm

A
N,

S

kommutativ ist. X erfiillt also die universelle Eigenschaft des Faserprodukts
von X mit S tiber S. Daher gibt es wegen der Eindeutigkeit des Faserproduktes
genau einen Isomorphismus

X xgS— X,

X
N
Xxg§——"—7X

N

kommutiert. Diesen nennt man kanonisch.

so dass das Diagramm

Analog zeigt man die anderen beiden Isomorphismen.

Wir zeigen, dass das S-Schema (X xgY') xy Z zusammen mit den Projektionen
(X xsY) xy Z P4 X xg Y P4 X und (X x5 V) xy Z P 7 die univer-
selle Eigenschaft des Faserproduktes X x g Z erfiillt. Sei T' ein S-Schema mit
S-Morphismen " — X und T" — Z. Dann definieren wir einen S-Morphismus
T — Y als Komposition

T—7Z5%Y.
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Nach der universellen Eigenschaft von X xgY gibt es einen eindeutig be-
stimmten S-Morphismus 7' — X xg Y, der das folgende Diagramm kommu-
tativ macht

N

Z\y/

Betrachten wir X x g Y tiber die Projektion als ¥Y-Schema, so ist 7' — X xg Y

ein Morphismus von Y-Schemata. Nach Konstruktion ist auch 7' — Z
ein Morphismus von Y-Schemata. Also gibt es genau einen Y-Morphismus
T — (X xsY) xy Z, der das folgende Diagramm kommutativ macht:

XXSY

o

(X xsY)xy Z

N

Dann kommutiert auch das Diagramm

X\
XXSY

T~

(X xsY)xy Z

\/
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Also erfiillt (X xgY) xy Z in der Tat die universelle Eigenschaft von X x g Z.
Daher gibt es einen eindeutig bestimmten (kanonischen) Isomorphismus

(X xsY)xy Z 5 X x5 Z,
der mit den Projektionen vertraglich ist.

iif) Wir haben Morphismen

Y —F—Y
also mit der universellen Eigenschaft des Faserproduktes die gewtinschte Ab-
bildung.

iv) Man zeigt, dass p~!(U)Ng~! (V) die universelle Eigenschaft des Faserproduktes
U xg V erfiillt.
O

Definition 1.11 Es sei S ein Basisschema und @ : X — S ein Morphismus, der X zu
einem S-Schema macht. Fiir jedes S-Schema S’ nennen wir das Faserprodukt X x .5’
zusammen mit der Projektion

a':XxSS’—>S/

den Basiswechsel von a vermoge S — S.Ist f : X — Y ein Morphismus von S-
Schemata, so heifst der S-Morphismus

fs/ = indS, X Xs Sl —Y Xg S/
der Basiswechsel von f.
Beispiel: Sei A ein Ring und X = Spec Alz1, ..., z,]/(P1, .., Py,) fur Polynome

Py, ..,P, € Alxi,..,z,). Essel ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus und
Spec B — Spec A der zugehorige Schemamorphismus. Dann ist

X Xspec A Spec B = Spec Blw1, ..., p]/(0(P1), ..., o(Ppn))
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der Basiswechsel des A-Schemas X mit Spec B. Hier ist ¢(P;) das Bild von P,
unter der Fortsetzung von ¢ zu einem Ringhomomorphismus A [z, ..., z,] —
Bz, oy Xy

Definition 1.12 Es sei f : X — Y ein beliebiger Morphismus von Schemata. Fiir
jedes y € Y betrachten wir den Restklassenkorper «(y). Es existiert ein natiirlicher
Morphismus

Speci(y) = Y,

der den einzigen Punkt in Spec x(y) auf y abbildet. Der Basiswechsel von f mit dem
Y-Schema k(y)
fy : Xy = X xy Speck(y) = Speck(y)

heifst Faser von f im Punkt y.

Beispiel: Sei 0 # m € Z und X = SpecZ|z, y]/(xy — m) mit dem natiirlichen Mor-
phismus X — SpecZ. Dann ist die Faser von X tiber (0) € SpecZ das Q-Schema

Xq = SpecQ[z, yl/(zy — m) ~ SpecQ[z, 1/z].

Fir jede Primzahl p ist die Faser von X tber (p) € SpecZ das F,-Schema
Xr, = SpecF,[z, y]/(xzy — m). Es ist Xp, ~ SpecF,[z, 1/z], falls p { m, und
Xr, ~ SpecF,[z, y]/(zy), falls p/m. Im zweiten Fall zerfallt Xy, in zwei irreduzible
Komponenten.

Bemerkung 1.13 Essei f : X — Y ein Schemamorphismus. Fiirjedes y € Y induziert
dann die erste Projektion

p: X, =X Xy Speck(y) - X

einen Homdomorphismus des Schemas X, auf die Faser f~!(y) C X, ausgestattet
mit der Relativtopologie.

Beweis : Wir konnen nach Ubergang zu einer offenen affinen Umgebung U ~ Spec A
um y annehmen, dass Y affin ist. Sei p das Primideal in A zu y.

Ferner sei V' C X eine offene affine Teilmenge. Nach Lemma 1.6 ist
p 1 (V) ~ V xy Speck(y). Also geniigt es, die Behauptung fiir alle offenen affinen
Teilmengen von X zu zeigen. Wir kénnen daher X ~ Spec B affin annehmen. Sei
¢ : A = B der Ringhomomorphismus zu f: X — Y. Nach Proposition 1.5 ist
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X, ~ Spec (B ®4 k(y)) und p: X, = X gehort zu dem nattirlichen Ringhomomor-
phismus B — B ®4 £(y) = B ®a Ap/pA,. Wir zerlegen diesen Homomorphismus in
zwei Teile:

BL Boa Ay Boa (A, /pAy).

Essei S = ¢(A\ p). Dann ist die Abbildung

S™'B — B®aA,
b/p(a) — b®1/a

ein Isomorphismus. (Das Tensorprodukt vertauscht ndmlich mit Lokalisierungen,

siehe Ubungen.)

Also vermittelt f eine Bijektion von Spec (B ®4 A,) auf die Menge der Primideale in

B, die disjunkt zu ¢(A \ p) sind.

Ferner prift man nach, dass g einen Isomorphismus

ST'B/p(p)ST!B S B®a (A, /pAy) induziert, denn die linke Seite besitzt die

universelle Eigenschaft des Tensorproduktes rechts. Also vermittelt g eine Bijektion

von Spec (B® 4 (Ap/pA,)) auf die Menge der Primideale in S~! B, die iiber ¢(p)S~—'B

liegen.

Daher induziert die Komposition g o f eine Bijektion von Spec (B ®4 (A, /pA,)) auf

die Menge aller Primideale in B, die tiber ¢(p) B liegen und disjunkt zu ¢ (A \ p) sind.

Das sind genau die Primideale ¢ C B mit ¢~!(q) = p. Daraus folgt die Behauptung.
t

Definition 1.14 Es sei P eine Eigenschaft eines Morphismus von Schemata. Wir sa-
gen, P ist stabil unter Basiswechsel, falls gilt:
Erfullt f : X — Y die Eigenschaft P, so erfiillt fiir jeden Morphismus Y’ — Y auch
der Basiswechsel

fy i X xy Y =Y’

die Eigenschaft P.

Proposition 1.15 Offene Immersionen sind stabil unter Basiswechsel.
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Beweis:Seii : X — Y eine offene Immersion, also ein Isomorphismus auf eine offene
Teilmenge V' C Y. Wir betrachten fiir Y — Y das Diagramm

X Xy Y —— Y’

| b

X -t Y
Aus X ~ V folgt X xy Y’ 2 x Xy g V) =~ g }(V) C Y’ also folgt die Behaup-
tung. O

Proposition 1.16 Sei P eine Eigenschaft von Schemamorphismen, die stabil unter Ba-
siswechsel ist. Sind X und Y S-Schemata und f : X — Y ein S-Morphismus, der P
erfiillt, so erfiillt fiir jedes S-Schema Z auch

indleXSZ%YXSZ
die Eigenschaft P.
Beweis : Da P stabil unter Basiswechsel ist, erfiillt auch der Basis-
wechsel X xy (Y xsZ) =Y xsZ von f die Eigenschaft P. Nun ist

X xsZ~Xxy (Y xgZ) mnach Proposition 1.10, und die Abbildung
X xsZ~X xy (Y xgZ) - Y xg Z macht das Diagramm

x—1 oy
X xXgZ—Y xgZ
| .
L—7
kommutativ. Sie stimmt also mit f x idz tiberein. |

Proposition 1.17 Es sei P eine Eigenschaft von Schemamorphismen, die stabil unter
Basiswechsel und Komposition ist. Erfiillen f : X — Sund g : Y — S die Eigenschaft
P, so erfiillt auch

fxg: X xgY 5 S5%xgS5~8

die Eigenschaft P.
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Beweis : Wir konnen f x g als Komposition

XxgY X gusy oy S s

schreiben. Der Morphismus X xg Y Uaing S xgY ~Y ist die Projektion auf Y, also
der Basiswechsel von f mitY — S. O

Definition 1.18 Es sei S ein beliebiges Schema. Dann gibt es einen eindeutigen Mor-
phismus S — SpecZ. Das Schema A% = AgpeCZ Xspecz S = SpecZ[xy, ..., Tn] Xspecz S
heifit n-dimensionaler affiner Raum iiber S.

Das Schema P% = ]P’gpecZ Xspecz S = ProjZ[xo, ..., Tpn]| Xspecz S heifst n-dimensionaler
projektiver Raum iiber S.

Da Ag,e. 4 =~ Spec Alzy, ..., xn] und Pg,. 4 = ProjAlz, ..., z,] (siehe Ubungen) ist,
passt dies mit unseren friitheren Definitionen zusammen.

Definition 1.19 Ein Morphismus f : X — S heift projektiv, falls es eine abgeschlos-
sene Immersion i : X — PY fiir ein n 2 0 gibt, so dass

S
kommutiert, d.h. so dass 7 ein S-Morphismus ist.

Beispiele:

i) Fiir jedes S ist die Projektion
p:Pg— S

projektiv.

ii) Jede abgeschlossene Immersion f : X — S ist projektiv, die Bedingung ist dann
fir P% = S erfiillt.

iii) Fiir jeses homogene Ideal a C A[zy, ..., z,] ist der Morphismus
Proj A[zo, ..., x,]/a — Spec A

projektiv.
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2 Eigenschaften von Schemata und ihren Morphismen

Definition 2.1 Ein Schema X heifit reduziert, falls fiir alle z € X der Halm Ox_, ein
reduzierter Ring ist.

Lemma 2.2 i) Ein affines Schema X ~ Spec A ist genau dann reduziert, wenn A
reduziert ist.

ii) Ein Schema X ist genau dann reduziert, wenn fiir alle offenen Teilmengen
U C X der Ring Ox (U) reduziert ist.

Beweis : Ein Ring A ist genau dann reduziert, wenn das Nilradikal
NilA=V0={feA: f* =0fiireinn >0}
gleich Null ist.

i) Firr jede multiplikative Teilmenge S C A gilt Nil(S7!'4) = S~!Nil(A)
(Ubungsaufgabe). Ist A ein reduzierter Ring, so ist somit fiir jedes Primideal
p € Spec A auch A, reduziert. Also ist definitionsgemafs Spec A reduziert. Um-
gekehrt nehmen wir an, dass X ~ Spec A reduziert ist, d.h. alle Halme Ox ,
sind reduziert. Ist s € A ~ Ox(X) ein nilpotentes Element, so ist also fiir alle
x € X der Keim s, = 0. Daraus folgt s = 0, d.h. A ist reduziert.

ii) Dasselbe Argument wie in i) zeigt, dass in einem reduzierten Schema X alle
Ringe Ox (U) reduziert sind. Wir nehmen umgekehrt an, alle Ox (U) sind redu-
ziert. Es sei X = |JU; mit U; ~ Spec A, eine offene affine Uberdeckung von X.

1
Dann ist A; ~ Ox (U;) reduziert, also ist nach i) U; ein reduziertes Schema. Da
fur alle z € U; gilt Ox, , = Oy, 2, ist X ein reduziertes Schema.
O

Satz2.3 i) Ist X ein beliebiges Schema, so gibt es ein eindeutig bestimmtes abge-
schlossenes Unterschema
i X X
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von X, das denselben unterliegenden topologischen Raum hat.
Ist f : Y — X ein Morphismus von einem reduzierten Schema Y nach X, so
gibt es genau einen Morphismus

g:Y — X™4,

so dass das Diagramm

Y ! X

N A

Xred

kommutativ ist.

ii) Fiir jede abgeschlossene Teilmenge Z von X gibt es genau eine Strukturgarbe,
die Z zu einem reduzierten abgeschlossenen Unterschema von X macht.

Beweis :

i) Wir definieren fiir alle U C X offen
NU)={s€Ox({U):s, €Nil(Ox, ) furallex € U}.

N(U) ist ein Ideal in Ox (U). Man priift leicht nach, dass N eine Untergarbe
von Oy ist. Die Quotientengarbe Ox /N ist eine Garbe von Ringen auf X. Es sei
Xred der lokal geringte Raum (X, Ox /N).Ist U ~ Spec A C X eine offene affine
Teilmenge, so sei i : Spec A/Nil (A) — Spec A die abgeschlossene Immersion
zur Quotientenabbildung A — A/Nil (A) (siehe [KA], Lemma 7.15). Fiir jedes
g € Aist

Kemn #(D(g)) = Nil (4), = N(D(g)),

wie man leicht nachpriift (Ubungsaufgabe). Daraus folgt Kerni* = N|;;. Also
ist (U, Oy /(N|v)) =~ Spec (A/Nil (A)) ein affines Schema. Somit hat X" eine
offene Uberdeckung aus reduzierten affinen Schemata, es ist also ein reduzier-
tes Schema.

Wir definieren i : X™ — X durch die Identitdt auf dem topologischen Raum
X und die kanonische Garbenabbildung

i*: Ox — Ox/N.

Die universelle Eigenschaft von X™? priift man nun auf einer offenen affinen
Uberdeckung nach (Ubungsaufgabe).
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ii) Es sei Z C X eine abgeschlossene Teilmenge. Wir priifen zundchst die Eindeu-
tigkeit einer reduzierten abgeschlossenen Unterschemastruktur (Z,0z) auf Z
nach. Ist U ~ Spec A C X offen affin, so ist (U N Z, O|ynz) ein abgeschlosse-
nes Unterschema von U = Spec A. Nach Proposition 2.4 ist dieses isomorph zu
Spec A/a fiir einIdeal a C A, und es gilt V(a) = UN Z. Da (Z, Oz) reduziert ist,
ist

O0zUNZ)=A/a
ein reduzierter Ring. Also folgt a = \/a. Somit ist a durch V(a) =U N Z ein-
deutig bestimmt nach [KA], Satz 4.7. Also ist auch (Z, Oz) eindeutig bestimmt.

Nun zeigen wir fiir Z C X abgeschlossen noch die Existenz einer reduzier-
ten abgeschlossenen Unterschemastruktur. Es sei | JU; = X eine offene af-
fine Uberdeckung. Fiir alle i ist Z N U; eine abgeszchlosssene Teilmenge von
U; ~ SpecA,, also von der Form Z N U, ~ V(a;) fir ein Ideal a; C A,.
Das reduzierte affine Schema Spec A/,/a; hat als unterliegenden topologischen
Raum gerade V(\/a;) = V(a;) ~ Z N U;. Also liefert Ospec 4/, /a; €ine Gar-
be Ozny, auf Z N U;, die Z N U; zu einem reduzierten abgeschlossenen Un-
terschema von U; macht. Aufgrund der gerade gezeigten Eindeutigkeit gilt
Oznv:lznvinu; = Ozav,|zav,nu;- Also kénnen wir die Garbe Ozny, zu einer
Garbe Oy verkleben, die Z zu einem reduzierten abgeschlossenen Unterschema
von X macht.

]

Nun miissen wir noch das folgende Resultat nachtragen:

Proposition 2.4 Es sei X = Spec A ein affines Schema und i : Z — X ein abge-
schlossenes Unterschema. Dann gibt es ein Ideal a C A und einen Isomorphismus
Z ~ Spec A/a, so dass das Diagramm

Z————SpecA/a

kommutiert. Hier ist 7 die natiirliche Abbildung aus [KA], Lemma 7.15. Insbesondere
ist jedes abgeschlossene Unterschema eines affinen Schemas selbst affin.
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Beweis von Prop. 2.4 :
Definitionsgema ist i ein Homdomorphismus

i:7Z —i(Z),

und Ox — i, Oy ist surjektiv.

Die Idealgarbe J sei der Kern dieser Garbenabbildung. Auflerdem sei a = J(X) =
Kern(Ox(X) — 0z(Z)) und i : SpecA/a — X = SpecA die zugehorige abgeschlos-
sene Immersion ([KA], Lemma 7.15). Nun kann man zeigen, dass fiir alle g € SpecA
das Ideal a4, C A, gerade J (D(g)) ist. (Das ist technisch etwas aufwandig.)

Daraus folgt fiir alle x € SpecA : a - Ox 5 = J;. Damit erhalten wir

i(Z) = {zxeX:(i.0z), #0}
= {zeX:J,#0x,:}
= {ze€X:a0x, #Oxz}
= :{x e X: (;*OSPQCA/a)m # 0}
= i(SpecA/a)

Alsoisti~!oi: Z — SpecA/a ein Homoomorphismus.
Mit Hilfe der Vertraglichkeit von J und a kann man nachpriifen, dass dies auch einen
Isomorphismus auf den Strukturgarben vermittelt. O

Korollar 2.5 Abgeschlossene Immersionen sind stabil unter Basiswechsel.

Beweis : Seii : X — Y eine beliebige abgeschlossene Immersion und f : Y/ — Y ein
Morphismus. Sei SpecA ~ U C Y eine offene affine Teilmenge und setze V = i =1 (U).
Dann ist auch

i|v V=U
eine abgeschlossene Immersion (UA). Nach Proposition 2.4 ist also V =~ SpecA/a fiir
ein Ideal a C A.
Nun sei SpecB ~ U’ C Y” eine offene affine Teilmenge mit f(U’) C U. Wir betrachten
den Basiswechsel

Ly ZXXyY/*}Y'

| )

X——y

Seite 22



Nunistiy/ (U) ~ X xy U’ (1.6)
~ Y U)xp U’ (1.8)
~ Spec(A/a®a B) (1.5)
~ Spec(B/aB), (UA),

wobei aB das via A — B erzeugte Ideal von B ist.

Ferner ist iy |, - : iy, (U') — U’ gerade der Morphismus zur Quotientenabbil-

i)
Y

dung B — B/aB (UA), also ist iy~ -
Y/

Y’ durch solche offenen affinen Teilmengen U’ iiberdecken, folgt die Behauptung. [

eine abgeschlossene Immersion. Indem wir

Definition 2.6 Ein Schema X heifit integer, wenn fiir alle offenen Teilmengen U C X
der Ring Ox (U) nullteilerfrei ist.

Lemma 2.7 Ein affines Schema X ~ Spec A ist genau dann integer, wenn A ein Inte-
gritédtsring ist.

Beweis : Ist X ~ Spec A integer, so ist A ~ Ox (X) nullteilerfrei, d.h. ein Integritats-
ring. Ist umgekehrt A ein Integritétsring, so sei U # () eine beliebige offene Teilmenge
von X = Spec A. Ferner seien s,t € Ox (U) gegeben mit

st=10

in O(U). Da A ein Integritétsring ist, ist (0) ein Primideal in A. Es sei n € Spec A
der zugehorige Punkt. Dann ist n € U. Wir betrachten die Keime s, und t, in
Ox,yn >~ Aoy = Quot A. Es ist s,t, = 0, also s, = 0 oder ¢, = 0. Nach [KA], Lem-
ma 7.4 ist Ox (U) — Ox,, injektiv, woraus s = 0 oder ¢t = 0 folgt. Daher ist Ox (U)
nullteilerfrei. O

Vorsicht: Ist X ein integres Schema, dann sind alle Ox , Integritdtsringe. Die Um-
kehrung gilt aber nicht. (Ubungsaufgabe)

Proposition 2.8 Ein Schema X ist genau dann integer, wenn X reduziert und irredu-
zibel ist.

Beweis : Falls X integer ist, so sind alle Ox (U) Integritatsringe, also insbesondere
reduziert. Daher ist X reduziert.
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Angenommen X = X; U X, fiir abgeschlossene Teilmengen X; und X5 von X. Dann
sind die offenen Teilmengen U; = X \ X; und U; = X \ X, disjunkt. Also ist nach
den Garbenaxiomen die Abbildung

Ox(UlLJUQ) — Ox(Ul)XOX(UQ)
fo= (flos flu.)

ein Isomorphismus. Da Ox(U; UU,) keine Nullteiler besitzt, folgt U; = (0 oder
U; =0, also X; = X oder X» = X. Daher ist X irreduzibel.

Wir nehmen nun an, X ist irreduzibel und reduziert. Es sei U C X of-
fen und f,g € Ox(U) mit fg = 0. Wir betrachten Yy ={z €U : f, € m;} und
Y, ={z € U: g, € m,}. Diese Teilmengen sind abgeschlossen in U (Ubungsaufga-
be). Da fiir alle z € U gilt f,g, =0 € my, folgt U = Yy UY,. Da X irreduzibel ist, ist
nach [KA], Lemma 4.9 auch U irreduzibel. Also ist U = Y} oder U = Y. Wir kénnen
ohne Einschrankung U = Yy annehmen. Essei V' C U eine beliebige offene affine Teil-
menge. Aus D(f|y) =V N (U \Yy) = 0 folgt, dass f|y nilpotent ist. Nun ist Ox (V)
reduziert, also ist f|V = 0. Also ist die Einschrankung von f auf alle offenen affinen
Teilmengen von U trivial. Daraus folgt f = 0. O

Lemma 2.9 Sei X ein irreduzibles Schema. Dann gibt es einen Punkt € X, der in
jeder nicht-leeren offenen Teilmenge U C X enthalten ist. Es gilt X = {5}, wobei {1}
der Abschluss der Einpunktmenge {7} ist. Der Punkt 1 hei3t generischer Punkt von
X.

Beweis : Sei ) # U = Spec A C X eine offene affine Teilmenge. Dann ist U nach
[KA], Lemma 4.9 irreduzibel. Nach [KA], Proposition 4.10 gilt also Spec A = V(p) =
{p} fiir ein Primideal p von A. Sei n der zugehorige Punkt in X. Esist X = {n} U
(X/U), also folgt {n} = X aus der Irreduzibilitit von X. Aus {n} = {¢} = X folgt
n = ¢ (Ubungsaufgabe), also ist  unabhénging von der Wahl von U. Da jede nicht-
leere offene Teilmenge von X eine offene affine Teilmenge von X enthalt, folgt die
Behauptung. O

Definition 2.10 i) Ein Schema X heifst noethersch, falls X eine endliche offene

affine Uberdeckung X = |J U; besitzt, so dass Ox (U;) fiirallei € {1, ..., n} ein
i=1

noetherscher Ring ist.
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ii) Ein Schema X heifst lokal noethersch, wenn jeder Punkt eine offene affine Um-
gebung U besitzt, so dass Ox (U) noethersch ist.

Beispiel:
i) Ist A ein noetherscher Ring, so ist Spec A ein noethersches Schema.

ii) Fiir jeden noetherschen Ring A ist der projektive Raum P’ ein noethersches
Schema.

Wir haben hier die Eigenschaft noethersch jeweils nur fiir eine spezielle offene affi-
ne Uberdeckung gefordert. Mit dieser Definition ist nicht a priori klar, dass fiir ein
noethersches affines Schema Spec A der Ring A noethersch sein muss. Dies folgt aber

aus dem nichsten Lemma.

Lemma 2.11 Ein Schema X ist genau dann lokal noethersch, wenn fiir jede offene
affine Teilmenge U C X der Ring Ox (U) noethersch ist.

Beweis : Sei U ~ Spec A eine offene affine Teilmenge von X. Da X eine Uberdeckung
durch Spektren noetherscher Ringe besitzt und Lokalisierungen noetherscher Ringe
noethersch sind, besitzt X eine Basis der Topologie bestehend aus Spektren noether-
scher Ringe. Somit ist U = |J U; mit U; ~ Spec B; fiir geeignete noethersche Ringe B;.
Wir wiahlen f; € A ~ Ox(U) mit D(f;) C U;. Wir betrachten die Restriktionsabbil-

dungen
Ox (U) —— Ox(U;) —— Ox(D(f;))

14 14 ¢

A B, Ay,

i

Es sei g; = fi|p,. Da das Bild von g; unter resy, p(y,) : Bi — Ay, eine Einheit ist, kon-
nen wir diesen Homomorphismus nach [KA], Lemma 5.2 zu einem Homomorphis-
mus (B;),, — Ay, fortsetzen. Dieser ist surjektiv, wie man sich anhand des obigen
Diagramms leicht iiberlegt. Also ist auch Ay, ein noetherscher Ring.

Wir kénnen daher annehmen, dass die Uberdeckung (U;); von der Form U; = D(f;)
ist. Da U =~ Spec A quasi-kompakt ist, konnen wir nach Ubergang zu einer endlichen

Teiltiberdeckung sogar U = |J D(f;) mit noetherschen Ringen A, annehmen.
i=1

Esseia C A~ Ox(U) ein Ideal. Dann ist fiir alle i das zugehorige Ideal aAy, in der
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Lokalisierung Ay, endlich erzeugt. Gilt

fur a;,, ..., a;, € aund r = r(i), so betrachten wir das Ideal b C a, das von allen
ai, (i = 1,...,n,j =1, .., 7(i)) erzeugt wird. Da nur endlich viele Indizes im Spiel
sind, ist b endlich erzeugt. Ferner gilt

bAy =ady fur i=1, .., n

Sei g ein beliebiges Element von a. Es gibt ein m = 0 mit f/"¢ € b fiir alle i. Aus

U = U D(f;) folgt (f1, ..., fn) = A. Daherist1 = ¢1f1 + ... + ¢, fy fiir geeignete
i=1

Cly oory Cp € A

Fir N 2 nm kommt in jedem Summanden der ausmultiplizierten Summe
(c1fi+ oo+ cnfn)N ein f™ vor. Alsoistg = 1g = (c1fi + ... + cufn)Ng € b, woraus
a = b folgt. Also ist a endlich erzeugt, und A ist noethersch. O

Definition 2.12 Es sei A ein Ring und B eine A-Algebra, d.h. wir haben einen Ring-
homomorphismus A — B gegeben. Dann heifst B von endlichem Typ iiber A, falls
B als A-Algebra endlich erzeugt ist, d.h. falls es einen surjektiven Homomorphismus
von A-Algebren

Y Alxy, .., 2] > B

gibt. Ist zusitzlich der Kern von ¢ ein endlich erzeugtes Ideal in A[z1, ..., ], so heifit
B von endlicher Priasentation iiber A.

Ist A noethersch, so ist nach dem Hilbertschen Basissatz auch Alzq, ..., 2]
noethersch. In diesem Fall sind die beiden Begriffe von endlichem Typ und von end-
licher Préasentation also dquivalent.

Lemma 213 i) Sind A —+ B — C Ringhomomorphismen und ist B als A-Algebra
von endlichem Typ sowie C' als B-Algebra von endlichem Typ, so ist auch C als
A-Algebra von endlichem Typ.

ii) Eine analoge Aussage wie in i) gilt fiir ,,von endlicher Prasentation”.

iii) Ist A ein Ring und g € A, so ist die Lokalisierung A, eine A-Algebra von endli-
chem Typ.
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iv) Ist A — B ein surjektiver Ringhomomorphismus, so ist B eine A-Algebra von
endlichem Typ.

Beweis : In den Ubungen. O

Definition 2.14 i) Ein Morphismus f : X — Y von Schemata heifit lokal von
endlichem Typ, falls es eine Uberdeckung von Y durch offene affine Teilmen-
gen U; ~ Spec A; gibt, so dass fiir alle i das Urbild f~!(U;) C X eine offene
affine Uberdeckung f~!(U;) = |JSpec B;, besitzt, fiir die fiir alle i und j der

j
zugehorige Ringhomomorphismus A; — B;, den Ring B;, zu einer A;-Algebra
von endlichem Typ macht.

ii) f: X — Y heifit von endlichem Typ, falls Y eine offene affine Uberdeckung
durch U; ~ Spec A; hat, so dass fiir alle i das Urbild f~!(U;) C X eine endliche

offene affine Uberdeckung f~!(U;) = |J Spec B;, besitzt, fiir die fiir alle ¢ und
j=1

Jj der Ringhomomorphismus A; — B;, den Ring B;, zu einer A;-Algebra von
endlichem Typ macht.

Definition 2.15 i) ein Morphismus f : X — Y heift lokal von endlicher Prasen-
tation, wenn die Bedingung aus Definition 2.14 i) mit ,,von endlicher Prasenta-
tion” statt ,von endlichem Typ” erfiillt ist.

Proposition 2.16 Ein Morphismus f : Spec B — Spec A ist genau dann von endli-
chem Typ, wenn der zugehorige Ringhomomorphismus A — B aus B eine A-
Algebra von endlichem Typ macht.

Ein analoges Resultat gilt fiir ,von endlicher Prasentation” statt fiir von endlichem

Typ.

Beweis : Ist A— B von endlichem Typ, so ist definitionsgemdfs auch
f : Spec B — Spec A von endlichem Typ.

Wir nehmen umgekehrt an, der Schemamorphismus f : SpecB — SpecA ist
von endlichem Typ. Nach Voraussetzung existiert eine offene affine Uberdeckung
SpecA = JU; mit U; ~ Spec4;, so dass f~}(U;) = UVi; mit V;; ~ SpecB;; fiir

7 J
A;-Algebren B;; von endlichem Typ gilt. Jedes U; ist affin, also quasi-kompakt.
Dabher ldsst es sich durch endlich viele offene Standardmengen D(h;, ) fiir h;, € A
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tiberdecken. Die Inklusion o : U; — U entspricht einem Ringhomomorphismus
¢ = resyy, : A — A;. Es gilt D(h;,) = o (D(h;)) = D(¢(h;,)), woraus
Ap,, = (Ai)g(n,,) folgt.

Ferner gilt f~1(D(h;,)) N Vg = F'Dlp(hs,)) N Vi = (Flv,) " (Dlp(hs)) =
D(p o ¢(hi,)) = Spec(Bij)pop(h,,)- Nun ist (Bij)yop(n,, ) von endlichem Typ tiber

(Ai)o(hi, ) = An,, , also nach Lemma 2.13 auch von endlichem Typ tiber A.
Es gilt Spec B, ~ D(g) = i~ *(D(g)) = D(¢(g)) ~ Spec (B;)yu(g), also By ~ (B;)(g)-
Dabher ist B, nach Lemma 2.13 eine B;-Algebra von endlichem Typ, also auch eine
A-Algebra von endlichem Typ. Wir kénnen somit nach Verfeinern der Uberdeckung
annehmen, dass alle V; offene Standardmengen der Form V; = D(g;) fiir g; € B sind.
Da Spec B quasi-kompakt ist, reichen endlich viele V; aus, um Spec B zu iiberdecken.
Fir alle j aus der endlichen Indexmenge J wihlen wir Erzeuger
bgj)/g;”(j), . bgj)/g;”(j) der A-Algebra B, aus (mit r = r(j)).
Fir b € B und ein j betrachten wir nun b/1 € B,,. Nach Voraussetzung lasst sich
dieses Element als Polynom in b(lj )/ g;“(j )by g;“‘(j ) mit Koeffizienten in A
schreiben. Daher gibt es nach Multiplikation mit einem geeignetem g} ein Polynom
in bgj )7 . bgj ), g; mit Koeffizienten in A, das gleich ¢7'b ist. Da nur endlich viele
j auftauchen, kénnen wir n unabhéngig von j wéhlen. Nun ist D(g;) = D(g}).
Aus SpecB = LEJJD(QJ”) folgt ;}(g?) = B. Also existieren Elemente h; € B mit
>, higy =1 ’ ’
JjeJ
Somit ist b = > h;g}'b ein Polynom in allen bl(j ), g; und h; mit Koeffizienten in A.
Da dies insgesjaenflt endlich viele Elemente sind, ist B als A-Algebra endlich erzeugt.
O

Korollar 2.17 Ein Morphismus f : X — Y von Schemata ist genau dann lokal von
endlichem Typ, wenn fiir jede offene affine Teilmenge U ~ SpecA C Y und jede
offene affine Teilmenge V ~ SpecB C f~!(U) der Ringhomomorphismus A — B zu
flv : V= U den Ring B zu einer A—Algebra von endlichem Typ macht.

Beweis : Das folgt aus Proposition 2.16. O

Lemma 2.18 i) Offene Immersionen sind lokal von endlichem Typ.
ii) Abgeschlossene Immersionen sind von endlichem Typ.

iii) Sind f : X = Y und g : Y — Z Morphismen lokal von endlichem Typ bzw. von
endlichem Typ, so ist auch die Komposition go f : X — Z lokal von endlichem
Typ bzw. von endlichem Typ.
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Beweis : In den Ubungen. O

Definition 2.19 Es sei k ein Korper. Ein k-Schema X heifst algebraisch, falls der
Strukturmorphismus X — Spec k von endlichem Typ ist.

Beispiel:

i) Fur jedes Ideal a C k[z1, ..., z,] ist X = Speck[z1, ..., z,]/a ein (affines) alge-
braisches k-Schema.

ii) Fur jedes homogene Ideal b C k[zo, ..., 2] ist Proj (k[zo, ..., 2,]/b) als abge-
schlossenes Unterschema des P} ein algebraisches k-Schema.

Proposition 2.20 Es sei X ein algebraisches k-Schema. Ein Punkt z € X ist genau
dann abgeschlossen (d.h. {z} ist abgeschlossen), wenn der Restklassenkorper «(z)
eine endliche Korpererweiterung von k ist.

Beweis : Nach Voraussetzung hat X eine endliche offene affine Uberdeckung

X = U V; mit V; ~ Spec B, so dass die B; als k-Algebren von endlichem Typ sind.

Falls alle V; die Behauptung erfiillen, so auch X. Wir kénnen also annehmen, dass
X =~ Spec B affin ist. Ein Punkt = € X ist genau dann abgeschlossen, wenn das zuge-
horige Ideal in B maximal ist. Ist 2 abgeschlossen mit zugehorigem maximalen Ideal
m, C B, so gilt

k(z) ~ By, /My By, = B/m,.

Nach Lemma 2.13 ist mit B auch der Quotient x(x) ~ B/m, eine k-Algebra von
endlichem Typ. Nach [KA], Satz 3.12 ist x(z)/k eine endliche Korpererweiterung.
Ist umgekehrt x(z)/k eine endliche Korpererweiterung, so sei p, C B das Primideal
zu . Da

k C B/p. C Quot(B/p;) = By, /P2 By, = k()

gilt, ist dann x(x) erst recht als B/p,-Modul endlich erzeugt. Nach Lemma [KA], 3.9
ist B/p, also ein Korper, d.h. p, ist ein maximales Ideal. O

Lemma 2.21 Die Eigenschaften von endlichem Typ, lokal von endlichem Typ, von
endlicher Prasentation und lokal von endlicher Prasentation sind stabil unter Basis-
wechsel.
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Beweis : Nach Wahl geeigneter offener affiner Uberdeckungen fithrt man die Behaup-
tung auf folgendes Problem zurtick: Ist B eine A—Algebra mit einer der vier Eigen-
schaften aus der Behauptung und ist C' eine beliebige A—Algebra, so hatauch B 4 C
als C'—Algebra die entsprechende Eigenschaft. Dies folgt aus der Tatsache, dass ein
surjektiver A—Algebren-Homomorphismus

(x) Alz1,...,x,] > B
nach Tensorieren mit C einen surjektiven C'—Algebren-Homomorphismus
Clz1, .. zy]) = Alz1,...,2,] ®4 C — By C

ergibt, dessen Kern als Ideal in Clx; ...x,] von denselben Erzeugern erzeugt wird
wie der Kern von (x). O

3 Separierte und eigentliche Morphismen

Wir betrachten zunéchst einen topologischen Raum 7. Der Raum 7 ist genau dann
Hausdorffsch, wenn das Bild der Diagonalabbildung
AT — TxT

x = (z,x)

eine abgeschlossene Teilmenge von T' x T ist. Eine dhnliche Bedingung kann man fiir
Schemata formulieren.

Definition 3.1 Essei f : X — Y ein Morphismus von Schemata.
i) Die Diagonalabbildung zu f ist definiert als der eindeutige Morphismus
Ap: X - X xy X,

der folgendes Diagramm kommutativ macht:

Die Existenz von A ¢ folgt natiirlich aus der universellen Eigenschaft des Faser-
produktes.
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ii) Der Morphismus f heifit separiert, falls Ay eine abgeschlossene Immersion ist.
In diesem Fall sagen wir auch einfach, X ist separiert tiber Y.

iif) Ein Schema X heifit separiert, falls der eindeutig bestimmte Morphismus
X — SpecZ separiert ist.

Nun sind Schemata nur in trivialen Féllen Hausdorffsch als topologische Raume.
Trotzdem ist separiert eine sinnvolle Eigenschaft. Ein separiertes Schema muss nam-
lich nicht Hausdorffsch als topologischer Raum sein. Das liegt daran, dass der to-
pologische Raum des Schemas X Xgpecz X im allgemeinen nicht das Produkt des
topologischen Raumes zu X mit sich selbst ist (siehe Ubungen).

Proposition 3.2 Ist f : Spec B — Spec A ein Morphismus zwischen affinen Schemata,
so ist f separiert. Insbesondere ist jedes affine Schema separiert.

Beweis : f entspricht einem Ringhomomorphismus ¢ : A — B. Die Diagonalabbil-
dung Ay : Spec B — Spec B Xgpec 4 Spec B >~ Spec B ® 4 B wird von dem Ringhomo-
morphismus

Yv:B®s B — B,
Zai(bi®cl-) — Z@(ai)bwi

induziert. Dieser Ringhomomorphismus 1 definiert ndmlich einen Schemamorphis-
mus Spec B — Spec (B ®4 B), der das definierende Diagramm zu Ay kommutativ
macht. Da 1 surjektiv ist, ist A ; eine abgeschlossene Immersion. O

Beispiel: Es sei k ein Korper und X; = A} sowie X» = A. Wir betrachten die offenen
Teilmengen U; = A} \ {0} C X3 und Uy = A} \ {0} C X5.Sei ¢ =id : Uy — Us.
Entlang dieser Abbildung verkleben wir X; und X3 zu einem Schema X. Wir erhalten
eine affine Gerade A} mit doppeltem Nullpunkt:

L1

Das Faserprodukt X Xgpecx X ist dann die affine Ebene A? mit verdoppelten Koor-
dinatenachsen und vierfachem Nullpunkt. Das Bild der Diagonalabbildung enthalt
aber nur zwei dieser Nullpunkte. Es ist also nicht abgeschlossen (Ubungsaufgabe).

Lemma 3.3 i) Offene und abgeschlossene Immersionen sind separiert.
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ii)

iif)

Separiertheit ist stabil unter Komposition.

Separiertheit ist stabil unter Basiswechsel.

Beweis :

i)

iif)

Ist i : U — X eine offene Immersion, so ist U xx U ~ U xy U = U nach Pro-

p1
position 1.8 und Proposition 1.10. Die Diagonalabbildung A; : U — U x x U ist
also ein Isomorphismus. Ist ¢ : ¥ < X eine abgeschlossene Immersion, so sei
Spec A ~ U C X eine offene affine Teilmenge. Dann ist

7;|7;—1(U) : Z_l(U) —U ~ SpeCA

eine abgeschlossene Immersion. Nach Proposition 2.4 ist i~ (U) ~ Spec A/a
fir ein Ideal a C A. Nun ist i }(U) xy X ~ i }(U) xy i 1(U) eine of-
fene Teilmenge von X xy X. Ferner ist A;|;-1(y) gerade die Diagonal-
abbildung Spec A/a ~ i~ (U) — i~ *(U) xy i~ *(U) ~ Spec(A/a ®4 A/a), und
p1: Spec(A/a ®4 A/a) — Spec A/a ist ein Isomorphismus, denn

Ala — A/a®y A/a
at+a — (a+a)®l

ist ein Isomorphismus. Also ist A; auf i~} (U) ~ Spec A/a ein Isomorphismus.
Daher ist A; ein Isomorphismus und insbesondere eine abgeschlossene Immer-
sion.

Esseien f: X — Y und g : Y — Z separiert, das heifst Ay : X — X xy X und
Ay Y =Y x 7Y sind abgeschlossene Immersionen.

Die Diagonalabbildung Agf: X - X xz X ist die Kompositi-
on von Ap: X —=->XXxyX~XxyY xyX mit dem Morphismus
idy x Ay xidx : X Xy VY xy X = X xy (Y xzY) xy X ~ X xz X,
denn diese Komposition macht das verlangte Diagramm kommutativ. (Wir
benutzen hier Proposition 1.10.)

Nun sind abgeschlossene Immersionen nach Korollar 2.5 stabil unter Basis-
wechsel, also ist nach Proposition 1.16 auch id x x A4 xid x eine abgeschlossene
Immersion. Da abgeschlossene Immersionen stabil unter Komposition sind
(Ubungsaufgabe), folgt die Behauptung.

Essei f : X — Y separiertund g : Y’ — Y ein beliebiger Morphismus. Es sei
X' =X Xy Y'. Wir wollen zeigen, dass die Projektion f': X' = X xy Y’ —» Y’
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separiert ist. Der Morphismus

Aindy/ZX/:XXYY/ — XXyXXyY/
~ (X Xy Y/) Xy (X Xy Y/)
~ X/Xy/ X'

macht das Diagramm

7N

X — 5 X' xy X!
R /
X/

kommutativ, er stimmt also mit A tiberein. Da abgeschlossene Immersionen
stabil unter Basiswechsel sind, ist nach Korollar 2.5 mit Ay auch A x idy- eine
abgeschlossene Immersion. Also ist A ¢/ eine abgeschlossene Immersion, d.h. f

ist separiert.
O

Definition 3.4 i) Ein Morphismus f : X — Y von Schemata heifst abgeschlossen,
wenn das Bild jeder abgeschlossenen Teilmenge von X abgeschlossen in Y ist.

ii) f : X — Y heiflit universell abgeschlossen, falls fiir jedes Y-Schema Y der
Basiswechsel fy : X xy Y/ — Y’ abgeschlossen ist.

Analog definiert man die Eigenschaften offen und universell offen fiir Morphismen
von Schemata.

Definition 3.5 Ein Morphismus f : X — Y von Schemata heifst eigentlich, falls f
von endlichem Typ, separiert und universell abgeschlossen ist.

Proposition 3.6 i) Abgeschlossene Immersionen sind eigentlich.
ii) Eigentliche Morphismen sind stabil unter Komposition und Basiswechsel.

Beweis :
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i) Nach Lemma 2.18 und Lemma 3.3 sind abgeschlossene Immersionen von end-
lichem Typ und separiert. Da abgeschlossene Immersionen abgeschlossen sind
und der Basiswechsel einer abgeschlossenen Immersion nach Korollar 2.5 wie-
der eine abgeschlossene Immersion ist, sind abgeschlossene Immersionen auch
universell abgeschlossen.

ii) Die Eigenschaften von endlichem Typ, separiert und universell abgeschlossen
sind stabil unter Komposition (Lemma 2.18, Lemma 3.3 und Ubungsaufgabe).
Nach Lemma 2.21 und Lemma 3.3 sind die Eigenschaften von endlichem Typ
und separiert stabil unter Basiswechsel. Die Eigenschaft universell abgeschlos-
sen ist definitiongemdfs stabil unter Basiswechsel.

]

Beispiel: Sei k ein Korper. Das Schema Aj ist nicht eigentlich iiber Spec k. A}, ist zwar
von endlichem Typ tiber k und als affines Schema auch separiert tiber &, aber nicht
universell abgeschlossen. Um das einzusehen, betrachten wir den Basiswechsel

A2 o Al 1 1

von
Ay, — Speck.

Der zugehorige Ringhomomorphismus ist die Einbettung

¢ kly] = k[z,y].

Wir betrachten die Zariski-abgeschlossene Teilmenge V((zy — 1)) in A%. Dann
ist fiir jedes b # 0 in k das Ideal (x — b,y — b) € V((zy — 1)), und es gilt
(y—b) = ¢ Y(xz — b7ty — b)). Also ist das Primideal (y — b) C k[y] im Bild
p2(V((xy — 1))). Andererseits gibt es kein Primideal p C k[z, y] mit (xy — 1) C p und
y € ¢ 1(p), denn ein solches Primideal wiirde y und zy — 1, also 1 enthalten. Daher
ist das Primideal (y) nicht in po(V((zy — 1))). Nun sind die Zariski-abgeschlossenen
Teilmengen von A} gerade die endlichen Mengen abgeschlossener Punkte sowie ()
und A}. Daher kann fiir einen unendlichen Kérper k die Menge p2(V ((zy — 1))) nicht
abgeschlossen sein. Also ist A} — Spec k fiir unendliche Korper nicht abgeschlossen.
Ist k ein endlicher Korper, so ist A} — Speck(z) zumindest nicht universell abge-
schlossen.

Ein fundamentales Beispiel fiir einen eigentlichen Morphismus ist ein projektiver
Morphismus.
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Proposition 3.7 Projektive Morphismen sind eigentlich.

Beweis : Sei f : X — S ein projektiver Morphismus. Dann gibt es eine abgeschlossene
Immersion i : X — P§, so dass das folgende Diagramm kommutiert:

Y
x e
S.

Nach Proposition 3.6. ist i eigentlich, und eigentliche Morphismen sind stabil un-
ter Komposition. Also gentigt es zu zeigen, dass die Projektion P% — S eigentlich
ist. Nach Proposition 3.6 sind eigentliche Morphismen stabil unter Basiswechsel, al-
so miissen wir nur zeigen, dass P} — SpecZ eigentlich ist. Nun ist P} von end-
lichem Typ und separiert iiber Spec Z (Ubungsaufgabe). Also geniigt es zu zeigen,
dass P, — Spec Z universell abgeschlossen ist. Daher miissen wir also fiir jedes Sche-
ma S nachweisen, dass 7 : P& — S abgeschlossene Teilmengen auf abgeschlosse-
ne Teilmengen abbildet. Ist S = JS; eine offene affine Uberdeckung von S, so ist

P = |JPY, eine offene Uberdeckung. Wir kénnen Abgeschlossenheit einer Menge

durch Schneiden mit allen Mitgliedern einer offenen Uberdeckung testen. Also kon-
nen wir ohne Einschrankung annehmen, dass S = Spec A affin ist. Dann ist P% = P7,
jede abgeschlossene Teilmenge ist also von der Form V (a) fiir ein homogenes Ideal
a C Alxzo, ..., z,). Wir miissen zeigen, dass die Abbildung 7 : P} — Spec A = S die
Menge V' (a) auf eine abgeschlossene Teilmenge von S abbildet. Dazu gentigt es zu
zeigen, dass S \ 7(V (a)) offen ist. Fiir ein s € S betrachten wir die Faser von 7 in s,
also P xg Speck(s) ~ Py (Ubungsaufgabe). Nun ist

p (Ve nai(s) = p '(V(a)
= V(ay),

wobei ag C k(s)[zo, ..., x,] das von a C Alxg, ..., ] induzierte Ideal ist.

Nun ist s genau dann in S\7(V (a)) enthalten, wenn V (a)N7~! (s) leer ist. Das ist dqui-
valent zu V(a,) = 0 = V((zo, ..., ©,)) also nach [KA], Satz 4.7 zu (zo, ..., x,) C \/as.
Nun ist (zg, ..., #,,) C /a5 genau dann, wenn es ein d = 0 gilt mit 2¢, ..., 2% € a,
und dies ist &quivalent zu der Tatsache, dass fiir einen geeigneten Grad m = 0 jedes
homomogene Polynom vom Grad m in x(s)[zo, ..., ] in a5 enthalten ist.

Wir schreiben kurz B = A [z, ..., ). Mit By, tp, &(8)[z0, ..., Tn]m, (as)m bezeich-
nen wir jeweils den homogenen Anteil vom Grad m beziiglich der Graduierung. Of-
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fenbar ist (B/a),, = By, /am. Esist (as),, das Bild von a,,, unter der natiirlichen Ab-
bildung
B = Alzg, ..., ] = K(8)[Z0, vy Tn).

Nun ist (a5)., = a,, ®4 #(s) (Ubungsaufgabe). Wir haben oben gezeigt, dass s genau
dann in S\ 7(V(a)) enthalten ist, wenn

K(8)[T0, s Tnlm = (As)m
gilt, also genau dann, wenn
B, ®4 K(8) = ap, @4 K(s)

gilt. Nach dem Lemma von Nakayama [KA], 3.8, angewandt auf (B/a),, ®.4 Og, s, ist
also (B/a,,)®40g, s = 0. Dies ist die Lokalisierung von (B/a),,, nach allen Elementen
aus A, die nicht im zu s gehorigen Primideal liegen. Da (B/a),, als A-Modul endlich
erzeugt ist, finden wir ein f in der Nennermenge mit f(B/a),, = 0. Dannist s € D(f).
Jedes Primideal p € D(f) C Spec A = S erfiillt (B/a),, ®4 Ap, = 0, also gilt auch
(B/a)m ®a k(p) = 0. Nach den obigen Uberlegungen folgt daraus p € S\ 7(V (a)).
Alsoist S\ 7(V(a)) in der Tat offen. O

4 Dimension

Es sei X zundchst ganz allgemein ein topologischer Raum.

Definition 4.1 i) Fiir einen topologischen Raum X definieren wir die Dimension
von X wie folgt:

dim X = sup{n: es gibt eine Kette irreduzibler abgeschlossener

Teilmengen 0 # Zo & 71 & ... & Z,, in X }.

ii) Ist X ein noetherscher topologischer Raum, so heifst X rein von der Dimension
n, falls alle irreduziblen Komponenten von X die Dimension n haben.

Die Dimension von X ist nach dieser Definition entweder eine natiirliche Zahl = 0
oder gleich co.

Tragt X die diskrete Topologie (d.h. jede Teilmenge von X ist offen), so gilt
dim X = 0, da die einzigen irreduziblen Teilmengen von X dann Einpunktmengen
sind. Angewandt auf die topologischen Riume R und C ergibt sich ebenfalls in bei-
den Féllen die Dimension 0. Dieser Dimensionsbegriff ist auf Schemata zugeschnit-
ten, wie wir gleich sehen werden.
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Proposition 4.2 Es sei X ein topologischer Raum

i) Fir jede Teilmenge Y C X (versehen mit der Relativtopologie) gilt
dimY < dim X.

ii) Es sei X irreduzibel von endlicher Dimension. Fiir eine abgeschlossene Teil-
menge Y C X istdimY = dim X genau dann, wenn Y’ = X ist.

iii) Ist X = |J X; Vereinigung von endlich vielen abgeschlossenen irreduziblen

=1
Teilmengen X, so gilt dim X = sup dim X;.

Beweis :

i) Sind Y7 & Y5 abgeschlossene irreduzible Teilmengen in Y, so seien X; = 4
und X, = Y, die Abschliisse dieser Teilmengen in X. Nach [KA], Lemma 4.9
sind X; und X, irreduzibel. Natiirlich gilt X; C Xs. Aus X; = X, folgte
Y1 = X;NY = X, NY =Y;, was ausgeschlossen ist. Also gilt X; & X». Jede
Kette irreduzibler abgeschlossener Teilmengen in Y induziert also eine Kette
irreduzibler abgeschlossener Teilmengen in X. Definitionsgemafs folgt daraus
dimY < dim X.

ii) Ist Y C X abgeschlossen mit dimY = dim X = n, so gibt es eine Kette irredu-
zibler abgeschlossener Teilmengen

260G G G ZyCY.

Wire Y # X, so konnte man diese in X mit Z,,;; = X um ein Element verlan-
gern, was dim X = n widersprache.

iii) Nach i) ist dim X; < dim X fiir alle i, also folgt auch sup dim X; < dim X. Jede

K3
irreduzible abgeschlossene Teilmenge Z von X ist in einem der X; enthalten,
n

denn es gilt Z = |J (Z N X;). Also ist jede Kette irreduzibler abgeschlossener
i=1
Teilmengen von X in einem X; enthalten, woraus dim X < sup dim X; folgt.

]

Definition 4.3 i) Ist A ein Ring und p ein Primideal in A, so ist die Héhe von p
definiert als

ht(p) = sup{n:po & p1 & ... & pn = p ist eine Kette von Primidealen in A}.
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ii) Fiir einen Ring A ist die Krulldimension dim A definiert als Supremum {iber
alle n, so dass eine Primidealkette pg & p1 & ... & p,, in A existiert.

Nach dieser Definition gilt also dim A = sup ht(p).
pESpec A
Beispiel:
i) Ist k ein Korper, so ist dim k£ = 0.
iif) dimZ = 1.
iii) Istp € Spec A, so gilt ht (p) = dim A,,.
Dieser ringtheoretische Dimensionsbegriff ist eng verwandt mit obiger Dimension
fur topologischer Raume. Es gilt namlich:
Proposition 4.4 Sei A ein Ring. Dann gilt
i) dimSpec A = dim A = dim A™4, wobei A™4 = A/Nil (A) ist.

ii) dim A = sup{dim A, : m C A maximales Ideal}.

Beweis :

i) Nach [KA], Proposition 4.10 liefert p — V' (p) eine inklusionsumkehrende bijek-
tive Korrespondenz zwischen den Primidealen in A und den irreduziblen abge-
schlossenen Teilmengen von Spec A. Also entsprechen die Ketten von Primidea-
len in A bijektiv den Ketten irreduzibler abgeschlossener Teilmengen in Spec 4,
woraus definitionsgemafs dimSpec A = dim A folgt. Da Nil (A) der Schnitt aller
Primideale in A ist, entsprechen die Primideale in A bijektiv und inklusionser-
haltend den Primidealen in A™¢, woraus dim A = dim A™ folgt.

ii) Die Primideale in A, entsprechen bijektiv und inklusionserhaltend den Prim-
idealen in A, die in m enthalten sind. Daraus folgt sofort die Behauptung.
O

Beispiel: Jeder Hauptidealring, der kein Korper ist, hat Dimension 1. Also gilt etwa
dim k[T] = dim A} = 1 fiir jeden Korper k.

Ein weiterer wichtiger Begriff ist die Kodimension einer irreduziblen abgeschlosse-
nen Teilmenge.
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Definition 4.5 i) Es sei X ein topologischer Raum und Y C X eine irreduzible
abgeschlossene Teilmenge. Dann definieren wir die Kodimension von Y in X
als

codim(Y,X)=sup{n:Y CZ20$ 721 & ... $ Z, CX

Z; irreduzibel, abgeschlossen}.

ii) Ist X ein noetherscher topologischer Raum, so definieren wir fiir jede nichtleere
abgeschlossene Teilmenge Z von X mit irreduziblen Komponenten 7, ..., Z,
die Kodimension von Z in X als

codim (Z,X) = min codim (Z;, X).

=1, oyt
Die Kodimension hat folgende ringtheoretische Bedeutung:
Proposition 4.6 Es sei A ein Ring und p C A ein Primideal. Dann gilt

ht(p) = dim (A,) = codim (V' (p), Spec A).
Beweis : Die irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen von Spec A, die V' (p) enthal-
ten, entsprechen bijektiv und inklusionserhaltend den Primidealen q C p. Also gilt

codim (V' (p),Spec A) = ht (p).

Die Primideale in A, entsprechen bijektiv und inklusionserhaltend den Primidealen

in A, die in p liegen. Also ist dim A, = ht (p). O

Offenbar gilt fiir jede irreduzible abgeschlossene Teilmenge Y C X, dass dimY +
codim (Y, X) < dim X ist. Hier gilt im Allgemeinen nicht die Gleichheit.

Beispiel: Die irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen der Kodimension eins in A?
sind gerade die Mengen V ((f)) fiir f # 0 und f keine Einheit in k[z, y].

Um die Hohe von Primidealen abzuschitzen, ist folgende Tatsache niitzlich:

Lemma 4.7 Sei A ein noetherscher Ring und a C A ein Ideal, das von r Elementen
erzeugt wird. Ist p ein Primideal in A, das minimal unter allen Primidealen ist, die a
enthalten, so gilt ht(p) < r.

Beweis : [Liu], Chapter 2, Corollary 5.14, 5.71. Il
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Jetzt konnen wir fiir einen beliebigen Koérper k die Dimension von integren algebrai-
schen k-Schemata bestimmen. Dazu benétigen wir noch folgenden Begriff:

Definition 4.8 Es sei k ein Korper und K/k eine Korpererweiterung. Falls es einen
Zwischenkorper F von K /k gibt, so dass

i) F ~k(zxq, ..., zg) und

ii) K/F algebraisch

ist, so heifit K/k von endlichem Transzendenzgrad. Die Zahl d = trdeg (K /k) wird
als Transzendenzgrad von K/k bezeichnet.

Man kann zeigen, dass jede Korpererweiterung K/k, so dass K eine k-Algebra von
endlichem Typ ist, einen endlichen Transzendenzgrad besitzt. Dieser ist auflerdem
wohldefiniert, d.h. unabhéngig von der Wahl des Zwischenkétrpers F.

Satz 4.9 Es sei k ein Korper und B eine k—Algebra, die ein Integritédtsring ist. Dann
gilt
dim B = trdeg(QuotB/k).

Beispiel: dim A} = dimk[zy,...,z,] =n.

5 Regulare Schemata und der Tangentialraum

Definition 5.1 Essei X ein Schema. Fiir jedes x € X bezeichnen wir mit m, das maxi-
male Ideal im lokalen Ring Ox , und mit x(z) = Ox, ;/m, wie immer den Restklas-
senkorper. Dann ist m, /m? ein x(x)-Vektorraum (Ubungsaufgabe). Seinen Dualraum

Tx,» = (mgy/m3)Y = Hom, () (m,/m2, k()

nennen wir den Tangentialraum von X in z.

Ist f : X — Y ein Schemamorphismus mit f(z) = y, so induziert der lokale Homo-
morphismus
f : Oy, y @) X,z

eine Abbildung T, , = (m,/m2)¥ — (m,/m2)¥ = Ty,,. Diese induziert eine x(z)-
lineare Abbildung
Tt o Tx o —Tyy Ok (y) /ﬁ(x),

die wir Tangentialabbildung zu f in « nennen.
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Proposition 5.2 i) Ist X ein lokal noethersches Schema, so gilt fiir alle z € X
dlmm(m) TX’ T Z dim OX, x-
ii) Sind f : X - Y und g : Y — Z Schemamorphismen, so gilt fiir f(z) = y und
g9y) = =
Tyop.2 = (Tg,y On(y) 1dr(a)) © Tt -
Beweis :

i) Da X lokal noethersch ist, ist Ox, ein noetherscher Ring. Es gentigt
zu zeigen dimOx, < dimgy)(m,/m2). Da m, endlich erzeugt ist, ist

d = dim,(,)(my/m2) < oco. Wir zeigen, dass m, von d Elementen erzeugt
wird. Dazu wéhlen wir beliebige Urbilder ay,...,aq € m, einer x(z)—Basis
von m,/m2 aus. Das Ideal a = (ai,...,aq) erfillt dann a C m, und

m, = a+ m2. Wir betrachten den endlich erzeugten Ox ;-Modul m;/a. Die-
ser erfullt m, /a = m,(m, /a), also folgt nach dem Lemma von Nakayama [KA],
3.8 a = m,. Also ist m; von d Elementen erzeugt. Da dim Ox , = ht(m,) gilt,
folgt die Behauptung aus Lemma 4.7.

ii) Das folgt direkt aus den Definitionen.

O

Lemma 5.3 Ist A ein Ring und m C A ein maximales Ideal, so vermittelt die kanoni-
sche Abbildung A — Ay, einen Isomorphismus.

m/m? - mA,/m?A,.

Beweis : Esist A/m = Ay, /m Ay, (Ubungen). Daraus folgt die Behauptung. O
Es sei k ein Korper und y € A} (k). Mit E bezeichnen wir den k-Vektorraum k", mit
EVY seinen Dualraum. Wir schreiben die Elemente aus E = k™ als Zeilenvektoren.

Wir definieren die Abbildung

Dy :klx, ...,x,] — EY  durch
fo= Dyf,

Lyt ist.

-

wobei D, f : E — k die Abbildung (¢4, ..., t,) —

i=1
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Die Linearform D,f auf E heifit auch Differential von f in y. Es gilt
Dy(fg) = f(y)Dy(9) + g(y)Dyg nach der Produktregel.

Proposition 5.4 Seiy € A} (k) und m das zugehorige maximale Ideal in & [z1, ..., z,)].
i) Die Einschrankung von D,, auf m induziert einen Isomorphismus
m/m? ~ EY.
ii) Es gibt einen kanonischen Isomorphismus

TAk,y ~ F.

Beweis : Esistm = (z1 — A1, ..., ,, — Ay) , wobei (A1, ..., Ap) € K™ = A7 (k). der von
y induzierte Punkt ist

i) Wir entwickeln f € min eine Taylorreihe um (A1, ..., A,). Dann ist
- of .
flz) = Z(wz —Ai)==—(A1, ..., An) + Terme hoherer Ordnung,
i=1 Oz

denn f(Ay, ..., An) = 0. Die Terme hoherer Ordnung liegen in m?, daraus folgt
die Behauptung.

ii) Es sei m, das maximale Ideal im lokalen Ring Or ,. Nach Lemma 5.3 gilt
m/m* 5 m, /m2.
Daraus folgt
Tapy = (my/my)" o (m/m?)" ~ £

nach i).
([l

Fiir jeden k-Untervektorraum F' C Esei X = {9 € EY : p(v) =0 fiirallev € F}.
Dann haben wir eine kanonische exakte Sequenz

0= Ft - EY 5 FY 0.
Proposition 5.5 Es sei X = Speck [z1, ..., z,]/aund j : X — A} die kanonische ab-
geschlossene Immersion. Fiir jedes v € X (k) induziert dann die Tangentialabbildung

(5.4)
er,u : TX,u — TAZ‘J(U) ~ F
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einen Isomorphismus von T, , auf (D;(,ya)= C E. Der Tangentialraum T’ ,, ist also
isomorph zu

{(t1, ..., tn) € E: Z aaxj (u)t; =0 fur alle f € a}.
i=1

Dies ist analog zur klassischen Definition des Tangentialraums von Untermannigfal-
tigkeiten des affinen Raums in der Analysis.

Beweis : Es sei m C k([z1, ..., z,] das maximale Ideal zu j(u) € A} (k). Dann ent-
spricht der Punkt u € X (k) dem maximalen Ideal n = m/a C k|[z1, ..., z,]/a. Wir
haben eine natiirliche exakte Sequenz von k- Vektorraumen

0= a/anm? - m/m? = n/n? — 0.
Die Abbildung
Ty Tx,u = (0/0%)Y = (m/m?)Y = Tyn 500

entsteht durch Dualisieren der Surjektion m/m? — n/n?, ist also injektiv. Nach Pro-
position 5.4 ist
D](u) : m/m2 5 EY

ein Isomorphismus. Der Unterraum a/aNm? wird dabei auf D;,,(a) abgebildet. Also
ist 0 — Dj(,)(a) = EY — n/n? — 0 exakt. Der Ubergang zu den Dualrdumen liefert
die exakte Sequenz

(n/n*)" = (m/m?)
IZ 2
0—=Txu — E— Djy(a)” —0,
woraus Tx,, ~ Djuy(a)t = {(t1, ..., tn) € E : ¢(t1, ..., t,) = Ofiralley €
Dy (@)} ={(t1, . tn) € E: Y 2L (2)t; = 0fiir alle f € a} folgt. O
=1

Beispiel: Wir betrachten X = Speck [z, y]/(z*> —y?) und den Punkt a = (0,0) € X (k),
der zum maximalen Ideal (x, y) gehort. Es ist

o(* —y°) o(z* —y°)
=2 d =
B x un o9
Also ist Tx_, ~ k* nach Proposition 5.5.
Ist b # a in X (k) mit zugehdrigem maximalen Ideal (z — by, y — bs), wobei b7 = b3
gilt, so ist
TXJ, = {(tl, tz) S k2 1201t = 3b§t2}
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eindimensional.
Man sieht an folgender graphischer Darstellung von X (k), dass der Punkt (0, 0) zwei
Tangentialrichtungen zuldsst, alle anderen Punkte hingegen nur eine.

Definition 5.6 Ein noetherscher lokaler Ring A mit maximalem Ideal m und Rest-
klassenkorper k = A/m heifit reguldr, falls dim A = dimy m/m? gilt.

Man kann zeigen, dass jeder reguldre noethersche lokale Ring ein Integritatsring ist.

Definition 5.7 i) Es sei k ein Korper. Eine diskrete Bewertung auf % ist eine Ab-
bildung
v:k' =7,

so dass folgende Bedingungen erfiillt sind:
a) v(af) = v(a) + v(B), dh. vist ein Gruppenhomomorphismus.

b) v(af) = min{v(a),v(B)}.

ii) Ein Integritdtsring A heifst diskreter Bewertungsring, falls es eine diskrete Be-
wertung v auf Quot A gibt mit

A= {z € (Quot A)* : v(x) 2 0} U{0}.

Satz 5.8 Fiir einen lokalen noetherschen Integritdtsring A der Dimension 1 sind fol-
gende Aussagen dquivalent:

i) Aist ein diskreter Bewertungsring
ii) Das maximale Ideal m C A ist ein Hauptideal.

iii) A ist reguldr.
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i) = ii): Sei v : (QuotA)* — Z die diskrete Bewertung mit A = {z : v(z) 2 0} U {0}.
Dann gilt A* = {z : v(z) = 0}. Alsoist m = {z : v(z) > 0} das maximale Ideal in
A. Wihle ein m € A, so dass v(7) ein minimales Element in v(m) C Z ist. Dann gilt
m = (7).

ii) = iii): Nach Proposition 5.2 ist dim; m/m? = dim A = 1. Dam = () ein Haupt-
ideal ist, wird m/m? von einem Element erzeugt. Also gilt dim; m/m? = 1 = dim A.

iii) = i): Sei 7 € m ein Element, dessen Restklasse mod m? den eindimensionalen k-
Vektorraum m/m? erzeugt. Wie im Beweis von Proposition 5.2 ii) zeigt man m = (7).
Fiir jedes a # 0 in A definieren wir

v(a) =max{n:a € (7")} = max{n : 7" teilta in A}.

Wir setzen diese Funktion durch v(a/b) = v(a) —v/(b) auf (Quot A)* fort. Das definiert
eine diskrete Bewertung mit Bewertungsring A.

Lemma 5.9 Ist A ein reguldrer lokaler Ring, dann ist fiir jedes Primideal p C A auch
A, regular.

Beweis : Ubungsaufgabe. U

Jetzt konnen wir den Regularitdtsbegriff auf Schemata tibertragen.

Definition 5.10 Sei X ein lokal noethersches Schema und x € X. Dann heifst X re-
gulir in z, falls der lokale Ring Ox, , reguldr ist. Das Schema X heifdt regulir, falls es
reguldr in allen Punkten x € X ist.

Ein Punkt € X, in dem X nicht reguldr ist, wird auch singulédrer Punkt oder Sin-
gularitat genannt.

Definitionsgeméf ist X genau dann regulédr in + € X, wenn dimOx, , = dimTx ,
gilt. Nach Lemma 5.9 ist X genau dann reguldr, wenn es in allen abgeschlossenen
Punkten regulér ist.

Beispiel: Ist k ein Korper, so ist fiir alle n = 0 der affine Raum A} und der projektive
Raum P} ein regulédres Schema.
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Satz 5.11 (Jacobikriterium) Es sei k ein Korper und X = Speck [z1, ..., z,]/a fiir ein
Ideal a C k[z1, ..., z,,]. Wir betrachten fiir ein u € X (k) und ein Erzeugendensystem
a=(f1, ..., fr) von a die (Jacobi-)Matrix

([ Ofi
Ju = <8xj (u)) i=1, .., r
_—

Dann ist X genau dann regulér in u, wenn der Rang von J,, gleichn — dim Ox ,, ist.

Beweis : Nach Proposition 5.5 ist dim T’x , = dim (Djy, a)t =n—dim Dj(ya, wobei
j + X — A} die kanonische abgeschlossene Immersion ist. Nun ist D;(,)(a) als k-
Vektorraum erzeugt durch die Vektoren

(o 2ot

aufgefasst als Linearformen auf k™. Das sind aber gerade die Zeilen der Matrix .J,,.

Also gilt dim Dj(,)(a) = rang.J,, woraus dimTx , = n — rang.J, folgt. Daher gilt
genau dann dim T’y ,, = dim Ox,,, wenn rang J,, = n — dim Ox_, gilt. [l

Definition 5.12 Ein Schema X, das lokal von endlichem Typ tiber einem Korper & ist,
heifit glatt iiber k, falls fiir einen (und damit jeden) algebraischen Abschluss k von k
das Basiswechselschema

X7 = X Xspeck Speck

reguldr ist. (Man sagt auch, X ist geometrisch regulir tiber k).

Man kann zeigen, dass aus Xj reguldr auch X reguldr folgt. Ferner gilt: Ist &
ein vollkommener Korper, d.h. ist jede endliche algebraische Erweiterung von &
separabel, so ist X glatt tiber k, falls X reguldr ist.

Beispiel: A} und P}} sind glatt tiber .

Um allgemein zu erkldren, wann ein Morphismus glatt ist, brauchen wir noch einen
weiteren Begriff.

Definition 5.13 Sei A ein kommutativer Ring. Ein A-Modul M heifit flach, falls fiir
jede injektive Abbildung
i:N — N
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von A-Moduln auch die induzierte Abbildung
iQM: N Qs M= N®s M
injektiv ist.

Es gilt dann sogar, dass fiir jede exakte Sequenz 0 - N’ - N — N” — 0 von A-
Moduln die induzierte Sequenz 0 — N’ ®4 M — N ®4 M — N" @4 M — 0 exakt
ist.

Definition 5.14 EsseiY ein lokal Noethersches Schema und f : X — Y ein Morphis-

mus lokal von endlichem Typ. Dann heifit f glatt, falls

i) fiir jedes z € X der Homomorphismus f# : Oy ;) — Ox,, den lokalen Ring
Ox, » zu einem flachen Oy, ¢(,)-Modul macht, und falls

ii) fiir jedesy € Y die Faser
X, = X xy Speck(y) — Speck(y)

glatt ist, d.h. falls

Xy =X xy Speck(y)
ein regulédres Schema ist.

Ein Morphismus in der obigen Situation ist also genau dann glatt, wenn er flach ist
und geometrisch reguldre Fasern besitzt.
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