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1 Einführung

In der Algebraischen Geometrie studiert man Lösungsmengen von Polynomglei-
chungen mit geometrischen Methoden. Beispiele für Polynomgleichungen sind etwa
die linearen Gleichungssysteme

a11x1+ · · · +a1nxn = b1
...

am1x1+ · · · amnxn = bm,

wobei (aij)
i=1,...,m
j=1,...,n

und b1, . . . , bm Elemente eines Körpers k sind.

In der Linearen Algebra lernt man, wann ein solches Gleichungssystem eine Lösung
in kn besitzt und wie man die Lösungsmenge beschreiben kann.

Ein weiteres Beispiel sind die Polynomgleichungen in einer Unbestimmten

anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0 = 0

für a1, . . . , an ∈ k, die man in der Algebra studiert. Ist eine solche Gleichung über k
nicht lösbar, so gibt es eine algebraische Körpererweiterung L/K, in der sie lösbar
ist.

In der Algebraischen Geometrie wollen wir Lösungsmengen von beliebigen Polyno-
men in beliebig vielen Unbestimmten studieren. Das erfordert natürlich etwas mehr
Aufwand.

Wir bezeichnen den Polynomring in n Unbestimmten über dem Körper k mit
k[x1, . . . , xn]. Für f1, . . . , fm ∈ k[x1, . . . , xn] setzen wir dann

Vk(f1, . . . , fm) = {P = (P1, . . . , Pn) ∈ kn :

f1(P1, . . . , Pn) = . . . = fm(P1, . . . , Pn) = 0.

Vk(f1, . . . , fm) ist also die Menge aller gemeinsamen Nullstellen von f1, . . . , fm in k.

Beispiel:

i) Ist f(x, y) = x2 + y2 − 1 ∈ Q[x, y], so ist VR(f) = {(P1, P2) ∈ R2 : P 2
1 + P 2

2 = 1}
der Einheitskreis in R2.
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Wir können auch

VQ(f) = {(P1, P2) ∈ Q2 : P 2
1 + P 2

2 = 1}

betrachten, dies ist die Menge der rationalen Zahlen auf dem Einheitskreis.
Auch VC(f) = {(P1, P2) ∈ C2;P 2

1 + P 2
2 = 1} ist definiert; dies ist allerdings

nicht der Einheitskreis in C2!

Da f nur die Koeffizienten 0 und 1 hat, können wir f auch im Polynomring
F2[x, y] auffassen. Dann ist

VF2(f) = {P1, P2) ∈ F2
2 : P 2

1 + P 2
2 = 1}

= {(0, 1), (1, 0)}.

Wir sehen schon an diesem einfachen Beispiel, dass die Nullstellenmenge von
f entscheidend vom gewählten Grundkörper abhängt.

ii) Wir betrachten f(x, y) = y2 − x3 − x2. Hier ist

VR(f) = {(P1, P2) ∈ R2 : P 2
2 = P 3

1 + P 2
1 }.

Dies ist eine Kurve mit einem Doppelpunkt:

Diese Kurve lässt sich „parametrisieren“ durch die Abbildung

ϕ = R→ R2

t 7→ (t2 − 1, t3 − t).
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Es gilt ϕ(R) ⊂ VR(f), wie man sofort nachrechnet.
Ferner ist ϕ injektiv für t /∈ {±1}, denn aus t2 − 1 = s2 − 1 und t3 − t = s3 − s
folgt t(s2 − 1) = s(s2 − 1), also für s 6= ±1 auch t = s.

Die Tatsache, dass ϕ(−1) = ϕ(1) = 0 gilt, erklärt den Doppelpunkt der Kurve.

iii) Die aus der Linearen Algebra bekannte Menge

GLn(k) = {A ∈ kn×n : detA 6= 0}

der invertierbaren (n × n)−Matrizen mit Einträgen in k lässt sich ebenfalls als
Nullstellenmenge von Polynomen schreiben.
Dazu brauchen wir n2 Unbestimmte (xij)

i=1,...,n
j=1,...,n

und eine zusätzliche Unbe-

stimmte T . Die Determinante einer Matrix ist ein Polynom in den Einträgen,
wie man etwa an der Leibniz-Formel sieht. Daher ist det

(
(xij)i,j

)
ein Polynom

in k[x11, . . . , xnn]. Wir betrachten das Polynom

f
(
(xij)i,j , T

)
= det(xij)T − 1 ∈ k[x11, . . . , xnn, T ].

Es ist
Vk(f) = {(aij)i,j ∈ kn×n, t ∈ k : det(aij)i,j t = 1}.

Diese Nullstellenmenge lässt sich mit Hilfe der Abbildung

GLn(k)→ Vk(f)

A 7→ (A, 1
detA )

mit der Menge GLn(k) identifizieren.

iv) Wir betrachten nun für n ≥ 2 noch das berühmte Beispiel

f(x, y, z) = xn + yn − zn.

Es ist
VQ(f) = {(a, b, c) ∈ Q3 : an + bn = cn}
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gerade die Menge der rationalen Lösungen der Fermat-Gleichung xn+yn = zn.
(Pierre de Fermat (1601 oder 1607/08 bis 1665) war ein französischer Jurist und
genialer Hobbymathematiker, der u.a. das Traktat „Arithmetika“ von Diophan-
tos von Alexandria mit Randnotizen versah.) Diese hat immer die trivialen Lö-
sungen (0, 1, 1) , (1, 0, 1) (und Vielfache davon) sowie (−1, 1, 0), falls n ungera-
de ist bzw. (0, 1,−1) und (1, 0,−1), falls n gerade ist. Man nennt eine Lösung
(a, b, c) nicht trivial, falls abc 6= 0 ist.
Für n = 2 gibt es unendlich viele nicht-triviale Lösungen, die sogenannten Py-
thagoräischen Tripel

a = 2AB , b = A2 −B2 , c = A2 +B2

für ganze Zahlen A > B > 0. Es gilt nämlich

a2 + b2 = (2AB)2 + (A2 −B2)2

= 4A2B2 +A4 − 2A2B2 +B4

= (A2 +B2)2 = c2.

Für A = 2 und B = 1 ergibt sich das bekannte Pythagoräische Tripel (2, 3, 5).
Ist n = 3, so sagt die berühmte Fermatsche Vermutung, dass die Gleichung

xn + yn = zn

keine nicht-triviale Lösung in Q3 besitzt. Mit anderen Worten, die Nullstellen-
menge VQ(f) besteht nur aus den oben angegebenen trivialen Lösungen.

Die Fermatsche Vermutung wurde 1995 von Andrew Wiles mit den hochentwi-
ckelten Methoden der Algebraischen Geometrie bewiesen.

2 Der Hilbert’sche Basissatz

Wir erinnern zunächst an einige Begriffe aus der Ringtheorie.

Ein Ring ist eine Menge A mit zwei Verknüpfungen + und ·, für die folgende Bedin-
gungen gelten:

i) (A,+) ist eine abelsche Gruppe, insbesondere existiert also ein Nullelement 0 in
A.
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ii) Die Multiplikation · ist assoziativ und distributiv, d. h. es gilt in A

a(b+ c) = ab+ ac

und
(a+ b)c = ac+ bc.

Alle Ringe, die wir betrachten werden, sind kommutativ mit 1, d.h. es gilt zu-
sätzlich

iii) ab = ba für alle a, b ∈ A.

iv) Es gibt ein Einselement 1 ∈ A mit 1a = a1 = a für alle a ∈ A.

Ab sofort treffen wir folgende Vereinbarung: Mit Ring meinen wir immer einen
kommutativen Ring mit Eins.

Ein Ringhomomorphismus ist eine Abbildung f : A→ B zwischen Ringen, für die

i) f(a+ b) = f(a) + f(b)

ii) f(ab) = f(a)f(b)

iii) f(1) = 1

gilt.
f heißt Isomorphismus von Ringen, falls es einen Ringhomomorphismus g : B → A

gibt, so dass f ◦ g = idB und g ◦ f = idA gilt. Dies ist genau dann der Fall, wenn der
Ringhomomorphismus f injektiv und surjektiv ist.
Eine Teilmenge a ⊂ A heißt Ideal, falls

i) (a,+) eine Untergruppe von (A,+) ist, d.h. es ist 0 ∈ a und a ist abgeschlossen
unter + und −

ii) aA = a gilt, d.h. für alle a ∈ a und x ∈ A ist xa ∈ a.

Ist a ⊂ A ein Ideal, so erbt die Quotientengruppe A/a eine Multiplikationsabbildung
von A und wird damit selbst ein Ring. Die Abbildung

A→ A/a

x 7→ x+ a,
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die x auf die Nebenklasse von x modulo a abbildet, ist ein surjektiver Ringhomo-
morphismus.

Ein Nullteiler in A ist ein Element a ∈ A, so dass ein b ∈ A existiert mit b 6= 0 und
ab = 0.

Beispiel: Ist k > 1 und l > 1, so existieren für n = kl Nullteiler im Ring Z/nZ, denn
es gilt

(k + nZ)(l + nZ) = 0 in Z/nZ

und beide Faktoren sind 6= 0.

Definition 2.1 Ein kommutativer Ring mit 1, der keine Nullteiler enthält, heißt
Integritätsring.

Beispiel: Z, jeder Körper k und jeder Polynomring k[x1, . . . , xn] über einem Körper
k sind Beispiele für Integritätsringe.

Wir benötigen nun noch einige Tatsachen über Ideale. Jedes a ∈ A definiert ein
sogenanntes Hauptideal (a) = aA = {ab : b ∈ A}.
Ist jedes Ideal a ⊂ A ein Hauptideal, so heißt A Hauptidealring. Ein Ideal p 6= A in A
heißt Primideal, falls gilt: Ist ab ∈ p für a und b in A, so gilt a ∈ p oder b ∈ p. Also ist
p ⊂ A genau dann ein Primideal, wenn A/p nullteilerfrei ist.

Beispiel: Ist p eine Primzahl, so ist das von p erzeugte Hauptideal (p) in Z ein
Primideal. Ferner ist (0) ⊂ Z ein Primideal.

Ein Ideal m ⊂ A heißt maximales Ideal, falls m 6= A ist und falls für jedes Ideal
m ⊂ a ⊂

6=
A schon m = a folgt. Ein Ideal m ⊂ A ist genau dann ein maximales Ideal,

wenn A/m ein Körper ist.

Beispiel: Ist p eine Primzahl, so ist (p) ⊂ Z ein maximales Ideal. Das Nullideal ist
nicht maximal in Z.

Ist f : A → B ein Ringhomomorphismus, und b ∈ B ein Ideal, so ist f−1(b) ⊂ A ein
Ideal. Ist b ein Primideal, so ist auch f−1(b) ein Primideal.
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Definition 2.2 i) Es sei I eine beliebige Indexmenge und (ai)i∈I eine Fami-
lie von Elementen aus A. Ein Ideal a heißt erzeugt von (a′1)i∈I , wir schrei-
ben a = (ai)i∈I , falls alle ai ∈ a sind und falls sich jedes x ∈ a als
x = xi1ai1 + . . . + ximaim schreiben lässt mit geeigneten Indizes i1, . . . , im ∈ I
und Elementen xi1 , . . . , xim ∈ A.

ii) Ein Ideal a ⊂ A heißt endlich erzeugt, falls es endlich viele Elemente
a1, . . . , am ∈ a gibt mit a = (a1, . . . , am).

Definition 2.3 Ein Ring A heißt noethersch, falls jedes Ideal endlich erzeugt ist.

Lemma 2.4 Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

i) A ist noethersch.

ii) Jede aufsteigende Kette von Idealen a1 ⊂ a2 ⊂ . . . ⊂ ak ⊂ . . . in A wird statio-
när, d.h. es gibt ein n0 mit an0 = an für alle n = n0.

iii) Jede nicht-leere Menge von Idealen besitzt ein maximales Element bezüglich
der Inklusion.

Beispiel: Jeder Hauptidealring ist noethersch, insbesondere ist Z noethersch.

Lemma 2.5 Ist A ein noetherscher Ring und a ⊂ A ein Ideal, so ist A/a ein noether-
scher Ring.

Beweis : Es sei π : A → A/a die kanonische Abbildung. Ist b ⊂ A/a ein Ideal, so ist
π−1(b) ⊂ A ein Ideal. Nach Voraussetzung ist π−1(b) endlich erzeugt, also π−1(b) =
(a1, . . . , am) für geeignete a1, . . . , am ∈ A. Man rechnet leicht nach, dass dann b =(
π(a1), . . . , π(am)

)
gilt. Also ist b endlich erzeugt. �

Definition 2.6 Sei A ein Ring. Ein A−Modul M ist eine Menge mit einer Verknüp-
fung + und einer Abbildung (skalare Multiplikation)

A×M →M,

(a,m) 7→ am

so dass folgende Bedingungen gelten:

i) (M,+) ist eine abelsche Gruppe.

ii) a(x+ y) = ax+ ay für a ∈ A, x, y ∈M
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iii) (a+ b)x = ax+ bx für a, b ∈ A, x ∈M

iv) (ab)x = a(bx) für a, b ∈ A, x ∈M

v) 1x = x für x ∈M .

Beispiele:

i) Jedes Ideal a ⊂ A ist ein A−Modul. Insbesondere ist A selbst ein A−Modul.

ii) Ist A = k ein Körper, so sind die A−Moduln genau die k−Vektorräume.

iii) Die Z−Moduln sind genau die abelschen Gruppen, wobei wir auf einer abel-
schen Gruppe die skalare Multiplikation mit Z so definieren:

ma =



a+ . . .+ a︸ ︷︷ ︸
m−mal

, falls m > 0

0 , falls m = 0
−a− . . .− a︸ ︷︷ ︸

(−m)−mal

, falls m < 0

Eine Abbildung f : M → N zwischen zweiA−Moduln heißt Homomorphismus von
A−Moduln, falls

f(x+ y) = f(x) + f(y) und

f(ax) = af(x)

für alle a ∈ A, x, y ∈M gilt.

Eine Teilmenge N ⊂ M heißt Untermodul, falls N eine Untergruppe von M ist, die
abgeschlossen unter der A−Multiplikation ist.

Beispiel: Ist f : M → N ein Homomorphismus, so ist Kern f = {x ∈ M : f(x) = 0}
ein Untermodul von M und Bild f = {y ∈ N : es gibt ein x ∈ M mit f(x) = y} ein
Untermodul von N .

Ist N ⊂ M ein Untermodul, so existiert die Faktorgruppe M/N. Auf dieser können
wir durch

A×M/N →M/N

(a, x+N) 7→ ax+N
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eine skalare Multiplikation definieren, die M/N zu einem A−Modul macht. Die na-
türliche Abbildung

π : M →M/N

x→ x+N

ist ein surjektiver Homomorphismus von A−Moduln mit kern π = N .

EinA−ModulM heißt endlich erzeugt, falls es Elemente x1, . . . , xn inM gibt, so dass
sich jedes x ∈M als Linearkombination

x =
n∑
i=1

aixi

mit geeigneten a1, . . . , an ∈ A darstellen lässt. Die Koeffizienten a1, . . . , an sind
natürlich im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt.

Ist I eine beliebige Indexmenge und ist Mi für alle i ∈ I ein A−Modul, so wird die
direkte Summe

⊕
i∈I
Mi = {(mi)i∈I : mi ∈Mi, fast alle mi = 0}

der abelschen Gruppen Mi zusammen mit der skalaren Multiplikation

a(mi)i∈I = (ami)i∈I

ein A−Modul. Wir nennen einen A−Modul M , der isomorph zu ⊕
i∈I
A für eine belie-

bige Indexmenge I ist, einen freien A−Modul. Ist I eine endliche Menge mit n Ele-
menten, so ist M ' A⊕ . . .⊕ A = An. In diesem Fall gibt es ein Erzeugendensystem
x1, . . . , xn vonM , so dass jedes x ∈M eine Darstellung der Form x = a1x1+· · ·+anxn
mit eindeutig bestimmten a1, . . . , an besitzt.

Proposition 2.7 SeiM einA−Modul.M ist genau dann endlich erzeugt, wennM iso-
morph zu einem Quotienten von An für ein n > 0 ist, d.h. wenn es einen surjektiven
A−Modul-Homomorphismus ϕ : An →M gibt.

Beweis : „⇒:“ Es sei x1, . . . , xn ein Erzeugendensystem vonM. Wir definieren einen
A−Modul-Homomorphismus

ϕ : An →M

durch ϕ(a1, . . . , an) = a1x1 + . . . + anxn. Dann ist ϕ surjektiv, also folgt
M ' An/Kern ϕ.
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„⇐ “: Sei ϕ : An →M ein surjektiver A−Modul-Homomorphismus. Wir bezeichnen
mit ei = (0 . . . 0 1 0 . . . 0) den i−ten Einheitsvektor in An. Da ϕ surjektiv ist, wird M

von ϕ(e1), . . . , ϕ(en) erzeugt. �

Jetzt können wir eine wichtige Tatsache zeigen, die der Schlüssel zum Hilbertschen
Basissatz ist.

Satz 2.8 Sei A ein noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter A−Modul. Dann
ist jeder Untermodul von M ebenfalls endlich erzeugt.

Beweis : Da M endlich erzeugt ist, gibt es nach Proposition 2.7 einen surjektiven
Homomorphismus ϕ : An → M für ein n > 0. Sei N ⊂ M ein Untermodul. Dann ist
ϕ−1(N) ein Untermodul von An und ϕ−1(N)→ N ist ebenfalls surjektiv. Ist ϕ−1(N)
endlich erzeugt, so ist also auch N endlich erzeugt. Daher genügt es zu zeigen, dass
jeder Untermodul von An endlich erzeugt ist. Dies beweisen wir mit Induktion nach
n.
Für n = 1 sind die Untermoduln von A gerade die Ideale in A. Diese sind endlich
erzeugt, da A ein noetherscher Ring ist. Die Behauptung gelte also für ein n > 1. Wir
betrachten den surjektiven Homomorphismus

ϕ : An+1 → An

(a1, . . . , an+1) 7→ (a1, . . . , an)

und den injektiven Homomorphismus

ψ : A→ An+1

a 7→ (0, . . . , 0, a).

Dann ist offenbar Kern ϕ = Bild ψ. Also ist die kurze exakte Sequenz

0→ A
ψ−→ An+1 ϕ−→ An → 0

exakt.
Sei N ⊂ An+1 ein Untermodul. Nach Induktionsvoraussetzung ist ψ−1(N) als
Untermodul von A und ϕ(N) als Untermodul von An endlich erzeugt.

Wir wählen ein Erzeugendensystem x1, . . . , xr von ψ−1(N) und Elemente y1, . . . , ys ∈
N , so dass ϕ(y1), . . . , ϕ(ys) ein Erzeugendensystem von ϕ(N) ist. Jetzt sei x ∈ N ein
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beliebiges Element. Dann ist ϕ(x) ∈ ϕ(N), also von der Form ϕ(x) = b1ϕ(y1) + . . .+
bsϕ(ys) für b1, . . . , bs ∈ A. Daher ist x′ = x − (b1y1 + . . . + bsys) in Kern ϕ = Bild ψ

enthalten, also gilt x′ = ψ(x′′) für ein x′′ ∈ A. Da x′ in N liegt, liegt x′′ ∈ ψ−1(N).
Somit ist x′′ von der Form x′′ = a1x1 + . . .+ arxr für a1, . . . , ar ∈ A. Insgesamt folgt

x = a1ψ(x1) + . . .+ arψ(xr) + b1y1 + . . .+ bsys.

Daher ist ψ(x1), . . . , ψ(xr), y1, . . . , ys ein Erzeugendensystem von N , d.h. N ist end-
lich erzeugt.

�

Ein A−Modul, der die Eigenschaft hat, dass alle seine Untermoduln endlich erzeugte
A−Moduln sind, heißt noetherscher A−Modul.

Satz 2.8 lässt sich also auch so umformulieren: Ein endlich erzeugter Modul über
einem noetherschen Ring A ist noethersch. Insbesondere ist ein noetherscher Ring A
auch als Modul über sich selbst noethersch.

Jetzt können wir den Hilbertschen Basissatz beweisen.

Satz 2.9 (Hilbert’scher Basissatz)
Ist A ein noetherscher Ring, so ist auch der Polynomring A[X] noethersch.

Beweis : Es sei a ⊂ A[X] ein Ideal. Wir wollen zeigen, dass a endlich erzeugt ist. Dafür
können wir a 6= 0 annehmen. Nun betrachten wir die Menge aller Leitkoeffizienten
von Elementen in a:

b = {a ∈ A : a 6= 0 und aXn + an−1X
n−1 + . . .+ a0 ∈ a} ∪ {0}.

b ist ein Ideal in A, also nach Voraussetzung endlich erzeugt. Ist b = (a1, . . . , am) mit
ai 6= 0 aus A, so gibt es für alle i ein Polynom: fi(X) ∈ a, dessen Leitkoeffizient ai ist.
Wir bezeichnen den Grad von fi(X) mit ri. Wir betrachten das Ideal a′ = (f1, . . . , fm)
in A[X]. Offenbar ist a′ ⊂ a.
Es sei r das Minimum der Grade r1, . . . , rm. Ferner bezeichnen wir mit M den
A−Untermodul aller Polynome vom Grad 5 r − 1 in A[X]. Er wird erzeugt von den
Polynomen 1, x, x2, . . . , xr−1. Wir zeigen nun a = a′ + (a ∩M). Die Inklusion „⊃“ ist
klar. Um „⊂“ zu zeigen, betrachten wir ein beliebiges Polynom f(X) = αXn+. . .+α0

in a. Ist n < r, so ist f ∈M und wir sind fertig. Ist n = r, so schreiben wir den Leitko-
effizienten α ∈ b als α = c1a1 + . . .+cmam für geeignete c1, . . . , cm ∈ A. Das Polynom

h1(X) =
n∑
i=1

ciX
n−rifi liegt in a′. Wir betrachten g1(X) = f(X) − h1(X) ∈ a. Der
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Koeffizient vor Xn von g1(X) ist α −
n∑
i=1

ciai = 0, also hat g1 einen Grad ≤ n − 1. Ist

grad (g1) < r, so liegt g1 in a ∩M und wir erhalten f ∈ a′ + (a ∩M). Andernfalls
wiederholen wir das obige Verfahren mit g1(X) und konstruieren ein Polynom
h2(X) ∈ a′, so dass der Grad von g1(X)− h1(X) echt kleiner als der Grad von g1(X)
ist. Nach endlich vielen Schritten erhalten wir so ein Polynom in a ∩M , und es folgt
f ∈ a′ + (a ∩M).

Nun ist (a ∩ M) als Untermodul des endlich erzeugten A−Moduls M nach Satz
2.8 selbst ein endlich erzeugter A−Modul. Als Summe von zwei endlich erzeugten
A−Moduln ist somit a endlich erzeugt. �

Korollar 2.10 Ist A ein noetherscher Ring, so ist für jedes n ≥ 1 der Polynomring
A[X1, . . . , Xn] noethersch.

Beweis : Das folgt mit Induktion aus Satz 2.9, da
A[X1, . . . , Xn] = (A[X1, . . . , Xn−1])[Xn] gilt. �

3 Der Hilbert’sche Nullstellensatz

Wir wollen nun Nullstellenmengen von Polynomen über algebraisch abgeschlosse-
nen Körpern studieren.

Es seiK ein algebraisch abgeschlossener Körper, d.h. jedes nicht-konstante Polynom
f ∈ K[X] hat eine Nullstelle in K. Das kann man auch so ausdrücken: K hat keinen
echten algebraischen Erweiterungskörper.

Beispiel: C ist ein algebraisch abgeschlossener Körper.

Mit A = K[X1, ..., Xn] bezeichnen wir den Polynomring in n Variablen über K.
Ferner definieren wir den n-dimensionalen affinen Raum über K als

An(K) = {(a1, ..., an) : ai ∈ K}.

An(K) ist also der Vektorraum der n-dimensionalen Zeilenvektoren über K.
Ist P = (P1, ..., Pn) ein Punkt des An(K) und f ∈ A = K[X1, ..., Xn], so ist
f(P ) = f(P1, ..., Pn) ∈ K. Ist f(P ) = 0, so nennen wir P Nullstelle von f .
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Definition 3.1 Es sei T ⊂ A eine beliebige Menge von Polynomen. Die Nullstellen-
menge von T ist definiert als

V (T ) = {P ∈ An(K) : f(P ) = 0 für alle f ∈ T}.

Mit Hilfe des Hilbert’schen Basissatzes können wir zeigen, dass für die Beschreibung
von V (T ) endlich viele Polynome ausreichen. Wir bezeichnen mit (T ) das von T er-
zeugte Ideal in A, es gilt also

(T ) = {f1t1 + ...+ fntn : f1, ..., fn ∈ A, t1, ..., tn ∈ T, n = 0}.

Man prüft leicht, dass (T ) das kleinste Ideal in A ist, das T enthält.

Offenbar gilt V (T ) = V ((T )), d.h. die Nullstellenmenge von T stimmt mit der Null-
stellenmenge des von T erzeugten Ideals überein. Nach dem Hilbert’schen Basissatz
2.9 ist A noethersch, also ist (T ) endlich erzeugt. Ist (T ) = (t1, ..., tn), so gilt

V (T ) = V ((T )) = {P ∈ An(K) : t1(P ) = ... = tn(P ) = 0}.

Also ist V (T ) die Nullstellenmenge einer endlichen Teilmenge von A.

Definition 3.2 Eine Teilmenge Y ⊂ An(K) heißt algebraische Menge, wenn es ein
Ideal a ⊂ A gibt mit V (a) = Y .

Lemma 3.3 Es sei I eine beliebige Indexmenge. Dann gilt für Ideale a, b, (ai)(i ∈ I):

i) V (0) = An(K), V (A) = ∅

ii) Ist a ⊂ b, so folgt V (b) ⊂ V (a)

iii) V (a ∩ b) = V (a) ∪ V (b)

iv) V (
∑
i∈I

ai) =
⋂
i∈I

V (ai).

Hier ist die Summe
∑
i∈I

ai der Ideale ai definiert als

∑
i∈I

ai = {ai1 + ...+ aim : m = 0, {i1, ..., im} ⊂ I, ai1 ∈ ai1 , ..., aim ∈ aim}
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Beweis :

i) Das Nullpolynom verschwindet auf ganz An(K) und es gibt keinen Punkt
P ∈ An(K), der Nullstelle eines jeden Polynoms ist.

ii) Folgt sofort aus der Definition von V (a).

iii) „⊂“: Angenommen, P ∈ An(K) ist weder in V (a) noch in V (b) enthalten. Dann
gibt es ein f ∈ a mit f(P ) 6= 0 und ein g ∈ b mit g(P ) 6= 0. Also ist fg ∈ a ∩ b

ein Polynom mit fg(P ) 6= 0, d.h. P /∈ V (a ∩ b).

„⊃“: Folgt wegen a ∩ b ⊂ a und a ∩ b ⊂ b aus ii).

iv) „⊂“: Da aj ⊂
∑
i∈I

ai für alle j ∈ I gilt, folgt dies aus ii).

„⊃“: Ist P ∈
⋂
i∈I

V (ai), so gilt f(P ) = 0 für alle f ∈ ai und alle i ∈ I . Dann ist

aber auch f(P ) = 0 für alle f ∈
∑
i∈I

ai, d.h. es gilt P ∈ V (
∑
i∈I

ai).

�

Wir nennen eine Teilmenge U ⊂ An(K) offen, wenn das Komplement von U eine
abgebraische Menge ist, d.h. wenn An(K)\U = V (a) für ein Ideal a ⊂ A gilt.

Lemma 3.3 besagt dann:

• An(K) und ∅ sind offen in An(K).

• Der Schnitt von zwei offenen Mengen ist offen.

• Die Vereinigung von beliebig vielen offenen Mengen ist offen.

Wir erhalten mit diesem Begriff offener Mengen also eine Topologie auf An(K).
Diese heißt Zariski-Topologie.

Vorsicht: Trägt K eine Topologie, wie etwa im Fall K = C, so erbt auch der Raum
der Zeilenvektoren An(K) eine Topologie. Dies ist aber eine ganz andere als die
Zariski-Topologie. Die Zariski-Topologie ist recht grob, wie das folgende Beispiel
zeigt.
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Beispiel: Ist n = 1, also A = K[X], so ist jedes Ideal in A ein Hauptideal. Also sind
alle algebraischen Mengen in A1(K) von der Form V (f) für ein f ∈ K[X]. Daher ist
U ⊂ A1(K) offen genau dann, wenn es ein f ∈ K[X] gibt mit

U = {P ∈ A1(K) : f(P ) 6= 0}.

Also sind die offenen Mengen genau die Teilmengen von An(K), deren Komplement
endlich ist, plus die leere Menge.

Definition 3.4 Ist X ⊂ An(K) eine beliebige Teilmenge, so definieren wir

I(X) = {f ∈ A : f(P ) = 0 für alle P ∈ X}.

Die Teilmenge I(X) ⊂ A ist ein Ideal in A, wie man leicht nachrechnet.

Lemma 3.5 Es seien X und Y Teilmengen von An(K)

i) Ist X ⊂ Y , so folgt I(Y ) ⊂ I(X).

ii) Es giltX ⊂ V (I(X)). IstX eine algebraische Menge, so gilt sogarX = V (I(X)).

iii) Ist a ⊂ A ein Ideal, so gilt a ⊂ I(V (a)).

Beweis :

i) und iii) folgen sofort aus den Definitionen

ii) X ⊂ V (I(X)) ist klar. Ist X = V (a) eine algebraische Menge, so ist nach iii)
a ⊂ I(V (a)) = I(X), also mit Lemma 3.3 ii) V (I(X)) ⊂ V (a) = X .

�

Im allgemeinen ist die Inklusion a ⊂ I(V (a)) aus Lemma 3.5 iii) eine echte Inklusion.
So gilt etwa für das Ideal a = (X2) ⊂ K[X], dass

V (a) = {P ∈ K : P 2 = 0} = {0}

ist, woraus

I(V (a)) = {a1X + ...+ anX
n : a1, ..., an ∈ K,n = 1} = (X)
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folgt.

Mit Hilfe des Hilbert’schen Nullstellensatzes werden wir später I(V (a)) bestimmen.
Dafür brauchen wir folgenden Begriff:

Definition 3.6 Ist a ein Ideal in einem beliebigen Ring A, so ist das Radikal von a

definiert als
√

a = {f ∈ A : es gibt ein k = 1 mit fk ∈ a}.

Offenbar gilt also a ⊂
√

a. Das Radikal von a ist ein Ideal (Übungsaufgabe).

Beispiel: Für das Ideal (X2) ⊂ K[X] gilt
√

(X2) = (X).

Wir wollen später zeigen, dass allgemein I(V (a)) =
√

a gilt. Dazu brauchen wir ein
paar algebraische Vorarbeiten.

Lemma 3.7 Es seien C ⊂ B ⊂ A Ringe.

i) Ist A ein endlich erzeugter B-Modul und B ein endlich erzeugter C-Modul, so
ist A ein endlich erzeugter C-Modul.

ii) Ist A ein endlich erzeugter B-Modul, so ist A ganz über B, d.h. jedes Element
x ∈ A erfüllt eine Gleichung der Form

xn + bn−1x
n−1 + ...+ b1x+ b0 = 0

für geeignete b0, ..., bn−1 ∈ B.

iii) Erfüllt umgekehrt ein x ∈ A eine Gleichung der obigen Form, so ist

B[x] := {bnxn + bn−1x
n−1 + ...+ b1x+ b0 : b0, ..., bn ∈ B,n = 0}

ein endlich erzeugter B-Modul.

Beweis :
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i) Ist (a1, ..., am) ein Erzeugendensystem von A als B-Modul und (b1, ..., bn) ein
Erzeugendensystem vonB als C-Modul, so hat jedes a ∈ A eine Darstellung als
a = β1a1 + ... + βmam mit geeigneten βi ∈ B. Diese können wir schreiben als
βi = γi1b1+...+γinbn mit geeigneten γij ∈ C. Setzen wir diese Ausdrücke in die
Gleichung für a ein, so sehen wir, dass (aibj)

i=1,...,m
j=1,...,n

ein Erzeugendensystem

von A als C-Modul ist.

ii) Es sei (a1, ..., am) ein Erzeugendensystem von A als B-Modul. Ist x ∈ A, so ist
auch xai ∈ A, also gibt es Elemente bij ∈ B mit

xai = bi1ai + ...+ bimam für alle i = 1, ...,m.

Also gilt
m∑
j=1

(xδij − bij)aj = 0.

Wir betrachten nun die (m × m)-Matrix M = (xδij − bij)i,j=1,...,m. Es ist

M


a1

...
am

 = 0. Ist Madj die zu M adjungierte Matrix, so gilt

MadjM = detM · Em,

also auch

0 = MadjM


a1

...
am

 = detM


a1

...
am

,

woraus

(detM) · ai = 0 für i = 1, ...,m folgt.

Nun lässt sich das Element 1 ∈ A linear aus den Erzeugern ai, ..., am kombinie-
ren, woraus detM = detM · 1 = 0 in A folgt. Rechnen wir detM aus, so stellen
wir fest, dass detM ein normiertes Polynom in x mit Koeffizienten in B ist, d.h.
es gilt

0 = detM = xn + bn−1x
n−1 + ...+ b1x+ b0
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für geeignete b0, ..., bn−1 ∈ B.

iii) Gilt xn = −bn−1x
n−1−...−b1x−x0, so istB[x] alsB-Modul von 1, x, x2, ..., xn−1

erzeugt.
�

Lemma 3.8 (Lemma von Nakayama) Es seien B ⊂ A Ringe, so dass A 6= 0 ein end-
lich erzeugterB-Modul ist. Dann gilt für jedes maximale Ideal m vonB, dass mA 6= A

ist. Hier ist mA = {
n∑
i=1

mixi : n = 1,mi ∈ m, xi ∈ A} das von m in A erzeugte Ideal.

Beweis : Angenommen, es gilt mA = A. Es sei (a1, ..., am) ein Erzeugendensystem
von A als B-Modul. Da ai ∈ A = mA ist, gibt es Elemente bij ∈ m mit

ai = bi1a1 + ...+ bimam für alle i = 1, ...,m.

Wie im Beweis von 3.7 ii) betrachten wir die Matrix M = (δij − bij)i,j=1,...,m und
schließen detM = 0. Rechnen wir detM aus, so stellen wir fest, dass

detM = 1 + b für ein b ∈ m gilt.

Also ist 1 ∈ m im Widerspruch zu der Tatsache, dass m ein maximales Ideal ist. �

Das Lemma von Nakayama gilt auch allgemeiner für beliebige endlich erzeugte
B-Moduln, die nicht unbedingt Ringe sein müssen. Dazu muss man den obigen
Beweis etwas modifizieren.

Lemma 3.9 Es sei A ein Körper und B ⊂ A ein Unterring, so dass A ein endlich
erzeugter B-Modul ist. Dann ist auch B ein Körper.

Beweis : Es sei b 6= 0 ein Element von B. Da A ein Körper ist, existiert b−1 ∈ A.
Wir müssen zeigen, dass b−1 bereits in B liegt. Nach Lemma 3.7 ii) erfüllt b−1 eine
Gleichung der Form

b−n + bn−1b
−(n−1) + ...+ b1b

−1 + b0 = 0

für geeignete b0, ..., bn−1 ∈ B.
Nach Multiplikation mit bn−1 ergibt sich

b−1 = −bn−1 − ...− b1bn−2 + b0b
n−1 ∈ B.

�
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Wir erinnern jetzt noch an den Begriff einer Algebra über einem RingB. EinB-Modul
A, der gleichzeitig ein Ring ist, so dass noch

b(fg) = (bf)g = g(bf)

für alle b ∈ B und f, g ∈ A gilt, heißt B-Algebra (genauer gesagt: kommutative
B-Algebra mit 1).

Beispiel: Der Polynomring B[X1, ..., Xn] ist eine B-Algebra.

Allgemeiner gilt für jeden RingA und jeden UnterringB ⊂ A, dassA eineB-Algebra
ist.

Definition 3.10 Eine B-Algebra A heißt endlich erzeugt (genauer gesagt: endlich er-
zeugt als B-Algebra), wenn es endlich viele Elemente b1, ..., bn ∈ B gibt, so dass sich
jedes b ∈ B als Polynom in den bi schreiben lässt. Mit anderen Worten, für jedes b ∈ B
gibt es ein f ∈ B[X1, ..., Xn] mit b = f(b1, ..., bn).

Beispiel: Ist a ⊂ B[X1, ..., Xn] ein Ideal, so ist die B-Algebra B[X1, ..., Xn]/a endlich
erzeugt.

EineB-AlgebraA trägt insbesondere die Struktur einesB-Moduls. IstA alsB-Modul
endlich erzeugt, so ist A auch als B-Algebra endlich erzeugt. Die Umkehrung gilt
allerdings nicht! Der Polynomring A = B[X1, ..., Xn] ist etwa als B-Modul nicht
endlich erzeugt, wohl aber als B-Algebra.

Satz 3.11 (Noether-Normalisierung) Es sei K ein unendlicher Körper und A eine
von (a1, ..., an) erzeugte K-Algebra. Dann gibt es eine Zahl m mit 0 5 m 5 n und
Elemente y1, ..., ym ∈ A, so dass gilt:

i) (y1, ..., ym) sind algebraisch unabhängig über K, d.h. es gibt kein Polynom 0 6=
f ∈ K[X1, ..., Xm] mit f(y1, ..., ym) = 0 in A.

ii) A ist ein endlich erzeugter K[y1, ..., ym]-Modul, wobei K[y1, ..., ym] = {a ∈ A :
es gibt ein Polynom h ∈ K[X1, ..., Xm] mit a = h(y1, ..., ym)} ist.

Bemerkung: Die Bedingung, dass (y1, .., ym) algebraisch unabhängig über K sind,
bedeutet, dass der natürliche Homomorphismus
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ϕ : K[X1, ..., Xm]→ A

f 7→ f(y1, ..., ym)

injektiv ist. Sein Bild ist definitionsgemäß gerade K[y1, ..., ym]. Also gilt
K[y1, ..., ym] ' K[X1, ..., Xm], d.h. K[y1, ..., ym] ist isomorph zu dem Polynom-
ring in m Variablen über K.

Beweis : Wir betrachten den Homomorphismus von K−Algebren

ψ : K[X1, ..., Xn]→ A

f 7→ f(a1, ..., an).

Da A als K-Algebra von (a1, ..., an) erzeugt wird, ist ψ surjektiv. Es sei a = Kernψ.
Ist a = 0, so können wir y1 = a1, ..., yn = an und m = n wählen und haben die
Behauptung bewiesen. Also nehmen wir a 6= 0 an.
Ist n = 1, so ist a = (f) ein Haupideal in K[X]. Wir können den Erzeuger f normiert
wählen. Es gilt f(a1) = 0. Nach Lemma 3.7 iii) ist also A = K[a1] ein endlich
erzeugter K-Modul, und wir können m = 0 wählen und haben die Behauptung
bewiesen.

Also können wir per Inklusion annehmen, dass die Behauptung für K-Algebren
A mit 5 (n − 1) Erzeugern bewiesen ist. Wir wählen ein f 6= 0 in a. Ist d = degf
der Grad von f , so können wir f schreiben als f = Fd + G mit einem homogenen
Polynom Fd vom Grad d und einem Polynom G vom Grad 5 d− 1. Das Polynom Fd

ist also eine Summe von Monomen der Form cXi1
1 · ... ·Xin

n mit i1 + ...+ in = d und
c ∈ K.
Da K ein unendlicher Körper ist, gibt es Elemente γ1, ..., γn−1 ∈ K mit
Fd(γ1, ..., γn−1, 1) 6= 0, denn Fd(X1, ..., Xn−1, 1) ist ein Polynom 6= 0 in
K[X1, ..., Xn−1] (Übungsaufgabe).

Also gilt für a′1 = a1 − γ1an, ..., a
′
n−1 = an−1 − γn−1an die Gleichung

0 = f(a1, ..., an) = f(a′1 + γ1an, ..., a
′
n−1 + γn−1an, an) =

Fd(a′1 + γ1an, ..., a
′
n−1 + γn−1an, an) +G(a′1 + γ1an, ..., a

′
1 + γn−1an, an).

Diese beiden Summanden wollen wir als Polynome in der Variablen an mit Koeffizi-
enten im Ring K[a′1, ..., a

′
n−1] betrachten. Da degG 5 d − 1 ist, hat der zweite Sum-

mand einen Grad 5 d − 1 in an. Der erste Summand ist eine Summe von Elementen
der Form

c(a′1 + γ1)i1 ... (a′n−1 + γnan)in−1ainn
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für c ∈ K und i1 + ...+ in = d. Multiplizieren wir dies aus und ordnen nach Potenzen
von an, so stellen wir fest, dass der Faktor vor adn gerade cγi11 ... γ

in−1
n−1 ist.

Also gilt

Fd(a′1 + γ1an, ..., a
′
n−1 + γn−1an, an) =

Fd(γ1, ..., γn−1, 1)adn+ Terme kleinerer Ordnung in an.

Da Fd(γ1, ..., γn−1, 1) 6= 0 ist, haben wir somit ein normiertes Polynom mit Koeffizi-
enten in K[a′1, ..., a

′
n−1] gefunden, das in an verschwindet.

Nach Lemma 3.7 iii) ist (K[a′1, ..., a
′
n−1])[an] also ein endlich erzeugterK[a′1, ..., a

′
n−1]-

Modul. Da A als K-Algebra von (a1, ..., an) erzeugt wird, ist auch (a′1, ..., a
′
n−1, an)

ein Erzeugendensystem von A als K-Algebra. Also gilt A = K[a′1, ..., a
′
n−1][an]. Nach

Induktionsvoraussetzung gibt es ferner Elemente y1, ..., ym mit 0 5 m 5 n − 1, die
algebraisch unabhängig über K sind, so dass K[a′1, ..., a

′
n−1] ein endlich erzeugter

K[y1, ..., ym]-Modul ist. Nach Lemma 3.7 i) ist dann auch A ein endlich erzeugter
K[y1, ..., ym]-Modul und die Behauptung ist bewiesen. �

Jetzt können wir folgende wichtige Konsequenz der Noether Normalisierung zeigen.

Satz 3.12 Es sei K ein unendlicher Körper und L ein Erweiterungskörper von K, der
als K-Algebra endlich erzeugt ist. Dann ist L/K eine endliche Körpererweiterung,
also insbesondere algebraisch.

Beweis : Wir wenden Noether Normalisierung (Satz 3.11) auf L an. Es gibt also Ele-
mente y1, ..., ym ∈ L, die algebraisch unabhängig über L sind, da dass L ein endlicher
K[y1, ..., ym]-Modul ist. Nach Lemma 3.9 ist K[y1, ..., ym] ein Körper, also lässt sich
jedes y−1

i als Polynom in y1, ..., ym schreiben. Multiplizieren wir diese Gleichung mit
yi, so erhalten wir ein Polynom f 6= 0 mit f(y1, ..., ym) = 0. Das widerspricht der al-
gebraischen Unabhängigkeit, wenn m = 1 ist. Also ist m = 0, d.h. L ist ein endlicher
K-Modul, also eine endliche Erweiterung über K. �

Sowohl der Satz 3.11 von der Noether Normalisierung als auch Satz 3.12 gelten für
beliebige, nicht notwendig unendliche Körper. Dann muss man sich im Beweis von
3.11 aber etwas mehr anstrengen.

Jetzt können wir diese algebraischen Resultate dazu benutzen, um etwas über
algebraische Mengen herauszukommen.
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Satz 3.13 (Hilbert’scher Nullstellensatz) Es sei K ein algebraisch abgeschlossener
Körper. Dann gilt

i) Jedes maximale Ideal in A = K[X1, ..., Xn] ist von der Form m = (X1 −
a1, ..., Xn − an) für ein P = (a1, ..., an) ∈ An(K).

ii) Ist a ⊂ A ein Ideal mit a 6= A, so gilt V (a) 6= ∅.

iii) Für jedes Ideal a ⊂ A gilt I(V (a)) =
√

a.

Beweis :

i) Ist P = (a1, ..., an) ∈ An(K), so gilt I(P ) = (X1 − a1, ..., Xn − an) (Übungsauf-
gabe), also ist dieses Ideal der Kern der Auswertungsabbildung

ϕ : K[X1, ..., Xn]→ K

f 7→ f(a1, ..., an).

Somit ist (X1 − a1, ..., Xn − an) ein maximales Ideal.

Sei umgekehrt m ⊂ A ein maximales Ideal. Dann ist L = K[X1, ..., Xn]/m ein
Körper und gleichzeitig eine endlich erzeugte K-Algebra. Nach Satz 3.12 ist L
algebraisch überK. Also folgtL = K, daK algebraisch abgeschlossen ist. Somit
ist

ψ : K ⊂ K[X1, ..., Xn]
π−→ K[X1, ..., Xn]/m

ein Isomorphismus.
Wir betrachten bi = xi + m ∈ K[X1, ..., Xn] und setzen ai = ψ−1(bi). Dann ist
xi−ai ∈Kern π = m. Also folgt (x1−a1, ..., xn−an) ⊂ m. Da (x1−a1, ..., xn−an)
ein maximales Ideal ist, gilt sogar (x1 − a1, ..., xn − an) = m.

ii) Es sei a $ A ein Ideal. Dann gibt es ein maximales Ideal m mit a ⊂ m (ÜA).
Nach i) gilt m = (x1 − a1, ..., xn − an) für geeignete a1, ..., an ∈ K, woraus
(a1, ..., an) ∈ V (a) folgt.

iii) Ist f ∈
√

a, so ist fk ∈ a für ein k = 1, also gilt nach Lemma 3.5 fk ∈ I(V (a)),
woraus f ∈ I(V (a)) folgt. Wir müssen also nur noch I(V (a)) ⊂

√
a zeigen.

Sei f ∈ I(V (a)) gegeben. Ohne Einschränkung ist f 6= 0.
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Wir wählen ein Erzeugendensystem g1, ..., gr ∈ K[X1, ..., Xn] des Ideals a. Wir
nehmen nun eine zusätzliche UnbestimmteXn+1 hinzu und betrachten das Ide-
al b = (g1, ..., gr, Xn+1f − 1) in K[X1, ..., Xn, Xn+1].
Angenommen V (b) 6= ∅. Dann gibt es ein Punkt (a1, ..., an, an+1) ∈ An+1(K)
mit g1(a1, ..., an) = ... = gr(a1, ..., an) = 0 und an+1f(a1, ..., an) = 1.
Somit liegt (a1, ..., an) in V (a). Da f ∈ I(V (a) ist, folgt f(a1, ..., an) = 0, was im
Widerspruch zu an+1f(a1, ..., an) = 1 steht.
Also ist V (b) = ∅. Mit ii) folgt daraus b = K[X1, ..., Xn, Xn+1]. Also
ist 1 eine Linearkombination von g1, ..., gn, Xn+1f − 1 mit Koeffizienten in
K[X1, ..., Xn, Xn+1], d.h. es gilt

1 =
r∑
i=1

higi + h0(Xn+1f − 1)

für geeignete h0, h1, ..., hr ∈ K[X1, ..., Xn, Xn+1].

Da f 6= 0 ist, liegt 1
f ∈ Quot(K[X1, ..., Xn]) und es folgt

1 =
r∑
i=1

hi(X1, ..., Xn,
1
f )gi(X1, ..., Xn)

in QuotK[X1, ..., Xn].
Es sei m der höchste Grad, mit dem Xn+1 in einem der Polynome h1, ..., hr

auftaucht. Dann folgt nach Multiplikation mit fm die Gleichung

fm =
r∑
i=1

hi(X1, ..., Xn,
1
f )fmgi.

Nun liegen die Elemente hi(X1, ..., Xn,
1
f )fm in K[X1, ..., Xn], also folgt

fm ∈ (g1, ..., gr) ∈ a und damit f ∈
√

a.
�

Teil ii) des Hilbert’schen Nullstellensatzes (3.13) besagt, dass jedes Ideal 6= (1)
mindestens eine Nullstelle in An(K) besitzt. Die Voraussetzung, dass K algebraisch
abgeschlossen ist, ist hier entscheidend. Sonst ist dies natürlich schon für Polynome
mit einer Variable im allgemeinen falsch.

Der Hilbert’sche Nullstellensatz impliziert folgendes Lösbarkeitskriterium von
Systemen polynomialer Gleichungen:
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Korollar 3.14 Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und f1, ..., fr ∈
K[X1, ..., Xn]. Das System polynomialer Gleichungen

f1(a1, ..., an) = 0

...

fr(a1, ..., an) = 0

ist genau dann unlösbar überK, wenn es Polynome g1, ..., gr ∈ K[X1, ..., Xn] gibt mit

g1f1 + ...+ grfr = 1.

Beweis : Das System von polynomialen Gleichungen

f1(a1, ..., an) = f2(a1, ..., an) = ... = fr(a1, ..., an) = 0

ist genau dann unlösbar über K, wenn für das Ideal a = (f1, ..., fr) ⊂ K[X1, ..., Xn]
gilt V (a) = ∅. Nach 3.13 ii) ist das äquivalent zu a = K[X1, ..., Xn], also zu einer
Linearkombination der 1 mit Koeffizienten g1, ..., gr ∈ K[X1, ..., Xn]. �

4 Das Spektrum eines Ringes

Wir wollen nun für jeden Ring A einen topologischen Raum SpecA definieren, den
wir später zu einem „affinen Schema“ machen werden. Es sei daran erinnert, dass
alle unsere Ringe kommutativ mit 1 sind.

Definition 4.1 Sei A ein Ring.

i) Das Spektrum von A ist definiert als

SpecA = {p : p ⊂ A Primideal }.

ii) Für jedes Ideal a ⊂ A sei

V (a) = {p : p ⊂ A Primideal mit a ⊂ p} ⊂ SpecA.

Beispiele:

i) Ist K ein Körper, so ist SpecK = {0} eine Einpunktmenge.
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ii) Für A = Z gilt

Spec Z = {0} ∪ {(p) : p Primzahl }.

Für das Ideal (n) = nZ mit n ∈ N gilt

V ((n)) = {(p) : p Primzahl, p|n}, falls n 6= 0 ist,

sowie V ((0)) = Z.

Die Menge V (a) verhalten sich ähnlich wie die Nullstellenmengen aus §3.

Lemma 4.2 Für Ideale a, b, (ai)i∈I in A, I eine beliebige Indexmenge, gilt

i) V ((0)) = SpecA, V (A) = ∅.

ii) Ist a ⊂ b, so folgt V (b) ⊂ V (a).

iii) V (a ∩ b) = V (a) ∪ V (b).

iv) V (
∑
i∈I

ai) =
⋂
i∈I

V (ai).

Beweis :

i) Jedes Primideal enthält 0, kein Primideal enthält 1.

ii) Ist p in V (b), so ist p ein Primideal mit b ⊂ p. Also gilt auch a ⊂ p, d.h. p ∈ V (a).

iii) Ist p ∈ V (a) ∪ V (b), so ist p ein Primideal mit a ⊂ p und b ⊂ p. Somit ist auch
a ∩ b ⊂ p, also p ∈ V (a ∩ b).
Ist umgekehrt p ein Primideal mit a ∩ b ⊂ p und a 6⊂ p, so müssen wir b ⊂ p

zeigen. Es existiert also ein f ∈ a mit f /∈ p. Sei g ∈ b ein beliebiges Element.
Dann ist fg ∈ a ∩ b ⊂ p. Da p ein Primideal ist, folgt f ∈ p (was ausgeschlossen
ist) oder g ∈ p. Also ist g ∈ p, d.h. b ⊂ p.

iv) Da für alle i ∈ I die Inklusion ai ⊂
∑
i∈I

ai gilt, ist nach i) V (
∑
i∈I

ai) ⊂
⋂
i∈I

V (ai).

Ist umgekehrt p ein Primideal mit ai ⊂ p für alle i ∈ I , so folgt
∑
i∈I

ai ⊂ p, d.h.

p ∈ V (
∑
i∈I

ai).

�
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Definition 4.3 Wir nennen eine TeilmengeU ⊂ SpecA offen, wenn es ein Ideal a ⊂ A
gibt mit U = SpecA \ V (a).

Die Menge SpecA zusammen mit den so definierten offenen Teilmengen ist ein topo-
logischer Raum, denn nach Lemma 4.2 gilt

i) ∅ und SpecA sind offen.

ii) Endliche Schnitte offener Mengen sind offen.

iii) Beliebige Vereinigungen offener Mengen sind offen.

Die so definierte Topologie auf SpecA heißt Zariski-Topologie.

Beispiel: Die offenen Teilmengen von Spec Z sind ∅, Spec Z und alle Mengen der
Form Spec Z \ {(p1), ..., (pr)} für endlich viele Primzahlen p1, ..., pr. Wir haben
nämlich oben gesehen, dass die Mengen V (a) für ein Ideal a ⊂ Spec Z gerade die
folgenden sind: V ((0)) = Spec Z, V ((1)) = ∅ und V ((n)) = {(p) : p|n} für n = 2.

Jede nicht-leere offene Menge in Spec Z enthält also den Punkt (0). Insbesondere ist
die Zariski-Topologie auf Spec Z nicht Hausdorff’sch.

Definition 4.4 Für jedes f ∈ A sei

D(f) = {p ∈ SpecA : f /∈ p} ⊂ SpecA.

Die Teilmenge D(f) ⊂ SpecA ist offen, denn es gilt

D(f) = SpecA \ V ((f)),

wobei (f) das von f erzeugte Hauptideal in A ist.

Die offenen Mengen D(f) für f ∈ A bilden eine Basis der Zariski-Topologie auf
SpecA, d.h. für jedes p ∈ SpecA und jede offene Teilmenge U ⊂ SpecA mit p ∈ U

gibt es ein f ∈ A mit D(f) ⊂ U . Jedes offene U mit p ∈ U (d.h. jede offene Umgebung
U von p) ist nämlich von der Form

U = SpecA \ V (a)
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für ein Ideal a ⊂ A. Da p ∈ U ist, folgt natürlich p /∈ V (a), d.h. a 6⊂ p. Somit existiert
ein f ∈ a mit f /∈ p. Also gilt p ∈ D(f). Wegen f ∈ a folgt außerdem V (a) ⊂ V ((f)),
also D(f) ⊂ U .

Es sei ϕ : A→ B ein Ringhomomorphismus. Dann definieren wir eine Abbildung

f = Specϕ : SpecB → SpecA

durch f(p) = ϕ−1(p). Da für jedes Primideal p ⊂ B das Urbild ϕ−1(p) ⊂ A ein
Primideal ist (Übungsaufgabe), ist f wohldefiniert.

Lemma 4.5 Es sei ϕ : A → B ein Ringhomomorphismus und f : SpecB → SpecA
die zugehörige Abbildung. Dann gilt:

i) f ist stetig.

ii) Ist a ⊂ A ein Ideal in A und ϕ(a)B das von ϕ(a) erzeugte Ideal in B, so gilt

f−1(V (a)) = V (ϕ(a)B).

iii) Ist g ∈ A, so gilt f−1(D(g)) = D(ϕ(g)).

iv) Ist ϕ surjektiv, so induziert f einen Homöomorphismus (also eine bijektive,
stetige Abbildung mit stetiger Umkehrabbildung)

f : SpecB → V (Kernϕ).

Beweis :

i) Folgt sofort aus ii), denn es genügt zu zeigen, dass Urbilder abgeschlossener
Mengen abgeschlossen sind.

ii) Sei a ⊂ A ein Ideal. Dann gilt für jedes Primideal p von B:

p ∈ f−1(V (a))⇔ ϕ−1(p) ∈ V (a)
⇔ a ⊂ ϕ−1(p)
⇔ ϕ(a)B ⊂ p

⇔ p ∈ V (ϕ(a)B).
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iii) f−1(D(g)) besteht aus allen Primidealen in B, so dass g /∈ ϕ−1(p) gilt. Das ist
äquivalent zu ϕ(g) /∈ p, also zu p ∈ D(ϕ(g)).

iv) Für jedes Primideal p ⊂ B gilt Kernϕ ⊂ ϕ−1(p), also ist Bild(f) ⊂ V (Kernϕ).

Sei q ∈ V (Kernϕ) ein beliebiges Primideal. Da ϕ surjektiv ist, ist ϕ(q) ein Ideal in
B (Übungsaufgabe). Dies ist sogar ein Primideal. Gilt nämlich ϕ(f)ϕ(g) ∈ ϕ(q)
für f, g ∈ A, so existiert ein h ∈ Kernϕ mit fg − h ∈ q. Da Kernϕ ⊂ q ist, folgt
fg ∈ q, also f ∈ q oder g ∈ q. Somit ist ϕ(f) ∈ ϕ(q) oder ϕ(g) ∈ ϕ(q).

Die Abbildung

f̃ : V (Kernϕ)→ SpecB
q 7→ ϕ(q)

ist eine Umkehrabbildung zu f , wie man leicht nachrechnet. Ferner gilt

f̃(V (b)) = V (ϕ−1(ϕ(b)),

also ist f̃ ebenfalls stetig. Damit ist f ein Homöomorphismus SpecB →
V (Kernϕ).

�

Beispiel: In Spec Z gilt V ((9)) = V ((3)) = Spec Z \ {3}.

Wir wollen jetzt analysieren, unter welchen Umständen verschiedene Ideale in
A dieselbe abgeschlossene Teilmenge in SpecA induzieren. Dazu brauchen wir
folgendes Lemma.

Lemma 4.6 Es sei a ⊂ A ein Ideal. Dann ist
√

a gleich dem Schnitt aller Primideale in
A, die a enthalten.

Beweis : Ist f ∈
√

a, so liegt fk ∈ a für ein k = 1. Ist p ⊂ A ein beliebiges Primideal
mit a ⊂ p, so folgt aus fk ∈ a ⊂ p also f ∈ p. Daher gilt

√
a ⊂ p.

Sei umgekehrt f ∈ A ein Element, das nicht in
√

a enthalten ist. Also gilt für alle
k = 1, dass fk nicht in a liegt. Wir betrachten nun die Menge
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Σ = {b : b ⊂ A Ideal mit a ⊂ b, so dass für alle k = 1 das Element fk nicht in b liegt}.

Diese Menge enthält a, ist also insbesondere nicht leer.

Wir betrachten eine bezüglich der Inklusion total geordnete Teilmenge {bi : i ∈ I}
von Σ. Dann ist

⋃
i∈I

bi ein Ideal in A, das a enthält, aber kein fk. Also ist
⋃
i∈I

bi ∈ Σ ei-

ne obere Schranke. Nach dem Lemma von Zorn hatΣ somit ein maximales Element p.

Wir zeigen, dass p ein Primideal ist. Angenommen, x /∈ p und y /∈ p für Elemente
x, y ∈ A. Dann sind p + (x) und p + (y) Ideale in A, die echt größer als p sind. Da p

in Σ maximal ist, können weder p + (x) noch p + (y) in Σ liegen. Da beide Ideale a

enthalten, existieren k, l = 1 mit fk ∈ p + (x) und f l ∈ p + (y). Daher ist fk+l ∈ (p +
(x))(p + (y)) ⊂ p + (xy).
Also ist p+(xy) /∈ Σ, woraus xy /∈ p folgt. Daher ist p in der Tat ein Primideal in V (a)
mit f /∈ p. Da f dann nicht im Schnitt aller Primideale sein kann, die a enthalten, folgt
die andere Inklusion. �

Satz 4.7 Es gilt V (a) ⊂ V (b) genau dann, wenn b ⊂
√

a ist. Insbesondere ist V (a) =
V (b) genau dann, wenn

√
a =
√

b ist.

Beweis : Ist V (a) ⊂ V (b), so folgt b ⊂
√

b =
⋂

p∈V (b)

p ⊂
⋂

p∈V (a)

p =
√

a.

Umgekehrt folgt aus b ⊂
√

a =
⋂

p∈V (a)

p, dass jedes Primideal, das a enthält, auch b

enthält. Also gilt V (a) ⊂ V (b). �

Nun untersuchen wir die Topologie auf SpecA. Dazu brauchen wir folgenden Begriff.

Definition 4.8 Es sei T ein topologischer Raum. Eine nichtleere Teilmenge Z ⊂ T

heißt irreduzibel, wenn Z nur auf triviale Weise als Vereinigung von in Z abgeschlos-
senen Mengen geschrieben werden kann, d.h. aus

Z = Z1 ∪ Z2

mit Z1, Z2 ⊂ Z abgeschlossen folgt

Z1 = Z oder Z2 = Z.
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Hier heißt Z1 ⊂ Z abgeschlossen, falls Z1 abgeschlossen in der Relativtopologie von
Z ist, d.h. falls Z = Z1 ∩ Y für eine abgeschlossene Teilmenge Y ⊂ T gilt.

Beispiel: Es sei Z ⊂ Spec Z eine beliebige Teilmenge. Da die abgeschlossenen Teil-
mengen in Spec Z gerade die Mengen der Form ∅, Spec Z, {(p1), ..., (pr)} sind, sind
folgende Mengen irreduzibel:

Spec Z, ∅, Spec Z \ {(0)}, {(3)}, {(0), (3)}.

Die Menge V ((10)) = {(2), (5)} ist etwa nicht irreduzibel.

Lemma 4.9 i) Ist T ein topologischer Raum und Z ⊂ T eine irreduzible Teilmen-
ge, so ist auch jede Teilmenge U ⊂ Z, die offen in Z ist, irreduzibel.

ii) Ist Z ⊂ T irreduzibel, so ist auch der Abschluss von Z, also die Menge

Z =
⋂

Y⊂T abgeschlossen
Z⊂Y

Y ,

irreduzibel.

Beweis :

i) Gilt U = U1 ∪U2 mit Mengen der Form U1 = U ∩ Y1 und U2 = U ∩ Y2, wobei Y1

und Y2 abgeschlossen sind, so gilt

Z = (Z ∩ Y1) ∪ (Z ∩ (Y2 ∪ Z \ U)),

was man sich am besten an Hand eines Bildes klar macht. Da Z irreduzibel ist,
folgt Z = Z∩Y1 oder Z = Z∩(Y2∪Z\U). Daher gilt U = U∩Y1 oder U = U∩Y2

und U ist irreduzibel.

ii) Gilt Z = Y1 ∪ Y2 für Y1, Y2 ⊂ Z, die in Z, also auch in T abgeschlossen sind, so
ist

Z = (Y1 ∩ Z) ∪ (Y2 ∩ Z).

Da Z irreduzibel ist, folgt Z = Y1∩Z oder Z = Y2∩Z, d.h. Z ⊂ Y1 oder Z ⊂ Y2.
Da Y1 und Y2 abgeschlossen sind, folgt daraus Z ⊂ Y1 oder Z ⊂ Y2 und somit
Z = Y1 oder Z = Z2. Daher ist Z irreduzibel.

�
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Beispiel: Die Teilmenge Spec Z \ {(2), (3), (13)} ist offen in Spec Z, daher ist mit
Spec Z auch Spec Z \ {(2), (3), (13)} irreduzibel.

Proposition 4.10 Die abgeschlossene Teilmenge V (a) ⊂ SpecA ist genau dann irre-
duzibel, wenn

√
a ein Primideal ist. Die Zuordnung

p 7→ V (p)

ist also eine inklusionsumkehrende Bijektion

SpecA→ {irreduzible abgeschlossene Teilmengen von SpecA}.

Beweis : Angenommen, V (a) ist irreduzibel. Gilt xy ∈
√

a für x, y ∈ A, so ist
(xy) ⊂

√
a, also folgt V (a) = V (

√
a) ⊂ V ((xy)).

Sei p ∈ V (a). Dann ist p ∈ V ((xy)), also gilt xy ∈ p, woraus x ∈ p oder y ∈ p folgt. Da-
her ist p ∈ V ((x)) oder p ∈ V ((y)). Also gilt V (a) = (V (a)∩V ((x)))∪ (V (a)∩V ((y))).
Da V (a) irreduzibel ist, folgt V (a) = V (a) ∩ V ((x)) oder V (a) = V (a) ∩ V ((y)), d.h.
es gilt V (a) ⊂ V ((x)) oder V (a) ⊂ V ((y)). Nach Satz 4.7 folgt daraus x ∈

√
a oder

y ∈
√

a, also ist
√

a ein Primideal.

Ist umgekehrt
√

a ein Primideal, so sei V (a) = V (b1) ∪ V (b2) eine Darstellung von
V (a) als Vereinigung zweier abgeschlossener Teilmengen. Nach Lemma 4.2 ist also
V (a) = V (b1 ∩ b2), woraus mit Satz 4.7

√
b1 ∩ b2 ⊂

√
a folgt.

Angenommen V (b1) & V (a). Dann ist nach Satz 4.7
√

a &
√

b1, d.h. es existiert ein
x ∈
√

b1 mit x /∈
√

a. Für alle y ∈ b2 ist dann xy ∈
√

b1b2 ⊂
√

b1 ∩ b2 ⊂
√

a. Da
√

a

ein Primideal ist und x /∈
√

a, folgt y ∈
√

a. Somit gilt b2 ⊂
√

a, woraus V (a) ⊂ V (b2)
folgt. Also ist V (a) irreduzibel.

Der zweite Teil der Behauptung folgt mit Lemma 4.2, wenn man beachtet, dass für
jedes Primideal p die Gleichung p =

√
p gilt. �

Korollar 4.11 SpecA ist genau dann irreduzibel, wenn Nil(A) =
√

0 ein Primideal
ist.

Beweis : Da SpecA = V ((0)) ist, folgt dies aus Proposition 4.10. �
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Definition 4.12 Ein topologischer Raum T heißt noethersch, wenn er folgende ab-
steigende Kettenbedingung für abgeschlossene Teilmengen erfüllt:
Für jede Kette Y1 ⊃ Y2 ⊃ ... Yn ⊃ Yn+1 ⊃ ... abgeschlossener Teilmengen Yn ⊂ T

gibt es ein n0 ∈ N mit Yn0 = Yn für alle n = n0.

Lemma 4.13 IstA ein noetherscher Ring, so ist SpecA ein noetherscher topologischer
Raum.

Beweis : Eine absteigende Kette abgeschlossener Teilmengen in SpecA ist von der
Form

V (a1) ⊃ V (a2) ⊃ ... ⊃ V (an) ⊃ ...

für Ideale (an)n∈N von A. Mit Lemma 4.2 gilt

√
a1 ⊂

√
a2 ⊂ ... ⊂ √an ⊂ ... .

Da A noethersch ist, gibt es ein n0 ∈ N mit
√

an0 =
√

an für n = n0. Daraus folgt die
Behauptung, da V (

√
an) = V (an) ist. �

Vorsicht: Die Umkehrung von Lemma 4.13 gilt nicht!

Proposition 4.14 In einem noetherschen topologischen Raum T ist jede nicht-leere
abgeschlossene Teilmenge Y die Vereinigung endlich vieler irreduzibler abgeschlos-
sener Teilmengen Yi, d.h. es gilt

Y = Y1 ∪ ... ∪ Yn.

Falls wir hier Yj 6⊂ Yi annehmen, so sind die Mengen Y1, ..., Yn (bis auf die Numerie-
rung) eindeutig bestimmt. Sie heißen die irreduziblen Komponenten von Y .

Beweis : Sei S die Menge der nicht-leeren abgeschlossenen Teilmengen von T ,
die sich nicht als endliche Vereinigung irreduzibler abgeschlossener Teilmengen
darstellen lassen.

Angenommen, S 6= ∅. Dann enthält S ein minimales Element. Falls nicht, finden wir
nämlich eine Kette abgeschlossener Teilmengen (Yn)n=1 in S mit
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Y1 % Y2 % ... % Yn % ... ,

was der Tatsache widerspricht, dass T ein noetherscher topologischer Raum ist.

Sei Y ∈ S ein minimales Element. Da Y nicht irreduzibel sein kann, gilt Y = Y1 ∪ Y2

mit echten abgeschlossenen Teilmengen Yi $ Y . Da Y in S minimal ist, folgt Y1 /∈ S
und Y2 /∈ S. Beide sind also als endliche Vereinigung irreduzibler abgeschlossener
Teilmengen darstellbar. Dann ist aber auch Y als Vereinigung irreduzibler abge-
schlossener Teilmengen darstellbar, was Y ∈ S widerspricht. Somit ist S = ∅.

Jede abgeschlossene Teilmenge Y von T ist also Vereinigung Y = Y1 ∪ ... ∪ Yn von
irreduziblen, abgeschlossenen Yi. Indem wir gegebenenfalls einige Yi weglassen,
können wir Yi 6⊂ Yj für i 6= j annehmen.

Angenommen, Y = Y
′

1 ∪ ... ∪ Y ′m ist eine andere solche Darstellung. Dann ist

Y
′

1 ⊂ Y = Y1∪ ...∪Yn, also Y
′

1 =
n⋃
i=1

(Y
′

1 ∩ Yi). Da Y
′

1 irreduzibel ist, folgt Y
′

1 = Y
′

1 ∩Yi

für ein i. Nach Umnumerieren ist i = 1. Somit folgt Y
′

1 ⊂ Y1. Auf dieselbe Weise zeigt
man Y1 ⊂ Y

′

j für ein j, woraus Y
′

1 ⊂ Y
′

j , also j = 1 folgt. Somit ist Y1 = Y
′

1 .

Auf diese Weise fährt man fort, bis alle Yi verbraucht sind und erhält die Eindeutig-
keit der Darstellung bis auf Umnumerierung. �

Beispiel: Die irreduziblen Komponenten von Spec (K[x, y]/xy) sind gerade die
Teilmengen V (x) und V (y).

Allgemeiner gilt: Die irreduziblen Komponenten von SpecA für einen noetherschen
Ring A sind gerade die Teilmengen V (pi), wobei pi die endliche Menge der minima-
len Primideale in A durchläuft (Übungsaufgabe).

Definition 4.15 i) Ein topologischer Raum T heißt quasi-kompakt, wenn jede of-
fene Überdeckung eine endliche Teilüberdeckung besitzt. Mit anderen Worten,
sind (Ui)i∈I offene Teilmengen von T mit T =

⋃
i∈I

Ui, so gibt es endlich viele

i1, ..., in ∈ I mit T = Ui1 ∪ ... ∪ Uin .

ii) Ein topologischer Raum T heißt kompakt, wenn T Hausdorff’sch und quasi-
kompakt ist.
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In der Algebraischen Geometrie sind die betrachteten topologischen Räume meist
nicht Hausdorff’sch, daher haben wir es hier mit der Eigenschaft quasi-kompakt zu
tun.

Lemma 4.16 Für jeden Ring A ist SpecA quasi-kompakt.

Beweis : Es sei (Ui)i∈I eine offene Überdeckung von SpecA. Dann ist SpecA \ Ui =
V (ai) für ein Ideal ai ⊂ A. Da SpecA =

⋃
Ui ist, folgt

⋂
i∈I

V (ai) = ∅. Nach Lemma

4.2 ist V (
∑
i∈I

ai) =
⋂
i∈I

V (ai) = ∅ = V (A), woraus mit Satz 4.7
√∑
i∈I

ai = A folgt. Da

1 ∈
∑
i∈I

√
ai ist, gibt es Indizes i1, ..., in ∈ I und Elemente fi1 ∈ ai1 , ..., fin ∈ ain mit

1 = fi1 + ... + fin . Daher folgt 1 ∈ ai1 + ... + ain , woraus ∅ = V ((1)) = V (
n∑
j=1

aij ) =

n⋂
j=1

V (aij ) folgt. Also ist Ui1 , ..., Uin eine endliche Teilüberdeckung von (Ui)i∈I . �

Proposition 4.17 Ein topologischer Raum T ist genau dann noethersch, wenn jede
offene Teilmenge quasi-kompakt ist.

Beweis : Ist T noethersch und U ⊂ T eine offene Teilmenge, so sei U =
⋃
i∈I

Ui eine of-

fene Überdeckung von U . Enthält (Ui)i∈I keine endliche Teilüberdeckung, so existiert
für jedes n ∈ N ein Un mit

U1 & U1 ∪ U2 & U1 ∪ U2 ∪ U3 & ....

Die Komplemente der Mengen U1 ∪ ... ∪ Um bilden dann eine absteigende Kette
abgeschlossener Teilmengen von T , die nicht stationär wird. Das widerspricht der
Tatsache, dass T noethersch ist.

Umgekehrt nehmen wir an, jede offene Teilmenge U ⊂ T sei quasi-kompakt. Sei
Y1 ⊃ Y2 ⊃ ... eine absteigende Kette abgeschlossener Teilmengen von T . Dann ist
U =

⋃
n=1

(T \ Yn) eine offene Teilmenge mit der offenen Überdeckung (T \ Yn)n=1.

Da U quasi-kompakt ist, existiert eine endliche Teilüberdeckung T \ Yn1 , ..., T \ Ynr

von U . Wir setzen n0 = max{n1, ..., nr}. Da Yn0 ⊂ Ynj
ist, folgt T \ Ynj

⊂ T \ Yn0 für
j = 1, ..., r. Also ist U = T \ Yn0 . Für alle n = n0 gilt U = T \ Yn0 ⊂ T \ Yn ⊂ U , also
folgt Yn0 = Yn. Somit wird die Kette der Yn stationär, d.h. T ist noethersch. �
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Wir wollen nun noch den Zusammenhang unserer Untersuchung von SpecA mit der
Theorie aus §3 herstellen. Dazu sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper.

Lemma 4.18 Die Abbildung

i : An(K)→ SpecK[X1, ..., Xn]
(a1, ..., an) 7→ (X1 − a1, ..., Xn − an)

ist stetig und injektiv. Das Bild von i ist gerade die Menge Max(K[X1, ..., Xn]) der
maximalen Ideale in K[X1, ..., Xn]. Versieht man Max(K[X1, ..., Xn]) mit der Relativ-
topologie von SpecA, so ist

i : An(K)→MaxK[X1, ..., Xn]

ein Homöomorphismus in der Zariski-Topologie.

Beweis : Nach dem Hilbert’schen Nullstellensatz sind die maximalen Ideale von
K[X1, ..., Xn] gerade die Ideale der FormX1−a1, ..., Xn−an für (a1, ..., an) ∈ An(K).

Offenbar ergeben verschiedene Punkte in An(K) auch verschiedene maximale
Ideale. Also ist i eine Bijektion An(K)→MaxK[X1, ..., Xn].

Ist a ein Ideal in K[X1, ..., Xn], so bezeichnen wir mit Ṽ (a) die Nullstellenmenge im
Sinne von Definition 3.1, also

Ṽ (a) = {(a1, ..., an) ∈ An(K) : f(a1, ..., an) = 0 für alle f ∈ a},

um sie von V (a) ⊂ SpecA zu unterscheiden. Es gilt nun

i−1(V (a)) = {(a1, ..., an) ∈ An(K) : a ⊂ (X1 − a1, ..., Xn − an)}.

Dies ist offenbar eine Teilmenge von Ṽ (a).

Ist umgekehrt (a1, ..., an) ∈ Ṽ (a), so folgt

{(a1, ..., an)} = Ṽ ((X1 − a1, ..., Xn − an)) ⊂ Ṽ (a),

also mit Satz 3.13

a ⊂ (X1 − a1, ..., Xn − an), d.h. (a1, ..., an) ∈ i−1(V (a)).
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Daher gilt i−1(V (a)) = Ṽ (a), also ist i stetig.

Analog zeigt man i(Ṽ (a)) = V (a) ∩MaxK[X1, ..., Xn], also hat die stetige Bijektion

i : An(K)→MaxK[X1, ..., Xn]

eine stetige Umkehrabbildung, sie ist somit ein Homöomorphismus. �

Ist man an Nullstellenmengen von Teilmengen des Polynomrings K[X1, ..., Xn] in-
teressiert, so kommt man mit Hilfe der Theorie von §3 oft mit den maximalen Idea-
len aus. Möchte man beliebige Ringe studieren, so reicht das nicht mehr und man
muss alle Primideale betrachten. Ein Ringhomomorphismus ϕ : A→ B etwa vermit-
telt i.a. keine Abbildung zwischen Max(B) und Max(A), wohl aber eine Abbildung
SpecB → Spec (A).

5 Garben

Um zu definieren, was ein Schema ist, brauchen wir außer geeigneten topologischen
Räumen auch noch den Begriff der Garbe.

Definition 5.1 Es sei T ein topologischer Raum. Eine Prägarbe F von abelschen
Gruppen auf T besteht aus den folgenden Daten:

• einer abelschen Gruppe F(U) für jede offene Teilmenge U ⊂ X und

• einem Gruppenhomomorphismus resUV : F(U)→ F(V ) für jedes Paar offener
Mengen V ⊂ U ,

so dass folgende Bedingungen erfüllt sind:

i) F(∅) = 0.

ii) resUU = id für alle U ⊂ T offen.

iii) Für W ⊂ V ⊂ U gilt

resUW = resVW ◦ resUV .

Manchmal schreiben wir auch f |U statt resUV (f) für f ∈ F(U). Die Elemente von
F(U) nennt man auch Schnitte über U .

Beispiele:
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1) Ist T ein topologischer Raum, so ist durch

Fcont(U) = {f : U → R stetig}

für ∅ 6= U ⊂ R offen eine Prägarbe gegeben, wenn wir noch F(∅) = 0 setzen.
Für V ⊂ U ist

resUV : Fcont(U)→ Fcont(V )

die Einschränkungsabbildung f 7→ f |V .

2) Ist T = R mit der reellen Topologie, so ist durch

Fdiff(U) = {f : U → R differenzierbar}

(und Fdiff(∅) = 0) eine Prägarbe, wobei

resUV : Fdiff(U)→ Fdiff(V )

wieder durch das Einschränken von Funktionen gegeben wird. Analog ist die
Prägarbe C1 der stetig differenzierbaren Funktionen auf R definiert.

3) IstG eine beliebige abelsche Gruppe und T ein topologischer Raum, so ist durch
FG(U) = G, fallsU 6= ∅, sowieFG(∅) = 0 und resUV = idG für ∅ 6= V ⊂ U sowie
resU∅ = 0 eine Prägarbe gegeben. Sie heißt konstante Prägarbe.

Definition 5.2 Eine Prägarbe F von abelschen Gruppen auf dem topologischen
Raum T heißt Garbe, wenn folgende Bedingungen erfüllt sind:

i) Sei U ⊂ T offen, (Ui)i∈I eine offene Überdeckung von U und f ∈ F(U). Ist
resUUi

f = 0 für alle i ∈ I , so ist f = 0.

ii) Sei U ⊂ T offen und (Ui)i∈I eine offene Überdeckung von U . Für jede Familie
fi ∈ F(Ui), so dass

resUi Ui∩Uj
(fi) = resUj Ui∩Uj

(fj)

für alle i 6= j gilt, existiert ein f ∈ F(U) mit resUUi
(f) = fi.
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Das erste Garbenaxiom i) besagt, dass ein f ∈ F(U) eindeutig durch seine Einschrän-
kungen auf alle Teilmengen einer offenen Überdeckung bestimmt ist.

Das zweite Garbenaxiom ii) besagt, dass sich eine Familie fi ∈ F(Ui) von Schnitten
über den offenen Teilmengen Ui einer Überdeckung von U zu einem f ∈ F(U)
verkleben lässt, wenn die Einschränkung von fi auf Ui ∩ Uj jeweils mit der Ein-
schränkung von fj auf Ui ∩ Uj übereinstimmt.

Beispiel: Im obigen Beispiel 1) ist die Prägarbe Fcont eine Garbe: Stetige reellwertige
Funktionen sind offenbar durch ihre Einschränkung auf eine offene Überdeckung
eindeutig bestimmt. Ist ferner fi ∈ Fcont(Ui) für eine offene Überdeckung (Ui)i∈I von
U gegeben, so dass fi|Ui∩Uj = fj |Ui∩Uj gilt, so definieren wir

f(x) = fi(x), falls x ∈ Ui.

Das ist wohldefiniert, d.h. f(x) hängt nicht von der Wahl eines i mit x ∈ Ui ab. Da
die Einschränkung von f auf alle Ui stetig ist, ist auch f stetig. Somit haben wir
f ∈ Fcont(U) gefunden mit f |Ui = fi für alle i ∈ I .

Analog zeigt man, dass die Prägarbe Fdiff aus dem obigen Beispiel 2) eine Garbe ist.

Ist G 6= 0 eine Gruppe, so muss die konstante Prägarbe FG aus dem obigen Beispiel
3) keine Garbe sein. Das erste Garbenaxiom ist zwar erfüllt, das zweite jedoch nicht,
wenn T zwei nicht-leere disjunkte offene Mengen U und V enthält. Dann wählen
wir g1 6= g2 in G und betrachten die Schnitte g1 ∈ FG(U) = G und g2 ∈ FG(V ) = G.
Die offenen Mengen U und V bilden eine Überdeckung von U ∪V . Es gilt U ∩V = ∅,
also resU U∩V (g1) = 0 = resV U∩V (g2), aber es gibt kein g ∈ FG(U ∪ V ) = G mit
g = resU∪V U (g) = g1 und g = resU∪V V (g) = g2.

Definition 5.3 Es seien F1 und F2 Prägarben abelscher Gruppen auf dem topologi-
schen Raum T .

i) Ein Morphismus von Prägarben α : F1 → F2 ist eine Familie (αU )U⊂T offen von
Gruppenhomomorphismen

αU : F1(U)→ F2(U),
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so dass für alle Paare V ⊂ U von offenen Mengen das Diagramm

F1(U)
αU //

resUV

��

F2(U)

resUV

��

F1(V )
αV

// F2(V )

kommutativ ist, d.h. es gilt

resUV ◦ αU = αV ◦ resUV .

ii) Ein Morphismus von Garben ist einfach ein Morphismus der zugrundeliegen-
den Prägarben.

iii) Ein Morphismus

α = (αU )U⊂T offen : F1 → F2

von Prägarben heißt Isomorphismus, falls es einen Morphismus

β = (βU )U⊂T offen : F2 → F1

von Prägarben gibt, so dass αU ◦ βU = idF2(U) und βU ◦ αU = idF1(U) für alle
U ⊂ T offen gilt.

Beispiele:

1) Für jedes ∅ 6= U ⊂ R offen betrachten wir den Gruppenhomomorphismus

αU : C1(U) = {f : U → R stetig differenzierbar} → Fcont(U) = {f : U → R stetig},

gegeben durch f 7→ f ′.

Dann ist α = (αU )U⊂R offen ein Morphismus von Garben von C1 nach Fcont.

2) Sind G und H abelsche Gruppen und σ : G → H ein Gruppenhomomorphis-
mus, so definiert αU = σ : FG(U) = G → H = FH(U) für U 6= ∅ und α∅ = 0
einen Morphismus von Prägarben α : FG → FH .

Nun wollen wir den Halm einer Prägarbe F in einem Punkt x ∈ T definieren. Dazu
brauchen wir den Begriff des direkten Limes.
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Definition 5.4 Eine (Index-)Menge I heißt gerichtet, falls sie durch eine Relation 5
partiell geordnet ist und falls für i, j ∈ I immer ein k ∈ I existiert mit i 5 k und j 5 k.

Proposition 5.5 Es sei I eine gerichtete Indexmenge und (Gi)i∈I eine Familie abel-
scher Gruppen, so dass für alle i 5 j in I ein Gruppenhomomorphismus

σij : Gi → Gj

gegeben ist mit

i) σii = idGi für alle i

ii) σik = σjk ◦ σij für alle i 5 j 5 k.

Man nennt dann (Gi, σij) auch ein gerichtetes System abelscher Gruppen. Für ein
solches gerichtetes System existieren

• eine abelsche Gruppe lim−→Gi sowie

• Gruppenhomomorphismen

gi : Gi → lim−→Gi

für alle i ∈ I mit gi = gj ◦ σij für alle i 5 j, so dass folgende universelle
Eigenschaft erfüllt ist.

Sind eine abelsche Gruppe H und Gruppenhomomorphismen hi : Gi → H mit
hi = hj ◦ σij für i 5 j gegeben, dann existiert genau ein Gruppenhomomor-
phismus

f : lim−→Gi → H,

so dass f ◦ gi = hi ist für alle i ∈ I . Mit anderen Worten, das Diagramm

Gi

σij

��

gi

""E
EE

EE
EE

E
hi

%%lim−→Gi
f
// H

Gj

gj

<<yyyyyyyy hj

99

ist kommutativ.
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Man nennt lim−→Gi den direkten Limes von (Gi, σij).

Beweis : Man konstruiert die Gruppe lim−→ Gi als Quotienten von
⊕
i∈I

Gi nach der Un-

tergruppe R, die von allen Elementen der Form gi − σij(gi) für i 5 j und gi ∈ Gi

erzeugt wird. Die Abbildungen gi : Gi → lim−→ Gi kommen von den natürlichen Ab-
bildungen Gi →

⊕
i∈I

Gi her. Ist ai1 + ... + air für i1, ... , ir ∈ I und aij ∈ Gij ein

beliebiges Element in
⊕
i∈I

Gi, so wählen wir ein j ∈ I mit i1 5 j, ... , ir 5 j. Dann gilt

in lim−→Gi =
⊕
Gi/R die Gleichung ai1 + ... +air = σi1ai1 + ... +σirair . Da die rechte

Seite dieser Gleichung ein Element der Gj-Komponente ist, haben wir gezeigt, dass
es für jedes a ∈ lim−→Gi einen Index j ∈ I und ein aj ∈ Gj gibt, so dass a = gj(aj) gilt.

�

Definition 5.6 Es sei F eine Prägarbe abelscher Gruppen auf dem topologischen
Raum T und x ∈ T . Dann ist die Menge aller offenen Umgebungen U von x mit
der partiellen Ordnung U 5 V ⇔ V ⊂ U eine gerichtete Indexmenge. Für U 5 V , al-
so V ⊂ U haben wir die Restriktionsabbildung resUV : F(U) → F(V ). Also existiert
der direkte Limes

Fx = lim−−→
x∈U
F(U).

Er heißt Halm von F in x.

Beispiel: Es sei G eine abelsche Gruppe und FG die zugehörige konstante Prägarbe
auf T . Dann ist Fx = G für alle x ∈ T .

Lemma 5.7 Sei F eine Prägarbe abelscher Gruppen auf dem topologischen Raum T

und sei x ∈ T .

i) Für jede offene Umgebung U von x gibt es eine natürliche Abbildung

F(U)→ Fx.
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Diese bezeichnen wir mit s 7→ sx. Das Diagramm

F(U)

resUV

��

""E
EE

EE
EE

E

Fx

F(V )

<<yyyyyyyy

für V ⊂ U ist kommutativ.

ii) Für jedes Element c ∈ Fx existiert eine offene Umgebung U von x und ein
s ∈ F(U) mit sx = c.

iii) Sind U und V offene Umgebungen von x sowie s ∈ F(U) und t ∈ F(V ), dann
ist sx = tx genau dann, wenn es eine offene UmgebungW von xmitW ⊂ U∩V
gibt, so dass resUW s = resUW t gilt.

Beweis :

i) Nach Konstruktion des direkten Limes gibt es für jede offene Umgebung U von
x einen Homomorphismus gU : F(U)→ Fx, so dass für alle U 5 V , d.h. V ⊂ U
das Diagramm

F(U)

resUV

��

""E
EE

EE
EE

E

Fx

F(V )

<<yyyyyyyy

kommutativ ist. Diesen Homomorphismus bezeichnen wir mit s 7→ sx.

ii) Wir haben im Beweis von Proposition 5.5 gesehen, dass es für jedes c ∈ Fx =
lim−−→
x∈U
F(U) eine offene UmgebungU von x und ein s ∈ F(U) gibt, so dass gU (s) =

c, also sx = c gilt.

iii) Gilt resUW s = resVW t für eine offene Teilmenge W ⊂ U ∩V , dann folgt sx = tx

nach Konstruktion des direkten Limes. Ist umgekehrt sx = tx, so liegt nach
Konstruktion des direkten Limes

Fx =
⊕
x∈U
F(U)/R
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das Element s − t in der Gruppe R ⊂
⊕
x∈U
F(U), die von allen Elementen der

Form f − resŨṼ f für Ṽ ⊂ Ũ und f ∈ F(Ũ) erzeugt wird. Also ist s − t eine
endliche Summe solcher Differenzen, d.h.

s− t = (f1 − resU1V1f1) + ... + (fr − resUrVr
fr)

mit f1 ∈ F(U1), ... , fr ∈ F(Ur). Für W = V1 ∩ ... ∩ Vr ∩ U ∩ V gilt somit
resUW s− resUW (t) = 0, denn für alle i ist resUiW fi = resViW (resUiVi

fi). Also ist
resUW s = resUW t.

�

Lemma 5.8 Sei F eine Garbe auf T und U ⊂ T offen. Für s, t ∈ F(U) ist s = t genau
dann, wenn sx = tx für alle x ∈ U gilt.

Beweis : Aus s = t folgt natürlich sx = tx für alle x ∈ U . Gilt umgekehrt sx = tx

für alle x ∈ U , so gibt es nach Lemma 5.7iii) eine offene Überdeckung (Ui)i∈I von U ,
so dass resUUi(s) = resUUi(t) für alle i ∈ I gilt. Nach dem ersten Garbenaxiom folgt
s = t. �

Lemma 5.9 Es seien F und G Prägarben abelscher Gruppen auf dem topologischen
Raum T . Ein Morphismus α : F → G induziert für jedes x ∈ T einen Gruppenho-
momorphismus αx : Fx → Gx, so dass für alle offenen Umgebungen U von x das
Diagramm

F(U)
αU //

��

G(U)

��

Fx αx

// Gx

kommutativ ist.

Beweis : Für alle offene Umgebungen U von x betrachten wir den Gruppenhomo-
morphismus βU : F(U) αU→ G(U) → Gx. Da αU mit den Restriktionsabbildungen
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verträglich ist, kommutiert für alle V ⊂ U offen das Diagramm

F(U)

resUV

��

βU

""E
EE

EE
EE

E

Gx

F(V )
βV

<<yyyyyyyy

Aufgrund der universellen Eigenschaft des direkten LimesFx existiert also genau ein
Homomorphismus αx : Fx → Gx, so dass

F(U)

��

βU

""E
EE

EE
EE

E

Fx αx

// Gx

kommutativ ist. Nach Konstruktion macht dieser das Diagramm aus der Behauptung
kommutativ. �

Nun wollen wir zeigen, wie man eine Prägarbe „garbifizieren“ kann.

Definition 5.10 Es sei F eine Prägarbe auf einem topologischen Raum T . Dann defi-
nieren wir für jedes U ⊂ T offen

F+(U) = {Funktionen s : U →
⋃
x∈U
Fx, so dass folgende Bedingungen erfüllt sind:

i) s(x) ∈ Fx für alle x ∈ U und

ii) für alle x ∈ U existiert eine offene Umgebung

V ⊂ U und ein t ∈ F(V ) mit sy = ty für alle y ∈ V }.

F+(U) besteht also aus allen Kollektionen (s(x))x∈U von Elementen s(x) ∈ Fx, die
lokal von einem Schnitt von F herkommen.

Lemma 5.11 In der Situation von Definition 5.10 gilt:

i) F+ ist eine Garbe auf T .
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ii) Für jedes U ⊂ T offen sei

ϕU : F(U)→ F+(U)

die Abbildung, die einem s ∈ F(U) die Funktion x 7→ sx zuordnet. Dann ist ϕ
ein Morphismus von Prägarben.

iii) Ist α : F → G ein beliebiger Morphismus von Prägarben und G eine Garbe, so
existiert genau ein Morphismus β : F+ → G, für den das Diagramm

F α //

ϕ

��

G

F+

β

>>}}}}}}}}

kommutativ ist.

iv) Für jedes x ∈ T ist die Abbildung der Halme

ϕx : Fx → F+
x

ein Isomorphismus.

v) Ist F eine Garbe, so ist ϕ : F → F+ ein Isomorphismus.

Beweis :

i) und ii) in den Übungen

iii) Es sei G eine Garbe und α : F → G ein Morphismus. Für jede offene Teil-
menge U ⊂ T definieren wir eine Abbildung βU : F+(U) → G(U) wie
folgt: Zu (s(x))x∈U in F+(U) wählen wir eine offene Überdeckung U =

⋃
Ui

sowie ti ∈ F(Ui) mit (ti)x = s(x) für alle x ∈ Ui. Wir betrachten
ri = αUi

(ti) ∈ G(Ui). Es ist (ri)x = αx(ti)x = αx(s(x)) für alle x ∈ T . Also
ist (resUi Ui∩Uj

ri)x = (ri)x = (rj)x = (resUi Ui∩Uj
rj)x für alle x ∈ Ui ∩ Uj . Da G

eine Garbe ist, folgt mit Lemma 5.8 resUi Ui∩Uj
ri = resUi Ui∩Uj

rj , also existiert
nach dem zweiten Garbenaxiom ein r ∈ G(U) mit resUUir = ri. Nach Lemma
5.8 ist r ∈ G(U) das einzige Element mit rx = αx(s(x)) für alle x ∈ T . Daher ist
r unabhängig von der Wahl der Überdeckung und der Wahl der ti. Wir setzen
βU (s) = r. Das definiert einen Garbenmorphismus β : F+ → G. Ist s ∈ F(U), so
kann man in obiger Konstruktion angewandt auf ϕ(s) die triviale Überdeckung
wählen und erhält β ◦ ϕ(s) = α(s).
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iv) Wir betrachten ϕx : Fx → F+
x . Ist a ∈ Fx mit ϕx(a) = 0, so existiert nach

Lemma 5.7 ii) eine offene Umgebung U von x und ein s ∈ F(U) mit a = sx.
Dann ist 0 = ϕx(a) = (ϕU (s))x, also existiert nach Lemma 5.7 iii) eine offene
Umgebung V ⊂ U um x mit ϕU (s)|V = 0. Also ist nach Definition von ϕU

für alle y ∈ V der Halm sy = 0. Insbesondere ist a = sx = 0. Daher ist ϕx
injektiv. Ist b ∈ F+

x , so sei s ∈ F+(U) ein Schnitt mit sx = b. Nach Definition
von F+ existiert eine offene Umgebung V ⊂ U von x und ein t ∈ F(V ) mit
s(y) = ty für alle y ∈ V . Also ist nach Lemma 5.8 ϕV (t) = resUV (s). Daher folgt
ϕx(tx) = (ϕV (t))x = (resUV (s))x = sx = b.

v) in den Übungen.
�

Beispiel: Wir wollen uns jetzt am Beispiel der konstanten Prägarbe klarmachen, was
beim Übergang zur Garbifizierung passiert.

Es sei T = R (oder jeder andere lokal zusammenhängende topologische Raum) und
G eine abelsche Gruppe, etwa G = Z. Wir haben schon gesehen, dass die konstante
Prägarbe FZ keine Garbe ist, denn wir können etwa die Schnitte 1 ∈ FZ(]0, 1[) und
2 ∈ FZ ∈ (]1, 2[) nicht zu einem Element in FZ(]0, 1[∪]1, 2[) = Z zusammenkleben.
Nun ist FZ,x = Z für alle x ∈ R, also ist
F+

Z (]0, 1[∪]1, 2[) = {(mx)x∈]0,1[∪]1,2[ : mx ∈ Z, so dass für alle x eine offene Umge-
bung Vx in ]0, 1[∪]1, 2[ und ein n ∈ Z existiert mit my = n für alle y ∈ Vx}.

Für ein (mx)x ∈ F+
Z (]0, 1[∪]1, 2[) und ein beliebiges x ∈]0, 1[ sei

U = {y ∈]0, 1[: my = mx} und

V = {y ∈]0, 1[: my 6= mx}

Diese Teilmengen sind disjunkt und offen in ]0, 1[ und es gilt ]0, 1[= U ∪ V . Da ]0, 1[
zusammenhängend ist und x ∈ U , also U 6= ∅ gilt, folgt U =]0, 1[ und V 6= ∅. Somit
ist (mx)x∈]0,1[ konstant.
Genauso zeigt man, dass (mx)x∈]1,2[ konstant ist. Also folgt

F+
Z (]0, 1[∪]1, 2[) = {(mx)x∈]0,1[∪]1,2[ : es gibt a, b ∈ Z mit

mx = a für alle x ∈ ]0, 1[ und

mx = b für alle x ∈ ]1, 2[}
∼= Z⊕ Z
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Die Abbildung ϕ : FZ → F+
Z vermittelt via

FZ(]0, 1[ ∪ ]1, 2[) // F+
Z (]0, 1[ ∪ ]1, 2[)

o
��

Z // Z
⊕

Z

gerade die Diagonalabbildung Z→ Z⊕ Z, die durch a 7→ (a, a) gegeben wird.

Definition 5.12 Ein Morphismus α : F → G von Prägarben abelscher Gruppen auf T
heißt injektiv, wenn für jede offene Teilmenge U ⊂ T der Gruppenhomomorphismus

αU : F(U)→ G(U)

injektiv ist.

Vorsicht: Der Begriff der Surjektivität ist komplizierter, wie wir später zeigen werden.

Proposition 5.13 Sei α : F → G ein Morphismus von Garben auf T . Dann gilt:

i) α ist genau dann injektiv, wenn für alle x ∈ T die Halmabbildung αx : Fx → Gx
injektiv ist.

ii) Falls für alle x ∈ T die Halmabbildung αx : Fx → Gx surjektiv ist, so gibt es für
jedes U ⊂ T offen und für jedes t ∈ G(U) eine offene Überdeckung U =

⋃
i

Ui

sowie si ∈ F(Ui) mit αUi(si) = resUUi(t).

iii) α ist genau dann ein Isomorphismus, wenn für alle x ∈ T die Halmabbildung
αx : Fx → Gx ein Isomorphismus ist.

Beweis :

i) Angenommen, α ist injektiv und a ∈ Fx ist ein Element im Halm mit αx(a) = 0.
Dann gibt es eine offene Umgebung U von x und ein s ∈ F(U) mit sx = a.
Ferner gilt nach Lemma 5.9 αU (s)x = αx(sx) = αx(a) = 0, also gibt es nach
Lemma 5.7 eine offene Umgebung W ⊂ U von x mit resUW (αU (s)) = 0. Da
resUW (αU (s)) = αW (resUW (s)) ist und αW injektiv ist, folgt resUW (s) = 0, also
a = sx = (resUW (s))x = 0. Daher ist αx injektiv.
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Umgekehrt nehmen wir an, alle Halmabbildungen αx : F → Gx sind injektiv.
Sei s ∈ F(U) mit αU (s) = 0 gegeben. Für jedes x ∈ U gilt dann αx(sx) =
(αU (s))x = 0 woraus sx = 0 folgt. Mit Lemma 5.8 folgt s = 0, d.h. α ist injektiv
im Sinne von Definition 5.12.

ii) Angenommen, alle αx sind surjektiv. Sei t ∈ G(U). Dann existiert für jedes x ∈ T
ein rx ∈ Fx mit αx(rx) = tx. Nach Lemma 5.7 ii) gibt es eine offene Umgebung
Wx ⊂ U von x und ein s(x) ∈ F(Wx) mit s(x)x = rx. Der Keim von αWx

(s(x)) ∈
G(Wx) in x ist gerade αx(s(x)x) = αx(rx) = tx, also gleich dem Keim von
resUWx

t in x. Nach Lemma 5.7 iii) existiert eine offene Umgebung Ux ⊂Wx von
x mit

resUUx
t = resWxUx

(αWx
(s(x)))

= αUx
(resWxUx

s(x)).

Mit der offenen Überdeckung U =
⋃
x∈U

Ux und den Schnitten resWxUx
s(x) folgt

die Behauptung.

iii) Ist α ein Isomorphismus, dann sind alle αU : F(U) → G(U) Isomorphis-
men. Also müssen auch die Halmabbildungen αx : Fx → Gx Isomor-
pismen sein. Wir nehmen umgekehrt an, alle αx sind Isomorphismen und
zeigen, dass dann alle αU : F(U) → G(U) Isomorphismen sind. Nach
i) ist jedes αU injektiv. Sei t ∈ G(U). Nach ii) existiert eine offene Über-
deckung U =

⋃
i

Ui und si ∈ F(Ui) mit αUi
(si) = resUUi

t. Nun ist

αUi∩Uj
(resUi Ui∩Uj

si) = resU Ui∩Uj
t = αUi∩Uj

(resUj Ui∩Uj
sj).

Da αUi∩Uj injektiv ist, folgt resUi Ui∩Ujsi = resUj Ui∩Ujsj . Nach dem zweiten
Garbenaxiom existiert also ein s ∈ F(U) mit resUUis = si für alle i. Dann
hat αU (s) die Eigenschaft, dass resUUi

(αU (s)) = αUi
(resUUi

s) = αUi
(si) =

resUUi
(t) gilt, woraus nach dem ersten Garbenaxiom αU (s) = t folgt. Somit

ist αU auch surjektiv.
�

Definition 5.14 Es seien F und G Garben auf T . F heißt Untergarbe von G (F ⊂ G),
falls für alle U ⊂ T offen F(U) eine Untergruppe von G(U) ist und falls für alle
V ⊂ U offen die Restriktionsabbildung resUV : F(U) → F(V ) durch Einschränken
aus der Restriktionsabbildung resUV : G(U)→ G(V ) hervorgeht.
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Ist F ⊂ G, so ist für alle x ∈ T der Halm Fx eine Untergruppe von Gx (Übungsaufga-
be).

Definition 5.15 Sei α : F → G ein Morphismus von Garben. Dann definieren wir für
alle U ⊂ T offen

(Kernα)(U) = Kern (αU : F(U)→ G(U)).

Lemma 5.16 i) Kernα definiert eine Garbe auf T und zwar eine Untergarbe von
F .

ii) Für jedes x ∈ T gilt (Kernα)x = Kern (αx : Fx → Gx).

iii) α ist genau dann injektiv, wenn Kernα = 0 gilt.

Beweis : in den Übungen. �

Jetzt wollen wir das Bild eines Garbenmorphismus α : F → G definieren. Wir defi-
nieren eine Prägarbe auf T durch

(P-Bildα)(U) = Bild (αU : F(U)→ G(U))

mit den Restriktionsabbildungen, die das Diagramm

Bild (αU ) � � /

resUV

��

G(U)

resUV

��

Bild (αV ) � � / G(V )

kommutativ machen.

Leider ist P-Bildα im allgemeinen keine Garbe (siehe Übungen). Hier behelfen wir
uns, indem wir zur Garbifizierung übergehen.

Definition 5.17 Es sei Bildα = (P-Bildα)+ die Garbe, die zur Prägarbe P-Bildα as-
soziiert ist.
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Mit ϕ : P-Bildα→ Bildα bezeichnen wir die kanonische Abbildung aus Lemma 5.11
ii). Wir haben einen natürlichen Prägarbenmorphismus j : P-Bildα → G, der auf
jedem U ⊂ T offen durch die Inklusion jU : (P-Bildα)(U) = BildαU ⊂ G(U) gegeben
ist. Nach Lemma 5.11 iii) existiert genau ein Garbenmorphismus i : Bildα → G, so
dass das Diagramm

P-Bildα
j

//

ϕ
%%KKKKKKKKKK G

Bildα
i

<<yyyyyyyyy

kommutativ ist.

Lemma 5.18 i) Für alle x ∈ T induziert die Halmabbildung ix : (Bildα)x →
Gx einen Isomorphismus (Bildα)x

∼→ Bild(αx).

ii) Der Garbenmorphismus i : Bildα→ G ist injektiv.

Beweis : In den Übungen. �

Definition 5.19 Ein Garbenmorphismus α : F → G heißt surjektiv, wenn für alle
x ∈ T die Halmabbildung αx : Fx → Gx surjektiv ist.

Nach Proposition 5.13 ii) gilt: Ist α : F → G ein surjektiver Garbenmorphismus und
t ∈ G(U), so gibt es eine offene Überdeckung U =

⋃
i

Ui und si ∈ F(Ui) mit

αUi(si) = t|Ui für alle i.

Lemma 5.20 Ein Garbenmorphismus α : F → G ist genau dann surjektiv, wenn
i : Bildα→ G ein Isomorphismus ist.

Beweis : Ist α surjektiv, so sind definitionsgemäß alle αx surjektiv. Nach Lemma 5.18
gilt also (Bildα)x ∼= Bildαx = Gx für alle x ∈ T . Der injektive Garbenmorphismus
i : Bildα → G ist also ein Isomorphismus in allen Halmen. Nach Proposition 5.13 iii)
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ist er ein Isomorphismus.
Falls umgekehrt i : Bildα ∼→ G gilt, so folgt aus Lemma 5.18 für jedes x ∈ T

Bild (αx) = Gx,

d.h. alle αx sind surjektiv. Daher ist α definitionsgemäß surjektiv. �

Ähnlich wie das Bild definieren wir nun Quotienten von Garben.

Definition 5.21 Es sei F eine Untergarbe von G.

i) Wir setzen für alle U ⊂ T offen

(P− G/F)(U) = G(U)/F(U).

Das definiert eine Prägarbe auf T.

ii) Es sei G/F = (P − G/F)+ die Garbifizierung. G/F heißt Quotientengarbe von
G nach F .

Die Quotientenabbildungen G(U) → G(U)/F(U) induzieren einen Prägarbenmor-
phismus q : G → P − G/F . Diesen können wir mit dem kanonischen Morphismus
ϕ : P−G/F → G/F verknüpfen und erhalten einen Morphismus p = ϕ◦q : G → G/F .

Lemma 5.22 i) Für alle x ∈ T ist px : Gx → (G/F)x surjektiv mit Kern px = Fx.
Also ist Gx/Fx ' (G/F)x.

ii) Die Sequenz 0→ F → G → G/F → 0 ist exakt.

Beweis :

i) Da ϕx : (P − G/F)x → (G/F)x nach Lemma 5.11 iv) ein Isomorphismus ist,
genügt es zu zeigen, dass qx : Gx → (P − G/F)x surjektiv mit KernFx ist. Sei
b ∈ (P−G/F)x. Dann gibt es ein s ∈ G(U)/F(U) für geeignetes U ⊂ T offen mit
sx = b. Wir wählen ein t ∈ G(U) mit qU (t) = s. Dann gilt qx(tx) = (qU (t))x =
sx = b. Also ist qx surjektiv. Ist a ∈ Fx, so gilt offenbar qx(a) = 0. Ist umgekehrt
a ∈ Kern qx ⊂ Gx, so existiert ein s ∈ G(U) mit sx = a. Es gilt q(s)x = 0, also
existiert nach Lemma 5.7 iii) eine offene Umgebung V um x mit q(s)|V = 0.
Daher ist s|V ∈ F(V ), woraus a = sx ∈ Fx folgt. Also gilt Kern qx = Fx.
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ii) Klar. (Hoffentlich)
�

Wir wollen nun zum Abschluss dieses Kapitels Garben auf verschiedenen topologi-
schen Räumen vergleichen.

Definition 5.23 Es sei f : S → T eine stetige Abbildung topologischer Räume.

i) Ist F eine Garbe auf S, so definieren wir für jede offene Teilmenge U ⊂ T

(f∗F)(U) = F(f−1(U)).

Zusammen mit den von F induzierten Restriktionsabbildungen ist f∗F eine
Garbe auf T . Sie heißt direktes Bild von F .

ii) Es sei G eine Garbe auf T . Dann ist für jedes U ⊂ S offen die Familie
von abelschen Gruppen G(V ), wobei V alle offenen Teilmengen von T mit
f(U) ⊂ V durchläuft, ein gerichtetes System abelscher Gruppen, wenn wir
V 5W ⇔W ⊂ V setzen.
Es sei (P− f−1G)(U) = lim

f(U)
−−→
⊂V offen

G(V ). Das definiert eine Prägarbe P− f−1G

auf S. Die assoziierte Garbe (P−f−1G)+ bezeichnen wir mit f−1G. Sie heißt das
Urbild von G.

6 Schemata

Wir wollen jetzt für jeden Ring A den topologischen Raum SpecA mit einer Garbe
ausstatten. Dazu benötigen wir den Begriff der Lokalisierung.

Definition 6.1 Sei A ein Ring (wie immer kommutativ mit 1) und S ⊂ A eine multi-
plikative Teilmenge, d.h. es gilt 1 ∈ S und für s, t ∈ S ist auch st ∈ S. Die Lokalisie-
rung S−1A vonA nach S ist dann definiert als der Quotient vonA×S nach folgender
Äquivalenzrelation

(a, s) ∼ (b, t)⇔ es gibt ein u ∈ S mit (at− bs)u = 0.

Hier müssen wir natürlich nachprüfen, dass die so definierte Relation wirk-
lich eine Äquivalenzrelation ist. Reflexivität und Symmetrie sieht man sofort.
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Um die Transitivität zu zeigen, seien (a, s) ∼ (b, t) und (b, t) ∼ (c, w). Dann
gibt es u, v ∈ S mit (at − bs)u = 0 und (bw − ct)v = 0. Also ist auch
(aw − cs)tuv = (at − bs)uvw + (bw − ct)vus = 0. Da S multiplikativ ist, liegt
tuv in S, also folgt (a, s) ∼ (c, w).

S−1A ist also definiert als die Menge aller Äquivalenzklassen von ∼ in A × S. Wir
schreiben a/s = {(b, t) : (b, t) ∼ (a, s)} ∈ S−1A für die Äquivalenzklasse von (a, s).

Wir definieren

a/s+ b/t = (at+ bs)/st und

a/s · b/t = ab/st.

Man rechnet leicht nach, dass diese Verknüpfungen + und · auf S−1A wohldefi-
niert, d.h. unabhänging von der Wahl des Vertreters der Äquivalenzklasse sind.
Zusammen mit diesen Verknüpfungen wird S−1A zu einem kommutativen Ring.
(Übungsaufgabe).

Die Abbildung j : A → S−1A, gegeben durch j(a) = a/1 ist ein Ringhomomorphis-
mus. Im allgemeinen ist j weder injektiv noch surjektiv. Für jedes s ∈ S existiert in
S−1A das Inverse 1/s von j(s), d.h. es gilt j(s) ∈ (S−1A)×.
Beispiel:

i) Ist 0 ∈ S, so gibt es nur eine Äquivalenzklasse und S−1A = {0}.

ii) Ist A ein Integritätsring und S = A \ {0}, so gilt (a, s) ∼ (b, t)⇔ at− bs = 0. In
diesem Fall ist S−1A = QuotA ein Körper, der sogenannte Quotientenkörper
von A, und j : A → QuotA ist injektiv. Für A = Z und S = Z \ {0} ist also
S−1A = Q.

Die Lokalisierung S−1A von A nach S hat folgende universelle Eigenschaft:

Lemma 6.2 Es sei ϕ : A → B ein Ringhomomorphismus, so dass ϕ(s) für alle s ∈ S
eine Einheit in B ist. Dann existiert genau ein Ringhomomorphismus ψ : S−1A→ B,
der das folgende Diagramm kommutativ macht:

A
ϕ
//

j
""E

EEEEEEE B

S−1A

ψ

OO
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Beweis : Wir setzen ψ(a/s) = ϕ(a)ϕ(s)−1. Ist (a, s) ∼ (b, t), so folgt (at − bs)u = 0
für ein u ∈ S. Also gilt (ϕ(a)ϕ(t) − ϕ(b)ϕ(s))ϕ(u) = 0. Da ϕ(s), ϕ(t) und ϕ(u) in B×

sind, folgt ϕ(a)ϕ(s)−1 = ϕ(b)ϕ(t)−1. Also ist ψ wohldefiniert, d.h. unabhänging vom
gewählten Vertreter der Äquivalenzklasse. Man rechnet leicht nach, dass ψ ein Ring-
homomorphismus ist und ϕ = ψ ◦ j erfüllt.
Ist ψ′ : S−1A → B ein weiterer Ringhomomorphismus mit ϕ = ψ′ ◦ j, so
folgt ψ′(a/1) = ψ′(j(a)) = ϕ(a) = ψ(j(a)) = ψ(a/1) für alle a ∈ A. Also gilt
ψ′(a/s) = ψ′(a/1)ψ′(1/s) = ψ′(a/1)ψ′(s/1)−1 = ψ(a/1)ψ(s/1)−1 = ψ(a/s). �

Uns interessieren vor allem die folgenden Beispiele für Lokalisierungen:

Beispiel:

i) Für jedes f ∈ A ist S = {1, f, f2, ... } eine multiplikative Teilmenge von A. Wir
schreiben Af = S−1A und nennen Af die Lokalisierung von A nach f .

Für A = Z und f = 3 ist etwa Z3 die Menge aller rationalen Zahlen a
b mit

ggT(a, b) = 1 und b eine Dreierpotenz.

ii) Ist p ein Primideal in A, so ist S = A \ p eine multiplikative Teilmenge von A.
Wir schreiben Ap = S−1A und nennen Ap die Lokalisierung von A nach p.

Lemma 6.3 Ist p ein Primideal in A, so ist m = {a/s : a ∈ p, s ∈ A \ p} das einzige
maximale Ideal in Ap.

Beweis : Übungsaufgabe. �

Ein Ring, der nur ein maximales Ideal enthält, heißt lokaler Ring. Ist A ein lokaler
Ring und m ⊂ A das einzige maximale Ideal, so ist jedes Element inA\m eine Einheit.

Es sei A ein Ring und X = SpecA. Wir wollen nun eine Garbe OX auf X definieren,
so dass OX(D(f)) = Af für alle f ∈ A gilt. Nach §4 bilden die offenen Mengen der
Form D(f) eine Basis der Topologie, also läßt sich jede offene Teilmenge U ⊂ X von
ihnen überdecken. Es gilt D(g) ⊂ D(f) genau dann, wenn V ((f)) ⊂ V ((g)), also
nach Satz 4.7 genau dann, wenn g ∈

√
f ist, d.h. wenn gn = bf für ein b ∈ A und ein

n = 0 gilt. Insbesondere folgt D(f) = D(g) genau dann, wenn
√

(f) =
√

(g) ist.
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Für D(g) ⊂ D(f) definieren wir nun eine Restriktionsabbildung wie folgt:

resD(f)D(g) : Af → Ag

a/fk = abk/(bf)k 7→ abk/gnk.

Ist D(f) = D(g), so ist diese Abbildung ein Isomorphismus. Wir wollen jetzt die Gar-
benaxiome für die offenen Basismengen D(f) nachprüfen. Zunächst macht man sich
leicht klar, dass für D(h) ⊂ D(g) ⊂ D(f) auch resD(f)D(h) = resD(g)D(h) ◦ resD(f)D(g)

gilt. Außerdem haben wir folgendes Lemma.

Proposition 6.4 Es sei D(f) =
⋃
i∈I

D(fi) für Elemente f, fi in A.

i) Ist s ∈ Af gegeben mit resD(f)D(fi)s = 0 für alle i ∈ I , so folgt s = 0.

ii) Ist si ∈ Afi
für alle i ∈ I gegeben mit resD(fi)D(fifj)si = resD(fj)D(fifj)sj für

alle i, j ∈ I , so gibt es ein s ∈ Af mit resD(f)D(fi)s = si für alle i ∈ I .

Beweis : Nach den Übungen ist D(fifj) = D(fi) ∩ D(fj), daher ist ii) analog zum
zweiten Garbenaxiom.

Es sei D(f) =
⋃
i∈I

D(fi) gegeben. Aus D(fi) ⊂ D(f) folgt fni
i = bif für geeignetes

ni = 0 und bi ∈ A. Da D(fi) = D(fni
i ) und Afi ' Afi

ni gilt, können wir fi durch fni
i

ersetzen und fi = bif annehmen.

Aus D(f) =
⋃
i∈I

D(fi) folgt V ((f)) =
⋂
i∈I

V ((fi))
4.2 iv)

= V (
∑
i∈I

(fi)), also ist

f ∈
√∑
i∈I

(fi) nach Satz 4.7. Es gibt also ein n = 0 und i1, ... ir ∈ I sowie c1, ..., cr ∈ A

mit fn = c1fi1 + ... + crfir .

i) Sei s = a/fk ∈ Af gegeben mit 0 = resD(f)D(fi)s = abki /f
k
i in Afi .

Nach Definition der Lokalisierung existiert ein ni = 0 mit abki f
ni
i = 0

für alle i ∈ I . Wir wählen N = r(k + max{n1, ..., nr}). Dann ist
jeder Summand in fnN = (c1fi1 + ... + crfir )

N ein Vielfaches von
(cjfij )

k+nj = c
k+nj

j fkijf
nj

ij
= c

k+nj

j bkijf
kf

nj

ij
für ein j. Daher ist afnN = 0, wor-

aus s = a/fk = 0 in Af folgt.

ii) Aus f ∈
√

r∑
j=1

(fij ) können wir wie oben schließenD(f) = D(fi1)∪ ... ∪D(fir ).

Also hat (D(fi))i∈I eine endliche Teilüberdeckung. Daher können wir mit
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der im i) gezeigten Eindeutigkeit annehmen, dass I endlich ist. Sei also

D(f) =
r⋃
i=1

D(fi) und fi = bif für bi ∈ A. Seien si ∈ Afi
gegeben mit

resD(fi)D(fifj)si = resD(fj)D(fifj)sj für i, j ∈ {1, ..., r}. Da nur endlich viele
si auftreten, gibt es ein k = 0, so dass si = ai/f

k
i für geeignete ai ∈ A gilt.

Aus aifkj /(fifj)
k = ajf

k
i /(fifj)

k in A(fifj) folgt, dass es ein mi,j = 0 gibt mit
(aifkj − ajfki )(fifj)mij = 0.

Da nur endlich viele Indizes auftauchen, gibt es also ein m = 0 mit

(aifkj − ajfki )(fifj)m = 0 (1)

für alle i, j ∈ {1, ..., r}.
Da D(fi) = D(fk+mi ) ist, gilt D(f) =

r⋃
i=1

D(fk+mi ). Dies impliziert wie oben

fn =
r∑
j=1

cjf
k+m
j

für geeignete n = 1 und c1, ..., cr ∈ A.

Wir setzen a =
r∑
j=1

cjf
m
j aj ∈ A und behaupten, dass für s = a/fn gilt:

resD(f)D(fi)s = si. Es ist nämlich

bni f
k+m
i a = bni (

r∑
j=1

cjf
m
j ajf

k+m
i )

(1)
= bni (

r∑
j=1

cjaif
k+m
j fmi )

= bni aif
m
i (

r∑
j=1

cjf
k+m
j )

= bni aif
m
i f

n

= aif
n+m
i ,

also folgt (abni f
k
i − aifni )fmi = 0. Daher ist abni /f

n
i = ai/f

k
i in Afi

.
Somit ist tatsächlich resD(f)D(fi)a/f

n = ai/f
k
i = si für alle i = 1, ..., r.

�

Wir definieren nun für jedes f ∈ A

OX(D(f)) = Af .
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Für eine beliebige offene Teilmenge U ⊂ X wählen wir eine offene Überdeckung
U =

⋃
i∈I

D(fi) und setzen

OX(U) = {(si)i∈I : si ∈ Afi
mit resD(fi)D(fifj)si = resD(fj)D(fifj)sj für alle i, j ∈ I}.

Diese Definition hängt von der gewählten Überdeckung ab. Wählen wir eine andere
Überdeckung U =

⋃
j∈J

D(gj) von U und setzen

O
′

X(U) = {(tj)j∈J : tj ∈ Agj
mit resD(gi)D(gigj)ti = resD(gj)D(gigj)tj für alle i, j ∈ J},

so können wirOX(U) undO′X(U) auf folgende kanonische Weise miteinander identi-
fizieren: Ist (si)i∈I ∈ OX(U), so gibt es für jedes j ∈ J nach Proposition 6.4 ein eindeu-
tig bestimmtes Element tj ∈ Agj

mit resD(gj)D(figj)tj = resD(fi)D(figj)si für alle i ∈ I .
Das Tupel (tj)j∈J liegt in O′X(U) und ist das gesuchte Bild von (si)i∈I .
Ist V ⊂ U offen und V =

⋃
j∈J

D(gj) sowie U =
⋃
i∈I

D(fi), so gibt es für jedes

(si)i∈I ∈ OX(U) und jedes j ∈ J nach Proposition 6.4 genau ein Element tj ∈ Agj

mit
resD(gj)D(figj)tj = resD(fi)D(figj)si

für alle i ∈ I . Wir setzen
resUV ((si)i∈I) = (tj)j∈J .

Eine Garbe von Ringen auf einem topologischen Raum T ist eine Garbe F abelscher
Gruppen, so dass alle F(U) Ringe und alle Restriktionsabbildungen Ringhomomor-
phismen sind.

Proposition 6.5 OX ist eine Garbe von Ringen auf X = SpecA.

Beweis : Da OX(Df ) = Af für alle f ∈ A Ringe sind und die Restriktionsab-
bildungen OX(Df ) → OX(Dg) Ringhomomorphismen sind, folgt leicht, dass alle
OX(U) Ringe und alle Restriktionsabbildungen resUV Ringhomomorphismen sind.
Man sieht ferner sofort, dass OX(U) eine Prägarbe ist. Um das erste Garbenaxiom
zu zeigen, sei U =

⋃
j∈J

Uj eine offene Überdeckung von U und s ∈ OX(U) mit

s|Uj
= 0 für alle j ∈ J . Dann ist s = (si)i∈I mit si ∈ Afi

für die gewählte Über-
deckung U =

⋃
i

D(fi). Sind Uj =
⋃
k

D(gjk) die gewählten Überdeckungen, so folgt

0 = s|D(gjk
)∩D(fi) = si|D(gjk

fi), woraus mit Proposition 6.4 si = 0 folgt. Also ist s = 0.
Um das zweite Garbenaxiom zu zeigen, sei sj ∈ OX(Uj) gegeben mit
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si|Ui∩Uj
= sj |Ui∩Uj

. Wieder seien U =
⋃
i

D(fi) und Uj =
⋃
k

D(gjk) die gewähl-

ten Überdeckungen. Dann gibt es nach Proposition 6.4 Elemente ti ∈ Afi mit
ti|D(fi)∩D(gjk

) = sj |D(fi)∩D(gjk
) für alle j, k. Also ist s = (ti)i∈I ein Element in OX(U)

mit s|Uj
= sj für alle j. �

Proposition 6.6 Für jedes p ∈ X = SpecA istOX,p ' Ap, wobei Ap die Lokalisierung
von A nach p ist.

Beweis : Es istOX,p = lim−→
p∈U
OX(U) = lim−→

p∈D(f)

OX(D(f)) = lim−→
p∈D(f)

Af , denn die Mengen

der Form D(f) bilden nach §4 eine Basis der Zariski-Topologie. Ist p ∈ D(f), so gilt
f /∈ p, also haben wir mit Lemma 6.2 eine natürliche Abbildung

Af → Ap, gegeben durch

a/fk 7→ a/fk.

Ist p ∈ D(g) ⊂ D(f), so ist das Diagramm

Af //

res
��

Ap

Ag

>>}}}}}}}}

kommutativ. Aufgrund der universellen Eigenschaft des direkten Limes existiert also
ein Homomorphismus

ϕ : OX,p = lim−→
p∈D(f)

Af → Ap,

so dass für alle f ∈ A das Diagramm

Af //

��

Ap

OX,p

ϕ

==zzzzzzzz

kommutativ ist.

Jedes Element inAp ist von der Form a/hmit h /∈ p, also ist a/h im Bild vonAh → Ap.
Daher ist ϕ surjektiv. Ist x ∈ lim−→

p∈D(f)

Af ein Element mit ϕ(x) = 0, so gibt es ein h mit
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h /∈ p, so dass x das Bild von a/h ∈ Ah unter der natürlichen Abbildung Ah →
lim−→

p∈D(f)

Af ist. Dann ist a/h = ϕ(x) = 0 in Ap, also existiert ein g /∈ p mit ag = 0. Dann

ist aber D(gh) ⊂ D(h) und res(a/h) = ag/gh = 0 in Agh. Also ist x = 0, d.h. ϕ ist
auch injektiv. �

Beispiele:

1) Es sei A = k ein Körper. Dann ist X = Spec k = {0} als topologischer Raum
eine Einpunktmenge. Die Garbe OX ist festgelegt durch

OX(X) = OX(D(1)) = k.

Mit Hilfe der Garbe OX bekommt man also die Information zurück, um wel-
chen Körper es sich handelt.

2) Es seiA = Z. Da Z ein Hauptidealring ist, ist jede abgeschlossene Teilmenge von
X = Spec Z von der Form V ((f)) für ein f ∈ Z. Also ist jede offene Teilmenge
U von X von der Form U = D(f). Es gilt definitionsgemäß

OX(U) = Zf = { a
fk

: a ∈ Z, k = 0} ⊂ Q.

Ferner ist D(g) ⊂ D(f) genau dann, wenn gn = bf für ein n = 0 und ein b ∈ Z.
Also ist jeder Primteiler von f auch ein Primteiler von g und die Restriktions-
abbildung resD(f)D(g) ist die Inklusion Zf ⊂ Zg ⊂ Q. Eine rationale Zahl a

b

mit b 6= 0 und ggT(a, b) = 1 liegt genau dann in OX(D(f)) = Zf , wenn jeder
Primteiler von b auch f teilt.

3) Es sei k ein Körper und A = k[T ] der Polynomring in einer Variablen über k.
Da k[T ] ein Hauptidealring ist, ist jede nicht-leere offene Teilmengen U ⊂ X =
Spec [T ] von der Form U = D(f) für ein f ∈ k[T ], f 6= 0. Es gilt also

OX(U) = k[T ]f ,

wobei k[T ]f die Menge aller Funktionen im rationalen Funktionenkörper
k(T ) = Quot(k[T ]) ist, die sich als g/fn für ein g ∈ k[T ] und ein n = 0 schreiben
lassen. Als euklidischer Ring ist k[T ] faktoriell. k[T ]f besteht also genau aus den
rationalen Funktionen g/h ∈ k(T ), für die ggT(g, h) = 1 ist und für die jeder
Primfaktor von h ein Teiler von f ist.
Ist k algebraisch abgeschlossen, so können wir jede rationale Funktion durch
Auswerten als Funktion von k nach k ∪ {∞} betrachten. Nach dem Hilbert-
schen Nullstellensatz können wir die Menge der maximalen Ideale in Spec k
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mit k identifizieren. Für jedes h ∈ k[T ] ist h(a) = 0 genau dann, wenn h im
Ideal (T − a) liegt. Also ist für U = D(f)

OX(U) = { g/h ∈ k[T ] : Die rationale Funktion g/h : k → k ∪ {∞}

hat keinen Pol in U }.

4) Wir betrachten nun noch A = Z[T ]. Dieser Ring ist kein Hauptidealring. Für
jede Primzahl p ist (T, p) ⊂ A ein maximales Ideal. In X = Spec Z[T ] betrachten
wir U = X \ {(T, p)} = D(p) ∪ D(T ). Da Z[T ] ein Integritätsring ist, sind wie-
der alle Restriktionsabbildungen Inklusionen von Teilmengen von Quot (Z[T ]).
Also ist

OX(U) = Z[T ]p ∩ Z[T ]T ⊂ Quot(Z[T ]).

Ist 0 6= f/g ∈ Z[T ]p ∩ Z[T ]T , so gilt f/g = h1
pn = h2

Tm für n,m = 0 und
h1, h2 ∈ Z[T ] \ {0}. Wir können nach eventuellem Kürzen annehmen, dass T
nicht h2 und p nicht h1 teilt. Aus dieser Gleichung folgt Tmh1 = pnh2, also
n = m = 0 aufgrund der Annahmen. Somit ist OX(U) = Z[T ] = OX(X).

Wir schreiben auch Ank = Spec k[T1, ..., Tn] und nennen diesen Raum den „n-
dimensionalen affinen Raum über k“.

Wir wollen nun noch folgende Tatsache festhalten, die in den Beispielen schon klar
geworden ist:

Lemma 6.7 Es sei A ein Integritätsring und K = QuotA. Mit ξ ∈ X = SpecA be-
zeichnen wir den Punkt zum Nullideal. Dann ist OX,ξ = K. Für jede offene nicht-
leere Teilmenge U ⊂ X gilt ξ ∈ U , und der kanonische Ringhomomorphismus

O(U)→ OX,ξ

ist injektiv. Für alle V ⊂ U offen ist die Restriktionsabbildung

resUV : OX(U)→ OX(V )

injektiv.

Beweis : Nach Proposition 6.6 gilt OX,ξ = A(0) = Quot (A) = K. Ist
U 6= ∅ offen, so gibt es ein 0 6= f ∈ A mit D(f) ⊂ U . Es folgt
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0 ∈ D(f) ⊂ U . Ferner ist OX(D(f)) = Af ⊂ K. Also ist die Hal-
mabbildung OX(D(f)) → OX,ξ injektiv. Für eine beliebige offene Teilmenge
∅ 6= U ⊂ X haben wir eine offene Überdeckung U =

⋃
i∈I

D(fi) gewählt und

OX(U) = {(si)i∈I : si ∈ Afi
, resD(fi)D(fifj)si = resD(fj)D(fifj)sj für alle i, j ∈ I}

definiert. Sei s = (si)i∈I ∈ OX(U) mit sξ = 0. Dann ist (si)ξ = (resUD(fi)s)ξ = 0 für
alle i ∈ I , woraus si = 0 folgt. Also ist s = 0, d.h. die Halmabbildung

OX(U)→ OX,ξ = K

ist injektiv.
Daraus folgt, dass auch alle Restriktionsabbildungen injektiv sind. �

Definition 6.8 Ein geringter Raum ist ein Paar (X,OX), bestehend aus einem topolo-
gischen RaumX und einer Garbe von RingenOX aufX . Ein geringter Raum (X,OX)
heißt lokal geringter Raum, falls für jedes x ∈ X der Halm OX,x ein lokaler Ring ist.

Beispiel: Für jeden RingA ist (SpecA, OSpecA) ein lokal geringter Raum. Wir bezeich-
nen ihn meist einfach als SpecA.

Definition 6.9 Ist (X,OX) ein lokal geringter Raum und x ∈ X ein Punkt, so sei
mx ⊂ OX,x das eindeutig bestimmte maximale Ideal im lokalen Ring OX,x. Dann ist
κ(x) = OX,x/mx ein Körper. Wir nennen κ(x) den Restklassenkörper von X in x.

Beispiel: Ist X = Spec Z, so ist κ((0)) = Q. Für jede Primzahl p ist
κ((p)) = Z(p)/pZ(p) = Fp , wobei pZ(p) das von p = p/1 erzeugte Ideal in Z(p) be-
zeichnet. Dieses ist gleich S−1(p) für S = Z \ (p).

Definition 6.10 Ein Morphismus

(f, f ]) : (X,OX)→ (Y,OY )

geringter Räume besteht aus einer stetigen Abbildung f : X → Y und einem
Garbenmorphismus f ] : OY → f∗OX von Ringgarben auf Y .
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Sind (f, f ]) : (X,OX) → (Y,OY ) und (g, g]) : (Y,OY ) → (Z,OZ) Morphismen ge-
ringter Räume, so ist die Verknüpfung (g, g]) ◦ (f, f ]) definiert durch die stetige Ab-
bildung g ◦ f : X → Z und den Garbenmorphismus

OZ
g]

→ g∗OY
g∗(f

])→ g∗(f∗OX),

wobei (g∗f ])V = f ]g−1(V ) ist.

Ist (f, f ]) : (X,OX) → (Y,OY ) ein Morphismus geringter Räume, so haben wir für
jedes V ⊂ Y offen einen Ringhomomorphismus

f ]V : OY (V )→ f∗OX(V ) = OX(f−1(V )).

Ist x ∈ f−1(V ), dann induziert dies einen Homomorphismus

OY (V )→ OX(f−1(V ))→ OX,x.

Nach der universellen Eigenschaft des direkten Limes erhalten wir einen Ringhomo-
morphismus der Halme

fHx : OY,f(x) → OX,x.

Definition 6.11 Ein Morphismus

(f, f ]) : (X,OX)→ (Y,OY )

geringter Räume heißt Morphismus lokal geringter Räume, falls für jedes x ∈ X die
Abbildung

fHx : OY,f(x) → OX,x

ein lokaler Homomorphismus ist, d.h. falls gilt (fHx )−1(mx) = mf(x).

Definition 6.12 Ein Isomorphismus

(f, f ]) : (X,OX)→ (Y,OY )

(lokal) geringter Räume ist ein Morphismus (lokal) geringter Räume, für den ein Mor-
phismus

(g, g]) : (Y,OY )→ (X,OX)
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(lokal) geringter Räume existiert, so dass

(f, f ]) ◦ (g, g]) = id(Y,OY ) und

(g, g]) ◦ (f, f ]) = id(X,OX)

gilt.

Also ist (f, f ]) genau dann ein Isomorphismus, wenn f : X → Y ein Homöomor-
phismus und f ] : OY → f∗OX ein Isomorphismus von Garben ist.

Definition 6.13 i) Ein affines Schema ist ein lokal geringter Raum (X,OX), der
isomorph zu (SpecA,OSpecA) für einen kommutativen Ring A ist.

ii) Ein Schema ist ein lokal geringter Raum (X,OX), so dass es eine offene Über-
deckung (Ui)i∈I von X gibt, so dass (Ui,OX |Ui) für alle i ∈ I ein affines Sche-
ma ist. Die Garbe OX |Ui

ist hier die Einschränkung von OX auf Ui (wie in den
Übungen besprochen).

iii) Ein Morphismus bzw. Isomorphismus von Schemata ist einfach ein Morphis-
mus bzw. Isomorphismus lokal geringter Räume.

Bisher haben wir als Beispiele für Schemata nur affine Schemata kennengelernt. Wir
werden später auch Schemata untersuchen, die nicht affin (sondern „projektiv“) sind.

Wir bezeichnen ein Schema oft nur mit dem unterliegenden topologischen Raum und
denken uns die Garbe mit. Wir schreiben also X statt (X,OX).

Lemma 6.14 Es sei X = SpecA ein affines Schema und g ∈ A. Dann ist die offene
Teilmenge D(g) ⊂ SpecA, zusammen mit der Garbe OX |D(g) ein affines Schema, das
isomorph zu SpecAg ist.

Beweis : Es sei Y = SpecAg und j : A→ Ag der kanonische Ringhomomorphismus.
Wir betrachten die dadurch induzierte stetige Abbildung SpecAg → SpecA, gegeben
durch p 7→ j−1(p). Diese Abbidung induziert eine Bijektion (Übungsaufgabe)

i : SpecAg → D(g).

Ist a ein Ideal in Ag , so ist i(V (a)) = V (j−1(a)) ∩ D(g), also bildet i abgeschlossene
Teilmengen auf abgeschlossene Teilmengen ab. Somit ist i ein Homöomorphismus.

Seite 63



Für jedes h ∈ A mit D(h) ⊂ D(g) gilt hn = bg für ein b ∈ A und ein n = 0. Nach
Lemma 4.5 gilt i−1(D(h)) = D(j(h)). Mit (Ag)j(h) bezeichnen wir die Lokalisierung
von Ag nach j(h). Dieser Ring besteht aus allen Elementen der Form (1/hk) (a/gm) =
a/hkgm für a ∈ A und k,m = 0. Man zeigt leicht, dass die Abbildung

(Ag)j(h) → Ah

a/hkgm 7→ abm/hk+nm

ein Isomorphismus ist.
Also ist OX(D(h)) = Ah ' (Ag)j(h) = OY (D(j(h))) = OY (i−1D(h)). Man rechnet
leicht nach, dass für D(h2) ⊂ D(h1) das Diagramm

OX(D(h1))
∼ //

res
��

OY (i−1D(h1))

res
��

OX(D(h2))
∼ // OY (i−1D(h2))

kommutiert.
Also erhalten wir für jede offene Teilmenge U ⊂ D(g) einen Isomorphismus

i]U : OX(U) ∼→ OY (i−1U),

der mit den Restriktionsabbildungen verträglich ist. Daher ist
(i, i]) : SpecAg → (D(g),OX |D(g)) ein Isomorphismus lokal geringter Räume.
Da (D(g),OX |D(g)) ein Schema ist (Übungsaufgabe), handelt es sich um einen
Isomorphismus von Schemata. �

Jetzt wollen wir für jeden Ringhomomorphismus ϕ : A → B einen Schema-
morphismus f : SpecB → SpecA definieren. Dabei gehen wir ähnlich vor wie
im Beweis von Lemma 6.14. Nach Lemma 4.5 induziert ϕ eine stetige Abbildung
f : SpecB → SpecA der topologischen Räume. Diese ist definiert als f(p) = ϕ−1(p).

Proposition 6.15 Sei ϕ : A→ B ein Ringhomomorphismus und f : SpecB → SpecA
die zugehörige stetige Abbildung. Dann gibt es einen Garbenmorphismus

f ] : OSpecA → f∗OSpecB ,

so dass (f, f ]) : SpecB → SpecA ein Morphismus von Schemata ist.
Wir erhalten die Abbidung ϕ zurück als ϕ = f ]SpecA : A = OSpecA(SpecA) →
f∗OSpecB(SpecB) = B.
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Beweis : Für jedes g ∈ A ist f−1(D(g)) = D(ϕ(g)) nach Lemma 4.5. Der Ringhomo-
morphismus ϕ : A→ B induziert auf natürliche Weise einen Homomorphismus

f ]D(g) : OSpecA(D(g)) = Ag → Bϕ(g) = OSpecB(f−1D(g)) = f∗OSpecB(D(g))

a/gn 7→ ϕ(a)/ϕ(g)n.

Diese Homomorphismen sind verträglich mit den Restriktionsabbildungen für
D(g1) ⊂ D(g2), wie man leicht nachrechnet.
Also induzieren sie für jedes U ⊂ SpecA offen einen Homomorphismus

f ]U : OSpecA(U)→ OSpecB(f−1U) = f∗OSpecA(U),

der mit den Restriktionsabbildungen verträglich ist.
Für jedes p ∈ SpecB ist die Halmabbildung

fHp : OSpecA,ϕ−1(p) = Aϕ−1(p) → Bp = OSpecB,p gegeben durch

a/f 7→ ϕ(a)/ϕ(f),

denn diese wird im direkten Limes durch die Abbildung f ]D(g) für p ∈ D(g) induziert.
Nun ist fH−1

p (pBp) = ϕ−1(p)Aϕ−1(p), also ist fHp ein lokaler Homomorphismus. Also
ist (f, f ]) : SpecB → SpecA ein Morphismus lokal geringter Räume, d.h. ein Sche-
mamorphismus. Da SpecA = D(1) ist, folgt in der Tat

f ]SpecA = ϕ : A→ B.

�

Definition 6.16 Ein Morphismus von Schemata f : X → Y heißt offene Immersion,
falls es eine offene Teilmenge U ⊂ Y und einen Isomorphismus

f̃ : (X,OX) ∼→ (U,OY |U )

gibt, so dass f die Verknüpfung von f̃ mit der Inklusion i : (U,OY |U )→ (Y,OY ) ist.

Beispiel: Ist Y = SpecA für einen Ring A und g ∈ A, so induziert nach Lemma
6.14 der kanonische Ringhomomorphismus j : A → Ag einen Schemamorphismus
f : SpecAg → SpecA, der eine offene Immersion ist. Das offene Unterschema von
SpecA, welches isomorph zu SpecAg ist, ist hier (D(g),OSpecA|D(g)).
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Definition 6.17 Ein Morphismus von Schemata f : X → Y heißt abgeschlossene
Immersion, falls folgende Bedingungen erfüllt sind:

i) Es gibt eine abgeschlossene Teilmenge Z ⊂ Y , so dass f einen Homöomorphis-
mus f : X → Z vermittelt.

ii) Der Garbenmorphismus f ] : OY → f∗OX ist surjektiv.

Das Paradebeispiel für abgeschlossene Immersionen wird in folgenden Lemma dis-
kutiert.

Lemma 6.18 Es sei A ein Ring und a ⊂ A ein Ideal. Der Ringhomomorphis-
mus ϕ : A → A/a induziert nach Proposition 6.15 einen Schemamorphismus
f : SpecA/a→ SpecA. Dieser ist eine abgeschlossene Immersion.

Beweis : Die stetige Abbildung f : SpecA/a→ SpecA ist gegeben durch p 7→ ϕ−1(p).
Für jedes Primideal p in A/a gilt a ⊂ ϕ−1(p), also ϕ−1(p) ∈ V (a) ⊂ SpecA. Umge-
kehrt gibt es für jedes Primideal q in A mit a ⊂ q ein Primideal p in A/a (nämlich
p = ϕ(q)) mit ϕ−1(p) = q. Also induziert f eine bijektive stetige Abbildung

SpecA/a→ V (a).

Man rechnet leicht nach, dass für jedes Ideal b ⊂ A/a die abgeschlossene Teilmenge
V (b) in SpecA/a unter f auf V (ϕ−1(b)) abgebildet wird. Also ist diese Abbildung ein
Homöomorphismus.
Jetzt betrachten wir den Garbenmorphismus f ] : OSpecA → f∗OSpecA/a. Für jede
offene Menge U ⊂ SpecA \ V (a) ist f−1(U) = ∅, also ist f ]U surjektiv. Somit ist auch
für alle q ∈ SpecA \ V (a) die Halmabbildung fHq surjektiv.
Ist q ∈ V (a), so gibt es ein Primideal p in A/a mit ϕ−1(p) = q. Die Halmabbildung fHq
ist dann gegeben durch

fHq : OSpecA,ϕ−1(p) = Aϕ−1(p) → (A/a)p = OSpecA/a,p

a/f 7→ ϕ(a)/ϕ(f).

Da ϕ surjektiv ist, ist auch diese Halmabbildung surjektiv.
Also ist der Garbenmorphismus f ] surjektiv auf den Halmen und damit definitions-
gemäß surjektiv. Daher ist f : SpecA/a→ SpecA eine abgeschlossene Immersion. �
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Definition 6.19 Es sei X ein Schema.

i) Ein offenes Unterschema von X ist ein Schema der Form (U,OX |U ) für eine
offene Teilmenge U ⊂ X .

ii) Ein abgeschlossenes Unterschema von X ist ein Schema der Form (Z,OZ) für
eine abgeschlossene Teilmenge Z ⊂ X zusammen mit einer abgeschlossenen
Immersion

(f, f ]) : (Z,OZ)→ (X,OX),

wobei f : Z → X die Inklusionsabbildung ist.

Die Strukturgarbe eines offenen Unterschemas von X ist also eindeutig bestimmt als
Einschränkung der Strukturgarbe OX .
Auf einer abgeschlossenen Teilmenge Z ⊂ X kann es aber mehrere Strukturgarben
OZ geben, die Z zu einem abgeschlossenen Unterschema machen.

Beispiel: Die abgeschlossene Teilmenge {3} ⊂ Spec Z wird zusammen mit der
konstanten Garbe F3 = Z/3Z und zusammen mit der konstanten Garbe Z/9Z ein
abgeschlossenes Unterschema von Spec Z. Im ersten Fall ist das abgeschlossene
Unterschema isomorph zu Spec F3, im zweiten Fall zu Spec Z/9Z.

Definition 6.20 Es sei S ein Schema. Ein S-Schema (oder ein Schema über S) ist ein
Schema X zusammen mit einem Morphismus π : X → S. Der Morphismus π heißt
Strukturmorphismus und S wird auch Basisschema genannt. Ein Morphismus von
S−Schemata von π : X → S nach σ : Y → S ist ein Schemamorphismus f : X → Y ,
der das Diagramm

X
f

//

π
��

@@
@@

@@
@ Y

σ
����

��
��

�

S

kommutativ macht.

Sind X,Y Schemata, so bezeichnen wir mit Mor (X,Y ) die Menge aller Schema-
morphismen von X nach Y . Sind X und Y S−Schemata, so bezeichnen wir mit
MorS (X,Y ) die Menge aller S−Schemamorphismen von X nach Y .

Für zwei Ringe A,B setzen wir

HomRinge(A,B) = {ϕ : A→ B Ringhomomorphismus}.
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Wir haben in Proposition 6.15 jedem ϕ ∈ HomRinge(A,B) ein Element (f, f ]) in
Mor(SpecB, SpecA) zugeordnet. Umgekehrt können wir für beliebige Schemata
X und Y jedem Schemamorphismus f : X → Y einen Ringhomomorphismus
f ]Y : OY (Y )→ (f∗OX)(X) = OX(f−1Y ) = OX(X) zuordnen.

Lemma 6.21 Sind X = SpecB und Y = SpecA affine Schemata, so sind diese beiden
Konstruktionen invers zueinander. Also ist die Abbildung

HomRinge(A,B)→Mor(SpecB, SpecA)

aus Proposition 6.15 bijektiv.

Beweis : Ist ϕ ∈ HomRinge(A,B) gegeben, so hat der Morphismus f : SpecB →
SpecA aus Proposition 6.15 die Eigenschaft f ]Y = ϕ. Ist f : X → Y gegeben, so müs-
sen wir noch zeigen, dass wir f erhalten, indem wir die Konstruktion aus Proposition
6.15 auf den Ringhomomorphismus f ]Y : A → B anwenden. Es sei p ∈ SpecB und
q = f(p) ∈ SpecA. Dann ist das Diagramm

OY (Y ) = A
f]

Y //

��

B = OX(X)

��

OY,f(p) = Aq
fH

p

// Bp = OX,p

kommutativ. Ist a ∈ A \ q, so ist das Bild von a in Aq invertierbar, wird also unter
fHp auf ein invertierbares Element abgebildet. Da dies von f ]Y (a) ∈ B induziert wird,
folgt fHY (a) /∈ p. Somit folgt

f ]Y (A \ q) ⊂ B \ p, also auch

(f ]Y )−1(p) ⊂ q.

Nun ist fHp lokal, d.h. das Urbild des maximalen Ideals pBp in Bp ist das
maximale Ideal qAq, also folgt für alle a ∈ q nach dem obigen Diagramm
f ]Y (a)/1 = fHp (a/1) ∈ pBp, woraus f ]Y (a) ∈ p folgt. Somit ist (f ]Y )−1(p) = q.

Also ist die stetige Abbildung f : SpecB → SpecA tatsächlich die durch den Ringho-
momorphismus f ]Y : A → B induzierte. Ist g ∈ A, so gilt also f−1(D(g)) = D(f ]Y (g))
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nach Lemma 4.5. Das Diagramm

OY (Y ) = A
f]

Y //

��

B = (f∗OX)(Y )

��

O(D(g)) = Ag
f]

D(g)

// Bf]
Y (g) = (f∗OX)D(g)

kommutiert, da f ] ein Garbenmorphismus ist. Nach der universellen Eigenschaft der
Lokalisierung aus Lemma 6.2 stimmt also f ]D(g) mit der Abbildung

Ag → Bf]
Y (g)

a/gn 7→ f ]Y (a)/f ]Y (g)n

überein, die dasselbe Diagramm kommutativ macht. Nach Proposition 6.15 ist also
der durch f ]Y induzierte Garbenmorphismus OY → f∗OX auf allen offenen Mengen
der Form D(g) gerade die Abbildung f ]. Da zwei Garbenschnitte gleich sind, wenn
sie auf einer offenen Überdeckung gleich sind, stimmen die beiden Garbenmorphis-
men überall überein. �

Proposition 6.22 Es sei Y = SpecB ein affines Schema und X ein beliebiges Schema.
Dann ist die Abbildung

Mor(X,Y ) → HomRinge(OY (Y ),OX(X))

f 7→ f ]Y

bijektiv.

Beweis : Es istX =
⋃
i

Ui für affine SchemataUi. Für jeden Index i ist also nach Lemma

6.21

Mor(Ui, Y ) → HomRinge(B,OX(Ui))

f 7→ f ]Ui

bijektiv.
Bezeichnen wir mit fi : Ui → Y die Verknüpfung von f mit der offenen Immersion
Ui → X , so gilt

(f ]i )Ui
= resXUi

◦ f ]Y .
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Sind nun f, g ∈Mor(X,Y ) mit f ]Y = g]Y gegeben, so folgt (f ]i )Ui
= (g]i )Ui

, also fi = gi.
Daher ist f = g (Übungsaufgabe).
Ist umgekehrt ein Ringhomomorphismus ϕ : B → OX(X) gegeben, so liegt
ϕi = resXUi

◦ ϕ : B → OX(X) → OX(Ui) in HomRinge(B,OX(Ui)). Also existiert
ein Schemamorphismus fi : Ui → Y mit (f ]i )Ui = ϕi. Ist V ⊂ Ui ∩ Uj eine offene
affine Teilmenge, so kommen fi|V : V ↪→ Ui → Y und fj |V : V ↪→ Uj → Y beide
von dem Ringhomomorphismus resXV ◦ ϕ her, sie stimmen also nach Lemma 6.21
überein. Also können wir die fi : Ui → Y zu einem Morphismus f : X → Y verkle-
ben (Übungsaufgabe). Da resXUi

◦ f ]Y = (f ]i )Ui
= ϕi = resXUi

◦ ϕ für alle i gilt, folgt
f ]Y = ϕ. Also ist die betrachtete Abbildung auch surjektiv. �

Zum Abschluß dieses langen Kapitels wollen wir noch die nützliche Technik des Ver-
klebens von Schemata kennenlernen.

Lemma 6.23 (Verkleben von Schemata) Es sei S ein Basisschema, I eine Indexmen-
ge und {Xi}i∈I eine Familie von S−Schemata. Für jedes j 6= i sei eine offene Teil-
menge Uij ⊂ Xi gegeben, die wir mit der eingeschränkten Strukturgarbe zu einem
offenen Unterschema von Xi machen. Für alle i 6= j in I seien ferner Isomorphismen
ϕij : Uij → Uji von S−Schemata gegeben, so dass

i) (ϕij)−1 = ϕji und

ii) ϕij(Uij ∩ Uik) = Uji ∩ Ujk sowie
ϕik = ϕjk ◦ ϕij auf Uij ∩ Uik

gilt. Dann existiert ein S−Schema X zusammen mit offenen Immersionen von
S−Schemata

ψi : Xi → X

für alle i ∈ I , so dass gilt:

i) X =
⋃
ψi(Xi)

ii) ψi(Uij) = ψi(Xi) ∩ ψj(Xj)

iii) ψi = ψj ◦ ϕij auf Uij .

Wir sagen, X entsteht durch Verkleben der Xi entlang der Isomorphismen ϕij .

Beweis : Zunächst konstruieren wir den topologischen Raum X als Quotient der dis-
junkten Vereinigung

⋃̇
Xi nach folgender Äquivalenzrelation:

Für x ∈ Xi und y ∈ Xj mit i 6= j gelte x ∼ y genau dann, wenn ϕij(x) = y ist. Dann
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haben wir eine surjektive Abbildung ψ :
⋃̇
Xi → X , und wir statten X mit der Quo-

tiententopologie bezüglich ψ aus. Eine Teilmenge U ⊂ X ist also genau dann offen,
wenn ψ−1(U) ⊂

⋃̇
Xi offen ist. Für alle i ∈ I ist dann

ψi : Xi ↪→
⋃̇
Xi

ψ→ X

stetig und es gilt ψi = ψj ◦ ϕij auf Uij . Die Teilmenge Ui = ψi(Xi) ⊂ X ist offen und
ψi : Xi → Ui ist ein Homöomorphismus. Wir setzen

OUi = ψi∗OXi .

Dann ist (Ui,OUi) ein geringter Raum isomorph zu (Xi,OXi), also ein Schema. Für
alle i 6= j gilt Ui ∩ Uj = ψi(Xi) ∩ ψj(Xj) = ψi(Uij) = ψj(Uji) nach Konstruk-
tion. Also folgt OUj |Ui∩Uj

= (ψj∗OXj
)|Ui∩Uj

= ψj∗(OXj
|Uji

) ∼= ψj∗(ϕij∗OXi
|Uij

) =
(ψj ◦ ϕij)∗(OXi|Uij

) = ψi∗(OXi|Uij
) = OUi|Ui∩Uj

. Also existiert eine Garbe OX auf X
mit OX|Ui

∼= OUi
(Übungsaufgabe).

Dann ist (X,OX) ein Schema, da es eine offene Überdeckung aus Schemata (Ui,OUi)
besitzt. Nach Konstruktion ist

ψi : Xi → X

eine offene Immersion. Ferner gilt X =
⋃
i

ψi(Xi). Wir müssen nur noch zeigen, dass

X ein S−Schema und dass alle ψi S−Morphismen sind. Dazu definieren wir πi :

Ui → S als die Komposition πi : Ui
ψ−1

i→ Xi → S. Da die ϕij S−Morphismen sind, ist
das Diagramm

Ui ∩ Uj
ψ−1

i // Uij

ϕij

��

  
AA

AA
AA

AA

S

Ui ∩ Uj
ψ−1

j
// Uji

>>}}}}}}}}

kommutativ, also ist πi|Ui∩Uj
= πj |Ui∩Uj

. Somit können wir die πi zu einem Morphis-
mus π : X → S verkleben. Nach Konstruktion sind dann die ψi S−Morphismen. �

Mit Hilfe der Technik des Verklebens von Schemata können wir jetzt ein Schema
konstruieren, das nicht affin sind.

Beispiel: Sei A ein Ring und n = 0. Für alle 0 5 i 5 n setzen wir

Xi = SpecA[
T0

Ti
, ...,

Ti−1

Ti
,
Ti+1

Ti
, ...,

Tn
Ti

].
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Also ist Xi ' AnA.
Ferner sei Xij = D(T−1

i Tj) ⊂ Xi für alle j 6= i. Es ist

OXi
(Xij) = A[

T0

Ti
, ...

Ti−1

Ti
,
Ti+1

Ti
, ...,

Tn
Ti

]Tj
Ti

.

Wir erhalten einen natürlichen Isomorphismus.

OXi
(Xij)→ OXj

(Xji),

der für alle k 6= i das Element Tk

Ti
auf Tk

Tj
/ Ti

Tj
abbildet. Da Xij und Xji affine Sche-

mata sind, liefert dies nach Proposition 6.15 einen Isomorphismus von Schemata
ϕij : Xij → Xji.
Diese Isomorphismen erfüllen die Voraussetzungen von Lemma 6.23. Also lassen sich
die A−Schemata Xi entlang der Xij zu einem A−Schema PnA verkleben. Dieses nen-
nen wir den n−dimensionalen projektiven Raum über A. Wir werden im nächsten
Kapitel eine andere Konstruktion von PnA kennenlernen.

Proposition 6.24 Es sei k ein Körper. Es gibt eine natürliche Bijektion

Pnk (k)→ { Geraden in kn+1},

wobei mit Geraden in kn+1 die eindimensionalen Unterräume von kn+1 gemeint sind.

Beweis : Es ist Xi(k) = An(k) = kn, wobei Xi(k) und Xj(k) entlang

Xij(k) = {(a0, ..., ai−1, ai+1, ..., an) ∈ kn : aj 6= 0} ⊂ Xi(k) bzw.

Xji(k) = {(a0, ..., aj−1, aj+1, ..., an) ∈ kn : ai 6= 0} ⊂ Xj(k)

verklebt werden. Die Verklebeabbildung ist

ϕij : Xij(k) → Xji(k)

(a0, ..., ai−1, ai+1, ..., an) 7→ (b0, ..., bj−1, bj+1, ..., bn)

mit bk =

ak

aj
, falls k 6= i, j

1
aj
, falls k = i.

Wir definieren für x = (a0, ..., ai−1, ai+1, ..., an) ∈ Xi(k) die Gerade lx in kn+1 als
lineare Hülle von (a0, ..., ai−1, 1, ai+1, ..., an).
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Liegt x in Xij(k), so definieren x und ϕij(x) ∈ Xji(k) dieselbe Gerade. Also erhalten
wir eine wohldefinierte Abbildung

τ : Pnk (k) → { Geraden in kn+1}

x 7→ lx.

Es ist x ∈ Xi(k) genau dann, wenn lx 6⊂ {(c0, ..., cn+1) ∈ kn+1 : ci = 0} gilt. Daher
folgt aus lx = ly , dass es ein i gibt mit x, y ∈ Xi(k). Auf Xi(k) ist die Abbildung aber
offensichtlich injektiv, d.h. es ist x = y. Somit ist τ injektiv auf Pnk (k).
Ferner gibt es für jede Gerade l in kn+1 ein i mit l 6⊂ {(c0, ..., cn+1) ∈ kn+1 : ci = 0}.
Also hat l einen Erzeuger der Form (a0, ..., ai−1, 1, ai+1, ..., an). Dann ist l = lx für
x = (a0, ..., ai−1, ai+1, ..., an) ∈ Xi(k), d.h. τ ist auch surjektiv. �

Wir definieren auf kn+1 \ {0} eine Äquivalenzrelation durch

(a0, ..., an) ∼ (b0, ..., bn)

genau dann, wenn es ein λ ∈ k× gibt mit

b0 = λa0, ..., bn = λan.

Wir schreiben [a0 : ... : an] für die Äquivalenzklasse von (a0, ..., an) unter dieser
Äquivalenzrelation. Es gilt also [a0 : ... : an] = [λa0 : ... : λan] für alle λ ∈ k×.

Dann zeigt dasselbe Argument wie im Beweis von Proposition 6.24, dass sich die
Abbildungen

Xi(k) → {[a0 : ... : an] : ai 6= 0}

(a0, ..., ai−1, ai+1, ..., an) 7→ [a0 : ... : ai−1 : 1 : ai+1 : ... : an]

zu einer Bijektion

Pn(k)→ {[a0 : ... : an] : a0, ..., an ∈ k, nicht alle 0}

zusammensetzen lassen.
Entspricht x ∈ Pn(k) unter dieser Zuordnung dem Wert [a0 : ... : an], so nennt man
[a0 : ... : an] auch projektive Koordinaten von x.

7 Projektive Schemata

Wir wollen jetzt eine Methode kennenlernen, um abgeschlossene Unterschemata des
projektiven Raums zu konstruieren. Dazu brauchen wir ein paar Vorbereitungen.
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Definition 7.1 i) Ein graduierter Ring B ist ein Ring der Form

B =
⊕
d=0

Bd,

wobei alle Bd Untergruppen von B sind, die BdBe ⊂ Bd+e erfüllen. Die Ele-
mente in Bd heißen homogene Elemente vom Grad d.

ii) SeiA ein Ring. Eine graduierte A-Algebra ist ein graduierter RingB, der gleich-
zeitig eine A-Algebra ist, so dass das Bild von A in B0 enthalten ist.

Beispiel: Ist A ein Ring, so ist B = A [X1, ..., Xn] eine graduierte A-Algebra. Hier ist

Bd = {
∑

I=(i1, ..., in)

aI X
i1
1 ... Xin

n : für alle I mit aI 6= 0 gilt i1 + ... + in = d}.

Die homogenen Elemente von Grad d sind also hier die homogenen Polynome vom
Grad d.

Definition 7.2 Ein Ideal a in einem graduierten Ring B heißt homogen, falls

a =
⊕
d=0

(a ∩Bd).

Lemma 7.3 Ein Ideal a in einem graduierten Ring B ist genau dann homogen, wenn
es von homogenen Elementen erzeugt wird.

Beweis : Angenommen, a = (fi)i∈I mit fi ∈ Bd(i) für gewisse d(i) = 0. Dann ist jedes
Element g ∈ a eine Linearkombination der Form

g = g1fi1 + ... + grfir

für gj ∈ B und i1, ..., ir ∈ I . Indem wir alle gj als Summe homogener Ele-
mente schreiben und ausmultiplizieren, erhalten wir g ∈

⊕
d=0

(a ∩Bd). Also folgt

a ⊂
⊕
d=0

(a ∩Bd) und damit Gleichheit, denn die andere Inklusion ist trivial.

Wir nehmen umgekehrt an, dass a =
⊕
d=0

(a ∩Bd) gilt. Seien (fi)i∈I beliebige Erzeuger

von g. Alle fi liegen in
⊕
d=0

(a ∩Bd), lassen sich also als endliche Summe homogener

Elemente in a schreiben. Die homogenen Summanden aller fi bilden ebenfalls ein
Erzeugendensystem von a. �
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Lemma 7.4 Summe, Schnitt und Radikal von homogenen Idealen sind wieder homo-
gene Ideale.

Beweis : Wir zeigen dies nur für die Summe, die anderen Behauptungen sind
Übungsaufgaben.
Sind (ai∈I) homogene Ideale, so besitzen alle ai nach Lemma 7.4 ein Erzeugenden-
system aus homogenen Elementen. Vereinigt man all diese Erzeugendensysteme, so
erhält man ein Erzeugendensystem von

∑
i∈I

ai. Also ist auch
∑
i∈I

ai homogen. �

Lemma 7.5 Ein homogenes Ideal p 6= B in einem homogenen Ring B ist genau dann
prim, wenn für homogene Elemente f, g ∈ B gilt: Ist fg ∈ p, so folgt f ∈ p oder g ∈ p.

Beweis : Übungsaufgabe. �

Für jeden homogenen Ring B =
⊕
d=0

Bd setzen wir B+ =
∑
d>0

Bd. Die Teilmenge B+

ist ein homogenes Ideal in B.

Definition 7.6 Für jeden homogenen Ring B sei

ProjB = {p ⊂ B : p homogenes Primideal mit B+ 6⊂ p}.

Wir wollen nun die Menge ProjB mit der Struktur eines Schemas ausstatten. Dazu
benötigen wir zunächst eine Topologie auf ProjB. Diese definieren wir analog zur
Topologie auf SpecA wie folgt. Für jedes homogene Ideal a ⊂ B sei

V (a) = {p ∈ ProjB : a ⊂ p}.

Lemma 7.7 Es seien {ai}i∈I , a, b homogene Ideale in B.

i) V (0) = ProjB, V (B+) = ∅.

ii) V (a ∩ b) = V (a) ∪ V (b).

iii) V (
∑
i∈I

ai) =
⋂
i∈I

V (ai).

Beweis : Analog zum Beweis von Lemma 4.2. �

Seite 75



Wir nennen eine Teilmenge U ⊂ ProjB offen, falls es ein homogenes Ideal a ⊂ B

gibt mit U = ProjB\V (a). Nach Lemma 7.7 erhalten wir so eine Topologie auf ProjB.

Jetzt wollen wir eine Garbe von Ringen auf ProjB definieren. Für jedes homogene
Element f ∈ B+ sei

D+(f) = {p ∈ ProjB : f /∈ p} = ProjB \ V ((f)).

Die offenen Mengen D+(f) für homogene f ∈ B+ bilden eine Basis der Topologie
auf ProjB, d.h. jede offene Umgebung U eines Punktes p ∈ ProjB enthält ein D+(f).
Dies sieht man folgendermaßen ein. Es gilt U = ProjB\V (a) für ein homogenes Ideal
a mit a 6⊂ p. Falls a ∩B+ ⊂ p, so folgt a ∩B0 6⊂ p, da a homogen ist. Also existiert ein
f ∈ a∩B0 mit f /∈ p. Da B+ 6⊂ p ist, gibt es zusätzlich ein g ∈ B+ mit g /∈ p. Also folgt
fg /∈ p, aber fg ∈ a ∩B+. Das steht im Widerspruch zur Annahme a ∩B+ ⊂ p. Diese
ist also falsch. Für f ∈ a ∩B+ mit f /∈ p folgt nun p ∈ D+(f) ⊂ U .

Definition 7.8 i) Für f ∈ B+ homogen vom Grad d > 0 sei

B(f) = { b
fk

: b homogen vom Grad dk}.

ii) Für ein homogenes Primideal p in ProjB sei

B(p) = {b
c

: c /∈ p, b, c homogen vom selben Grad }.

Es ist B(f) ⊂ Bf und B(p) ⊂ Bp jeweils die Menge der homogenen Elemente vom
Grad 0, wenn man den Grad eines Bruches als Zählergrad minus Nennergrad defi-
niert.
Wir definieren nun eine Garbe OProjB auf ProjB.

Definition 7.9 Es sei OProjB(D+(f)) = B(f).

Jetzt wollen wir Restriktionsabbildungen definieren. Dazu brauchen wir folgendes
Lemma.

Lemma 7.10 Es seien a und b homogene Ideale in B. Dann gilt V (a) ⊂ V (b) genau
dann, wenn b ∩B+ ⊂

√
a.
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Beweis : Ist b ∩ B+ ⊂
√

a, so sei p ∈ V (a), d.h. p ist ein homogenes Primideal mit
B+ 6⊂ p und a ⊂ p. Dann folgt b ∩B+ ⊂

√
a ⊂ p. Es sei g ∈ B+ ein Element mit g /∈ p.

Dann gilt für alle f ∈ b, dass fg ∈ b ∩ B+ ⊂ p ist. Also ist f ∈ p. Somit folgt b ⊂ p,
d.h. p ∈ V (b).
Umgekehrt nehmen wir V (a) ⊂ V (b) an. Es sei p ein beliebiges Primideal in B mit
a ⊂ p. Dann ist ph :=

⊕
d=0

p ∩Bd nach Lemma 7.5 ein homogenes Primideal in B.

Gilt B+ 6⊂ ph, so folgt wegen a = ah ⊂ ph, dass ph ∈ V (a) ⊂ V (b) gilt. Somit ist
b ∩ B+ ⊂ b ⊂ ph ⊂ p. Gilt B+ ⊂ ph, so folgt b ∩ B+ ⊂ ph ⊂ p. Also ist b ∩ B+ ⊂⋂
p Primideal,a⊂p

p =
√

a. �

Wir nehmen nun an, für homogene Elemente f, g ∈ B+ gilt D+(g) ⊂ D+(f). Dann
folgt V ((f)) ⊂ V ((g)), also mit Lemma 7.10 (g) ∩ B+ ⊂

√
(f). Insbesondere ist g ∈√

(f), d.h. es gilt g = bfn für ein b ∈ B und ein n = 0. Da f und g homogen sind,
können wir b homogen wählen. Die natürliche Abbildung Bf → Bg aus §6 induziert
einen Ringhomomorphismus

res D+(f)D+(g) : OProjB(D+(f)) = B(f) → B(g) = OProjB(D+(g)).

Lemma 7.11 Es gelte D+(f) =
⋃
i∈I

D+(fi) für homogene Elemente f, fi ∈ B+.

i) Ist s ∈ B(f) mit res D+(f)D+(fi)s = 0 für alle i ∈ I , so ist s = 0.

ii) Sind si ∈ B(fi) gegeben mit res D+(fi)D+(fifj)si = res D+(fj)D+(fifj)sj für alle
i, j ∈ I , so existiert ein s ∈ B(f) mit res D+(f)D+(fi)s = si für alle i ∈ I .

Beweis : Das folgt aus Proposition 6.4. �

Nun können wir wie in §6 für jede offene MengeU ⊂ ProjB eine offene Überdeckung
U =

⋃
i∈I

D+(fi) für fi ∈ B+ wählen und

OProjB(U) = {(si)i∈I : si ∈ B(fi) mit res D+(fi)D+(fifj)si = res D+(fj)D+(fifj)sj für alle i, j ∈ I}

setzen. Mit Hilfe von Lemma 7.11 folgt, dass OProjB eine Garbe auf B ist.

Lemma 7.12 Sei p ∈ ProjB. Dann gilt für den Halm von OProjB in p

OProjB,p ' B(p).
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Beweis : Es gilt

OProjB,p = lim−→
p∈U offen

OProjB(U)

= lim−→
f /∈p

f∈B+ homogen

OProjB(D+(f))

= lim−→
f /∈p

f∈B+ homogen

B(f) ' B(p).

mit demselben Argument wie in Proposition 6.6. �

Der Ring B(p) ist lokal mit maximalem Ideal

{b
c

: b ∈ p, c /∈ p, b und c homogen vom selben Grad}.

Also ist ProjB ein lokal geringter Raum.

Proposition 7.13 Es sei f ∈ B+ ein homogenes Element. Dann ist
(D+(f),OProjB |D+(f)) als lokal geringter Raum isomorph zu SpecB(f).

Beweis : Es sei j : B → Bf der kanonische Ringhomomorphismus j(b) = b/1. Der
RingB(f) ist ein Unterring vonBf . Für jedes homogene Ideal a inB sei ϕ(a) = aBf ∩
B(f). Hier ist aBf = { a

fk : a ∈ a, k = 0} das von j(a) in Bf erzeugte Ideal. Ist
p ∈ D+(f), so ist ϕ(p) ein Primideal in B(f). Das liefert eine Abbildung

ϕ : D+(f)→ SpecB(f).

Diese ist bijektiv. Man prüft nämlich leicht nach, dass für jedes Primideal q inB(f) die
Zuordnung q 7→ j−1

√
qBf eine Umkehrabbildung liefert.

Außerdem gilt für ein homogenes Ideal a genau dann a ⊂ p, wenn ϕ(a) ⊂ ϕ(p) gilt.
Somit ist ϕ ein Homöomorphismus.
Wir zeigen nun, dass für alle D+(g) ⊂ D+(f) gilt ϕ(D+(g)) = D(α), wobei
α = gr/fm ∈ B(f) mit r = grad (f) und m = grad (g) ist. Ist p ∈ D+(f) mit g ∈ p, so
ist offenbar α ∈ pBf ∩ B(f) = ϕ(p). Ist p ∈ D+(f) mit g /∈ p, so rechnet man nach,
dass α /∈ pBf ∩B(f) gilt. Somit folgt ϕ(D+(g)) = D(α).
Aus D+(g) ⊂ D+(f) folgt gn = fb für ein n = 0 und ein b ∈ B. Da g und f homogen
sind, können wir b homogen wählen, indem wir nur die Komponente im Gradmn−r
betrachten.
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Der Ringhomomorphismus resD+(f)D+(g) : B(f) → B(g) bildet α = gr

fm auf das inver-

tierbare Element g
rbm

gmn inB(g) ab. Nach der universellen Eigenschaft der Lokalisierung

induziert er also einen Homomorphismus ϕ]D+(g) : (B(f))α → B(g). Eine etwas müh-

selige, aber elementare Rechnung zeigt, dass diese Ringhomomorphismen ϕ]D+(g) mit
den Restriktionsabbildungen verträglich und Isomorphismen sind. Also können wir
sie zu einem Garbenisomorphismus

ϕ] : OSpecB(f) → ϕ∗OD+(f)

zusammensetzen. �

Korollar 7.14 (ProjB,OProjB) ist ein Schema.

Beweis : Der lokal geringter Raum (ProjB,OProjB) besitzt nach Proposition 7.13 eine
offene Überdeckung aus affinen Schemata. �

Lemma 7.15 Ist B eine graduierte A-Algebra, so ist ProjB ein A-Schema.

Beweis : Der Ringhomomorphismus α : A → B, der B zu einer A-Algebra macht,
landet definitionsgemäß in B0. Für jedes homogene f ∈ B+ induziert α also einen
Ringhomomorphismus α : A → B(f) definiert durch α(a) = a/1. Diese Ringhomo-
morphismen vertragen sich mit der Restriktionsabbildung für D+(g) ⊂ D+(f). Also
erhalten wir einen Ringhomomorphismus

A→ OProjB(ProjB).

Nach 6.22 induziert dieser einen Schemamorphismus ProjB → SpecA. �

Beispiel: Es sei A ein Ring und B = A [x0, ..., xn] der Polynomring mit der oben de-
finierten Graduierung. Dann ist B+ = (x0, ..., xn). Jedes homogene Primideal p in
B mit B+ 6⊂ p enthält mindestens eines der xk nicht, liegt also in mindestens einem
D+(xk).
Somit bilden D+(x0), ..., D+(xn) eine offene Überdeckung von ProjB. Sei
k ∈ {0, ..., n}. Dann ist

OProjB(D+(xk)) = A [x0 ..., xn](xk).

Seite 79



Im folgenden bedeutet das Zeichen ∧ über einer Variable, dass diese weggelassen
werden soll. Wir haben einen Isomorphismus

A [x0, ..., xn](xk) → A

[
x0

xk
, ...,

x̂k
xk
, ...,

xn
xk

]
,

der für ein Element ∑
I=(i0, ..., in), i0+ ...+in=d

aIx
i0
0 ... xinn

xdk

gegeben ist durch∑
I

aI x
i0
0 ... xinn

xdk
7→
∑
I

aI

(
x0

xk

)i0
...

(
x̂k
xk

)ik
...

(
xn
xk

)in
.

Die Umkehrabbildung wird auf Monomen gegeben durch

a xi00 ... x̂k
ik ... xinn

xi0+ ...+in
k

7→ a

(
x0

xk

)i0
...

(
x̂k
xk

)ik
...

(
xn
xk

)in
.

Nach dem Beweis von Proposition 7.13 ist

OProjB(D+(xkxl)) '
(
A

[
x0

xk
, ...,

x̂k
xk
, ...,

xn
xk

])
xl
xk

, da

D+(xkxl) ⊂ D+(xk)

ist. Andererseits ist auch

OProjB(D+(xkxl)) '
(
A

[
x0

xl
, ...,

x̂l
xl
, ...,

xn
xl

])
xk
xl

, da

D+(xkxl) ⊂ D+(xl)

ist.
Schaltet man diese beiden Isomorphismen hintereinander, so erhält man gerade die
Verklebungsabbildungen aus der Definition von PnA in §6. Somit folgt

PnA ' Proj(A [x0, ..., xn]).

Lemma 7.16 Es seien B =
⊕
d=0

Bd und C =
⊕
d=0

Cd graduierte Ringe und ϕ : B →

C ein graduierter Homomorphismus, d.h. es gibt ein r = 1 mit ϕ(Bd) ⊂ Crd für
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alle d = 0. Es sei a das homogene Ideal a = ϕ(B+)C in C. Dann induziert ϕ einen
Morphismus von Schemata

f : ProjC \ V (a)→ ProjB.

Für jedes homogene b ∈ B+ gilt f−1(D+(b)) = D+(ϕ(b)) und f |D+(ϕ(b)) ist gerade
der Morphismus affiner Schemata, der durch den Ringhomomorphismus

B(b) → Cϕ(b)

a/bk 7→ ϕ(a)/ϕ(b)k

induziert wird.

Beweis : Ist p ein homogenes Primideal in C, so ist ϕ−1(p) ein homogenes Primideal
in B, da ϕ mit der Graduierung verträglich ist. Gilt a 6⊂ p, so folgt B+ 6⊂ ϕ−1(p), also
erhalten wir eine Abbildung

f : ProjC \ V (a) → ProjB

p 7→ ϕ−1(p).

Diese ist offenbar stetig.
Ist b ∈ B+ homogen und p ∈ ProjC \ V (a), so ist ϕ(b) ∈ p genau dann, wenn
b ∈ ϕ−1(p) gilt. Daraus folgt f−1D+(b) = D+(ϕ(b)). Wir definieren einen Ringho-
momorphismus

f ]D+(b) : OProjB(D+(b)) = B(b) → C(ϕ(b)) = OProjC\V (a)(f−1D+(b)) durch

a/bk 7→ ϕ(a)/ϕ(b)k.

Da ϕ graduiert ist, wird ein Element vom Grad 0 in Bb auf ein Element vom Grad 0
in Cϕ(b) abgebildet, diese Abbildung ist also wohldefiniert.
Man überprüft leicht, dass die Ringhomomorphismen f ]D+(b) mit den Restriktions-
abbildungen verträglich sind. Also können wir sie zu einem Garbenmorphismus
f ] : OProjB → f∗OProjC\V (a) zusammensetzen. �

Ist a ⊂ B ein homogenes Ideal in dem graduierten Ring B, so ist auch der Quotien-
tenring B/a graduiert, indem wir

(B/a)d = Bd/(a ∩Bd)

setzen. Wir betrachten nun den Fall B = A [x0, ..., xn] für einen Ring A.
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Proposition 7.17 Ist a ⊂ A [x0, ..., xn] ein homogenes Ideal, so vermittelt der gra-
duierte Homomorphismus ϕ : A [x0, ..., xn] → A [a0, ..., an]/a eine abgeschlossene
Immersion

f : Proj (A [x0, ..., xn]/a)→ PnA,

so dass das Bild der zugehörigen stetigen Abbildungen die abgeschlossene Teilmenge
V (a) ⊂ PnA ist.

Beweis : Wir setzen B = A [x0, ..., xn]. Der Homomorphismus ϕ erfüllt ϕ(B+) =
(B/a)+, also erhalten wir einen Morphismus

f : ProjB/a→ ProjB = PnA

mit Lemma 7.16.
Ist p ⊂ B ein beliebiges homogenes Primideal mit B+ 6⊂ p und a ⊂ p, so ist ϕ(p) ein
homogenes Primideal in B/a mit (B/a)+ 6⊂ ϕ(p). Dies definiert eine Umkehrabbil-
dung V (a) → ProjB/a. Man prüft leicht nach, dass f(V (b)) = V (ϕ−1(b)) für jedes
homogene Ideal b ⊂ B/a gilt. Daher ist f ein Homöomorphismus auf die Teilmenge
V (a) ⊂ PnA. Der Garbenmorphismus

f ] : OPn
A
→ f∗OProjB/a,

ausgewertet auf D+(b) ⊂ PnA liefert nach Lemma 7.16 einen surjektiven Ringhomo-
morphismus. Da die offenen Mengen der FormD+(b) eine Basis der Topologie bilden,
ist f ] surjektiv. Somit ist f nach Definition 6.17 in der Tat eine abgeschlossene Immer-
sion. �

Definition 7.18 Es sei A ein Ring. Ein projektives A-Schema ist ein A-Schema X →
SpecA, so dass es eine abgeschlossene Immersion i : X → PnA von A-Schemata gibt.

Es sei k ein Körper. Jetzt wollen wir die k-rationalen Punkte eines projektiven k-
Schemas als Nullstellenmenge beschreiben.
Ist a ⊂ k [x0, ..., xn] ein homogenes Ideal, so gilt a = (f1, ..., fr) für endlich viele
homogene Polynome fi. Ist fi homogen vom Grad d und (a0, ..., an) ∈ kn+1, so gilt
für alle λ ∈ k×:

fi(λa0, ..., λan) = λd+1 fi(a0, ..., an).

Somit ist fi(λa0, ..., λan) = 0 genau dann, wenn fi(a0, ..., an) = 0 ist.
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Definition 7.19 Ein Punkt x ∈ Pnk (k) heißt Nullstelle des homogenen Polynoms f ,
falls für beliebige projektive Koordinaten x = [a0 : ... : an] gilt f(a0, ..., an) = 0.

Vorsicht: Andere Werte als 0 sind natürlich nach der obigen Formel nicht unabhängig
von der Wahl eines Vertreters!

Definition 7.20 Ist a = (f1, ..., fr) ein homogenes Ideal in k [x0, ..., xn] mit homoge-
nen Erzeugern f1, ..., fr, so definieren wir die Nullstellenmenge von a durch

Z+(a) = {x = [a0 : ... : an] : (a0 ... an) ∈ kn+1\{0}, fi(a0, ..., an) = 0 für alle i = 1, ..., r}.

Dann gilt folgendes Resultat:

Lemma 7.21 Unter der Bijektion β : Pnk (k)→ {[a0, ..., an] : (a0, ..., an) ∈ kk+1 \ {0}}
aus §6 wird Pnk (k) ∩ V (a) mit Z+(a) identifiziert.

Beweis : Wir setzen Xi = D+(xi) für alle i = 0, ..., n. Es ist Xi '
Spec k[x0, ..., xn](xi) ' Spec k[x0

xi
, ..., x̂i

xi
, ..., xn

xi
] ' Ank . Es sei a = (f1, ..., fr)

mit homogenen Polynomen fi. Unter dem Isomorphismus k [x0, ..., xn](xi)
'

k
[
x0
xi
, ..., x̂i

xi
, ..., xn

xi

]
wird a k[x0, ..., xn]xi ∩ k[x0, ..., xn](xi) abgebildet auf ai =(

f1

(
x0
xi
, ..., xn

xi

)
, ..., fr

(
x0
xi
, ..., xn

xi

))
. Also entspricht V (a) ∩ Xi der Menge

V (ai) ⊂ Spec k
[
x0
xi
... x̂i

xi
... xn

xi

]
. Wir haben in §6 gesehen, dass

β|Xi(k) : Xi(k) → {[a0 : ... : an] : ai 6= 0}

(a0, ..., ai−1, ai+1, ..., an) 7→ [a0 : ... : ai−1 : 1 : ai+1 : ... : an]

gilt. Hier haben wir Xi(k) ' Ank (k) wie zuvor mit kn identifiziert. Unter dieser Iden-
tifikation entspricht V (ai) ∩ Xi(k) gerade der Nullstellenmenge von ai in kn, wie
wir in den Übungen gesehen haben. Also bildet β|Xi(k) die Menge V (ai) ∩ Xi(k)
auf {[a0 : ... : ai−1 : 1 : ai+1 : ... : an] : f(a0, ..., ai−1, 1, ai, ..., an) = 0 für alle
f ∈ ai} = Z+(a) ∩ {[a0 : ... : an] : ai 6= 0} ab. Daraus folgt die Behauptung. �

Beispiel: Es sei k ein Körper und a, b ∈ k. Wir betrachten

f(X,Y, Z) = Y 2Z −X3 − aXZ2 − bZ3 ∈ k [X,Y, Z].
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Dieses Polynom liefert ein projektives k-Schema

X = Proj (k [X,Y, Z]/(Y 2Z −X3 − aXZ2 − bZ3)).

Wie wir später sehen werden, hat X die Dimension 1, wir nennen X daher eine pro-
jektive Kurve.
Es ist X(k) = {[x : y : z] ∈ P2(k) : y2z − x3 − axz2 − bz3 = 0} und
X(k) ∩ V ((z)) = {[0 : y : 0]}. Dieser Punkt [0 : y : 0] wird manchmal auch als
∞ bezeichnet. Es ist ferner X(k) ∩ D+(z) = {(x, y) ∈ k2 : y2 = x3 + ax + b}. Ist
4a3 + 27b2 6= 0, so kann man nachrechnen, dass in allen Punkten aus X(k) ∩ D+(z)
die Ableitungen

∂

∂x
(y2 − x3 − ax− b) und

∂

∂y
(y2 − x3 − ax− b)

nicht verschwinden.
Wie wir später sehen werden, führt dies dazu, dass X keine „Singularitäten“ hat. In
diesem Fall heißt X „elliptische Kurve über k“. Solche elliptischen Kurven X sind
interessant, da X(k) die Struktur einer Gruppe trägt. Das Gruppengesetz auf X(k)
läßt sich wie folgt beschreiben: Sind P,Q ∈ X(k), so legt man durch beide Punkte
in P2(k) eine Gerade. (Ist P = Q, so wählt man die Tangente an X(k) in P ). Diese
Gerade schneidet X(k) in einem dritten Punkt R∗ = [a : b : c]. Diesen „spiegeln
wir an der y-Achse“ und erhalten einen Punkt R = [a : −b : c] auf X(k). Alternativ
können wir R so beschreiben, dass wir R∗ durch eine Gerade mit ∞ = [0 : 1 : 0]
verbinden und den dritten Schnittpunkt dieser Gerade mit X(k) wählen. Zusammen
mit der Verknüpfung P + Q = R wird X(k) eine abelsche Gruppe mit neutralem
Element∞. Das inverse Element zu [a : b : c] ist [a : −b : c].
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