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1 Einfuhrung

In der Algebraischen Geometrie studiert man Losungsmengen von Polynomglei-
chungen mit geometrischen Methoden. Beispiele fiir Polynomgleichungen sind etwa
die linearen Gleichungssysteme

anzit o tainT, =b
Am1T1+ 0 AmaTn = bm,
wobei (a;;) und by, ..., b, Elemente eines Korpers £ sind.

i=1,....,m
j=1,....n

In der Linearen Algebra lernt man, wann ein solches Gleichungssystem eine Losung
in k™ besitzt und wie man die Losungsmenge beschreiben kann.

Ein weiteres Beispiel sind die Polynomgleichungen in einer Unbestimmten

ant™ + ap1z" '+ .+ azt+ag=0
fur ay,...,a, € k, die man in der Algebra studiert. Ist eine solche Gleichung {tiber &
nicht 16sbar, so gibt es eine algebraische Korpererweiterung L/K, in der sie losbar
ist.

In der Algebraischen Geometrie wollen wir Losungsmengen von beliebigen Polyno-
men in beliebig vielen Unbestimmten studieren. Das erfordert nattirlich etwas mehr
Aufwand.

Wir bezeichnen den Polynomring in n Unbestimmten tiber dem Korper k& mit
klz1,...,xn]. Far f1,..., fm € k[z1,...,2,] setzen wir dann

Vk(fl,...7fm):{P:<P17...,Pn)Eknl
AP P = = f(Pr o Py) =0,

Vi(fi,..., fm) ist also die Menge aller gemeinsamen Nullstellen von fi, ..., f,, in k.

Beispiel:

i) Ist f(z,y) = 22 + 9% — 1 € Qz,y], soist Vg(f) = {(P1, P») € R? : P2 + P} =1}
der Einheitskreis in R2.
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Wir konnen auch
Vo(f) ={(P,P,) € Q*: P+ Py =1}

betrachten, dies ist die Menge der rationalen Zahlen auf dem Einheitskreis.
Auch Vi (f) = {(P1,P2) € C% P} + P; = 1} ist definiert; dies ist allerdings
nicht der Einheitskreis in C?!

Da f nur die Koeffizienten 0 und 1 hat, konnen wir f auch im Polynomring
Fs[z,y] auffassen. Dann ist

Vi, (f) ={P,,P,) € F2: P2+ P} =1}

= {(07 1)7 (170)}‘

Wir sehen schon an diesem einfachen Beispiel, dass die Nullstellenmenge von
f entscheidend vom gewdhlten Grundkorper abhédngt.

Wir betrachten f(z,y) = y? — 23 — 2. Hier ist
Ve(f) ={(P1,P2) € R*: P§ = P} + P}}.

Dies ist eine Kurve mit einem Doppelpunkt:

N
NI

Diese Kurve ldsst sich ,,parametrisieren” durch die Abbildung

¢ =R — R?

t— (12— 1,83 —t).
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iii)

Es gilt ¢(R) C Vr(f), wie man sofort nachrechnet.
Ferner ist o injektiv fiir t ¢ {+1},dennaust? —1 =52 —1lundt3 —t =53 —s
folgt t(s?> — 1) = s(s®> — 1), also fiir s # +1 auch t = s.

Die Tatsache, dass ¢(—1) = ¢(1) = 0 gilt, erklart den Doppelpunkt der Kurve.

Die aus der Linearen Algebra bekannte Menge

GL, (k) = {A € k™" : detA # 0}

der invertierbaren (n x n)— Matrizen mit Eintragen in k ldsst sich ebenfalls als
Nullstellenmenge von Polynomen schreiben.
Dazu brauchen wir n? Unbestimmte (z;;) und eine zuséitzliche Unbe-

i=1,...,n

stimmte 7. Die Determinante einer Matrix ist ein Polynom in den Eintragen,
wie man etwa an der Leibniz-Formel sieht. Daher ist det((x;;); ;) ein Polynom
in k[x11, ..., Znn). Wir betrachten das Polynom

f((xl-j)m,T) = det(x”)T —1le k[.’Ell, e ,Inn,T].

Es ist
Vk(f) = {(aij)m S knxn,t ck: det(aij)iyj t= 1}

Diese Nullstellenmenge l4sst sich mit Hilfe der Abbildung

GLn(K) = Vi(f)

A— (A7ﬁ)

mit der Menge G L, (k) identifizieren.

Wir betrachten nun fiir n > 2 noch das beriihmte Beispiel
flz,y,2) =" +y" — 2",

Es ist
Vo(f) = {(a,b,c) € Q® : a™ +b" = "}
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gerade die Menge der rationalen Losungen der Fermat-Gleichung =™ +y" = 2".
(Pierre de Fermat (1601 oder 1607 /08 bis 1665) war ein franzosischer Jurist und
genialer Hobbymathematiker, der u.a. das Traktat , Arithmetika” von Diophan-
tos von Alexandria mit Randnotizen versah.) Diese hat immer die trivialen Lo-
sungen (0,1,1), (1,0, 1) (und Vielfache davon) sowie (—1,1,0), falls n ungera-
de ist bzw. (0,1, —1) und (1,0, —1), falls n gerade ist. Man nennt eine Losung
(a, b, ¢) nicht trivial, falls abc # 0 ist.

Fiir n = 2 gibt es unendlich viele nicht-triviale Losungen, die sogenannten Py-
thagorédischen Tripel

a=2AB,b=A*—-B% ¢= A%+ B?

fiir ganze Zahlen A > B > 0. Es gilt namlich

a® +b* = (2AB)? + (A% — B?)?
= 4A%B? + A* - 2A?B? + B*

— (A2+ B2 =2

Fiir A = 2 und B = 1 ergibt sich das bekannte Pythagoraische Tripel (2, 3, 5).
Ist n 2 3, so sagt die bertihmte Fermatsche Vermutung, dass die Gleichung

.,L,YL + y'IL — ZTL

keine nicht-triviale Losung in Q3 besitzt. Mit anderen Worten, die Nullstellen-
menge Vg ( f) besteht nur aus den oben angegebenen trivialen Losungen.

Die Fermatsche Vermutung wurde 1995 von Andrew Wiles mit den hochentwi-
ckelten Methoden der Algebraischen Geometrie bewiesen.

2 Der Hilbert’sche Basissatz

Wir erinnern zunéchst an einige Begriffe aus der Ringtheorie.

Ein Ring ist eine Menge A mit zwei Verkniipfungen + und -, fiir die folgende Bedin-

gungen gelten:

i) (A,+) ist eine abelsche Gruppe, insbesondere existiert also ein Nullelement 0 in

A.
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ii) Die Multiplikation - ist assoziativ und distributiv, d. h. es gilt in A
a(b+c) =ab+ac

und
(a+b)e = ac+ be.

Alle Ringe, die wir betrachten werden, sind kommutativ mit 1, d.h. es gilt zu-
satzlich

iii) ab = ba fur alle a,b € A.
iv) Es gibt ein Einselement 1 € Amit la = al = afiirallea € A.

Ab sofort treffen wir folgende Vereinbarung: Mit Ring meinen wir immer einen
kommutativen Ring mit Eins.

Ein Ringhomomorphismus ist eine Abbildung f : A — B zwischen Ringen, fiir die
i) fla+b) = fa)+ f(b)
ii) f(ab) = f(a)f(b)
iii) f(1)=1

gilt.

f heifit Isomorphismus von Ringen, falls es einen Ringhomomorphismus g : B — A
gibt, so dass f o g = idp und g o f = id4 gilt. Dies ist genau dann der Fall, wenn der
Ringhomomorphismus f injektiv und surjektiv ist.

Eine Teilmenge a C A heifst Ideal, falls

i) (a,+) eine Untergruppe von (4, +) ist, d.h. es ist 0 € a und a ist abgeschlossen
unter + und —

ii) aA = agilt,d.h. firallea € aund 2 € Aist za € a.

Ist a C A ein Ideal, so erbt die Quotientengruppe A/a eine Multiplikationsabbildung
von A und wird damit selbst ein Ring. Die Abbildung

A—)A/a

r—T+a,
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die 2 auf die Nebenklasse von  modulo a abbildet, ist ein surjektiver Ringhomo-
morphismus.

Ein Nullteiler in A ist ein Element a € A, so dass ein b € A existiert mit b # 0 und
ab = 0.

Beispiel: Ist &k > 1 und ! > 1, so existieren fiir n = k[ Nullteiler im Ring Z/nZ, denn
es gilt
(k+nZ)(+nZ)=0inZ/nZ

und beide Faktoren sind # 0.

Definition 2.1 Ein kommutativer Ring mit 1, der keine Nullteiler enthilt, heifst
Integritatsring.

Beispiel: Z, jeder Korper & und jeder Polynomring k[z1, ..., z,] iber einem Korper
k sind Beispiele fiir Integritdtsringe.

Wir benétigen nun noch einige Tatsachen tiber Ideale. Jedes a € A definiert ein
sogenanntes Hauptideal (a) = aA = {ab: b € A}.

Ist jedes Ideal a C A ein Hauptideal, so heifst A Hauptidealring. Ein Ideal p # Ain A
heifit Primideal, falls gilt: Ist ab € p fiir a und b in A, so gilt a € p oder b € p. Also ist
p C A genau dann ein Primideal, wenn A/p nullteilerfrei ist.

Beispiel: Ist p eine Primzahl, so ist das von p erzeugte Hauptideal (p) in Z ein
Primideal. Ferner ist (0) C Z ein Primideal.

Ein Ideal m C A heifit maximales Ideal, falls m # A ist und falls fiir jedes Ideal
mcCa % A schon m = a folgt. Ein Ideal m C A ist genau dann ein maximales Ideal,

wenn A/m ein Korper ist.

Beispiel: Ist p eine Primzahl, so ist (p) C Z ein maximales Ideal. Das Nullideal ist

nicht maximal in Z.

Ist f : A — B ein Ringhomomorphismus, und b € B ein Ideal, so ist f~!(b) C A ein
Ideal. Ist b ein Primideal, so ist auch f~!(b) ein Primideal.
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Definition 2.2 i) Es sei I eine beliebige Indexmenge und (a;)ic; eine Fami-
lie von Elementen aus A. Ein Ideal a heifit erzeugt von (a});c;, wir schrei-

ben a = (a;)ics, falls alle a; € a sind und falls sich jedes z € a als
T = TGy + ...+ x;, a;, schreiben ldsst mit geeigneten Indizes iy, ...,i, € I
und Elementen z;,,...,z; , € A.

ii) Ein Ideal & C A heiit endlich erzeugt, falls es endlich viele Elemente

a1,...,0m € agibtmita = (a1,...,an).
Definition 2.3 Ein Ring A heifit noethersch, falls jedes Ideal endlich erzeugt ist.

Lemma 2.4 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
i) A ist noethersch.

ii) Jede aufsteigende Kette von Idealen a; C a; C ... C a; C ... in A wird statio-

nér, d.h. es gibt ein ng mit a,,, = a,, fiir alle n 2 n,.

iii) Jede nicht-leere Menge von Idealen besitzt ein maximales Element beziiglich
der Inklusion.

Beispiel: Jeder Hauptidealring ist noethersch, insbesondere ist Z noethersch.

Lemma 2.5 Ist A ein noetherscher Ring und a C A ein Ideal, so ist A/a ein noether-
scher Ring.

Beweis : Es sei 7 : A — A/a die kanonische Abbildung. Ist b C A/a ein Ideal, so ist
771(b) C A ein Ideal. Nach Voraussetzung ist 7~1(b) endlich erzeugt, also 7~ 1(b) =
(a1,...,an) fur geeignete a1,...,a, € A. Man rechnet leicht nach, dass dann b =
(m(a1),...,m(an)) gilt. Also ist b endlich erzeugt. O

Definition 2.6 Sei A ein Ring. Ein A—Modul M ist eine Menge mit einer Verkniip-
fung + und einer Abbildung (skalare Multiplikation)

Ax M — M,

(a,m) — am
so dass folgende Bedingungen gelten:
i) (M,+) ist eine abelsche Gruppe.

ii) a(z+y)=ar+ayfirac Az, y e M

Seite 7



iii) (a+bz=ax+bxfura,bc A,z e M
iv) (ab)x = a(bz) fira,be A,z e M
v) le =z firx € M.
Beispiele:
i) Jedes Ideal a C A ist ein A—Modul. Insbesondere ist A selbst ein A—Modul.
ii) Ist A = k ein Korper, so sind die A—Moduln genau die k—Vektorraume.

iii) Die Z—Moduln sind genau die abelschen Gruppen, wobei wir auf einer abel-
schen Gruppe die skalare Multiplikation mit Z so definieren:

a+...+a ,fallsm >0
————

m—mal
ma = 0 Jfallsm =0
—a—...—a ,fallsm<0
—_——
(—m)—mal

Eine Abbildung f : M — N zwischen zwei A—Moduln heifst Homomorphismus von
A—Moduln, falls

flx+y) = f(x) + f(y) und
flax) = af(x)

furallea € A, z,y € M gilt.

Eine Teilmenge N C M heifst Untermodul, falls N eine Untergruppe von M ist, die
abgeschlossen unter der A—Multiplikation ist.

Beispiel: Ist f : M — N ein Homomorphismus, so ist Kern f = {x € M : f(z) = 0}
ein Untermodul von M und Bild f = {y € N :es gibtein x € M mit f(z) = y} ein
Untermodul von N.

Ist N C M ein Untermodul, so existiert die Faktorgruppe M/N. Auf dieser konnen
wir durch
Ax M/N — M/N

(a,z+ N)—ax+ N
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eine skalare Multiplikation definieren, die M /N zu einem A—Modul macht. Die na-
tiirliche Abbildung
m: M — M/N

r—z+ N
ist ein surjektiver Homomorphismus von A—Moduln mit kern 7 = N.

Ein A—Modul M heifst endlich erzeugt, falls es Elemente x4, .. ., z,, in M gibt, so dass
sich jedes = € M als Linearkombination

n
Tr = E Q;T;
i=1

mit geeigneten ay,...,a, € A darstellen ldsst. Die Koeffizienten a4, ...,a, sind
nattirlich im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt.

Ist I eine beliebige Indexmenge und ist M, fiir alle ¢ € I ein A—Modul, so wird die
direkte Summe

® M, = {(mi)iej tm; € Mi,fast alle m; = 0}

i€l
der abelschen Gruppen M; zusammen mit der skalaren Multiplikation

a(mi)icr = (ami)ier
ein A—Modul. Wir nennen einen A-Modul M, der isomorph zu & A fiir eine belie-
icl

bige Indexmenge I ist, einen freien A—Modul. Ist I eine endliche Menge mit n Ele-
menten, soist M ~ A® ... ® A = A". In diesem Fall gibt es ein Erzeugendensystem
Z1,...,2, von M,so dassjedes z € M eine Darstellung der Form z = a1z1+- - -+anzyp,
mit eindeutig bestimmten a4, . .., a,, besitzt.

Proposition 2.7 Sei M ein A—Modul. M ist genau dann endlich erzeugt, wenn M iso-
morph zu einem Quotienten von A" fiir ein n > 0 ist, d.h. wenn es einen surjektiven
A—Modul-Homomorphismus ¢ : A™ — M gibt.

Beweis : ,=:” Es sei z1, . .., z, ein Erzeugendensystem von M. Wir definieren einen
A—Modul-Homomorphismus

p: A" - M
durch ¢(ai,...,a,) = az1 + ... + apz,. Dann ist ¢ surjektiv, also folgt

M ~ A™/Kern .
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, <= ":5eip: A" — M ein surjektiver A—Modul-Homomorphismus. Wir bezeichnen
mite; = (0...010...0) den i—ten Einheitsvektor in A”. Da ¢ surjektiv ist, wird M
von p(e1),...,¢(e,) erzeugt. O

Jetzt konnen wir eine wichtige Tatsache zeigen, die der Schliissel zum Hilbertschen
Basissatz ist.

Satz 2.8 Sei A ein noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter A—Modul. Dann
ist jeder Untermodul von M ebenfalls endlich erzeugt.

Beweis : Da M endlich erzeugt ist, gibt es nach Proposition 2.7 einen surjektiven
Homomorphismus ¢ : A — M fiireinn > 0. Sei N C M ein Untermodul. Dann ist
¢~ }(N) ein Untermodul von A™ und »~1(N) — N ist ebenfalls surjektiv. Ist o ~1(NV)
endlich erzeugt, so ist also auch N endlich erzeugt. Daher gentigt es zu zeigen, dass
jeder Untermodul von A™ endlich erzeugt ist. Dies beweisen wir mit Induktion nach
n.

Fiir n = 1 sind die Untermoduln von A gerade die Ideale in A. Diese sind endlich
erzeugt, da A ein noetherscher Ring ist. Die Behauptung gelte also fiir ein n > 1. Wir
betrachten den surjektiven Homomorphismus

Q: An+1 — AM
(a1, anq1) = (a1, .., an)
und den injektiven Homomorphismus

i A— AL

Dann ist offenbar Kern ¢ = Bild . Also ist die kurze exakte Sequenz
R 7 L

exakt.
Sei N C A"*l ein Untermodul. Nach Induktionsvoraussetzung ist ¢~ }(N) als
Untermodul von A und ¢(N) als Untermodul von A™ endlich erzeugt.

Wir wihlen ein Erzeugendensystem 1, . .., z, von ) ! (N) und Elemente y1, . .., y5 €
N, sodass ¢(y1),...,¢(ys) ein Erzeugendensystem von ¢(N) ist. Jetzt sei x € N ein
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beliebiges Element. Dann ist ¢(z) € ¢(IV), also von der Form ¢(x) = bip(y1) + ... +
bsp(ys) fiir by,...,bs € A. Daheristz’ = x — (byy1 + ... + bsys) in Kern ¢ = Bild ¢
enthalten, also gilt 2’ = ¢ (z"”) fiir ein 2”” € A. Da 2’ in N liegt, liegt 2" € ~1(N).
Somit ist " von der Form z” = aix1 + ... + a,x, fir ay, ..., a, € A. Insgesamt folgt

r=ap(x1)+ ...+ a¥(x) + bryr + ... + bsys.

Daher ist ¥(z1),...,%(xr), Y1, ..., ys ein Erzeugendensystem von N, d.h. N ist end-
lich erzeugt.
([l

Ein A—Modul, der die Eigenschaft hat, dass alle seine Untermoduln endlich erzeugte
A—Moduln sind, heifdt noetherscher A—Modul.

Satz 2.8 ldsst sich also auch so umformulieren: Ein endlich erzeugter Modul iiber
einem noetherschen Ring A ist noethersch. Insbesondere ist ein noetherscher Ring A
auch als Modul tiber sich selbst noethersch.

Jetzt konnen wir den Hilbertschen Basissatz beweisen.

Satz 2.9 (Hilbert'scher Basissatz)
Ist A ein noetherscher Ring, so ist auch der Polynomring A[X] noethersch.

Beweis : Es sei a C A[X] ein Ideal. Wir wollen zeigen, dass a endlich erzeugt ist. Dafiir
konnen wir a # 0 annehmen. Nun betrachten wir die Menge aller Leitkoeffizienten
von Elementen in a:

b={acA:a#0undaX"” +a, 1 X" ' 4+...+ag €a}U{0}.

b ist ein Ideal in A, also nach Voraussetzung endlich erzeugt. Ist b = (as, ..., ay,,) mit
a; # 0 aus A, so gibt es fiir alle ¢ ein Polynom: f;(X) € a, dessen Leitkoeffizient a; ist.
Wir bezeichnen den Grad von f;(X) mit r;. Wir betrachten das Ideal o’ = (f1, ..., fm)
in A[X]. Offenbar ist a’ C a.

Es sei r das Minimum der Grade 7y,...,r,,. Ferner bezeichnen wir mit M den
A—Untermodul aller Polynome vom Grad < r — 1 in A[X]. Er wird erzeugt von den
Polynomen 1,z, 22, ..., 2" 1. Wir zeigen nun a = a’ + (a N M). Die Inklusion , D" ist
klar. Um ,,C*” zu zeigen, betrachten wir ein beliebiges Polynom f(X) = aX"+...+ag
ina.Istn < r,soist f € M und wir sind fertig. Ist n = 7, so schreiben wir den Leitko-
effizienten o € bals o = cia1 +. . . +cpman, fir geeignete ¢y, . . ., ¢, € A. Das Polynom
hi(X) = Zn: ¢; X" 7 fi liegt in a’. Wir betrachten ¢1(X) = f(X) — h1(X) € a. Der

i=1
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Koeffizient vor X™ von g;(X) ist o — Z c;a; = 0, also hat g7 einen Grad < n — 1. Ist

grad (g1) < r,soliegt gy inanN M und wir erhalten f € o’ 4+ (a N M). Andernfalls
wiederholen wir das obige Verfahren mit ¢;(X) und konstruieren ein Polynom
ha(X) € o/, so dass der Grad von g1 (X ) — hy(X) echt kleiner als der Grad von g; (X)
ist. Nach endlich vielen Schritten erhalten wir so ein Polynom in a N M, und es folgt
fed+(anM).

Nun ist (a N M) als Untermodul des endlich erzeugten A—Moduls M nach Satz
2.8 selbst ein endlich erzeugter A—Modul. Als Summe von zwei endlich erzeugten
A—Moduln ist somit a endlich erzeugt. g

Korollar 2.10 Ist A ein noetherscher Ring, so ist fiir jedes n > 1 der Polynomring
A[Xy,...,X,] noethersch.

Beweis : Das folgt mit Induktion aus Satz 2.9, da
AXq, ., Xy = (AXy, . X)) [XG)] gilt O

3 Der Hilbert’sche Nullstellensatz

Wir wollen nun Nullstellenmengen von Polynomen tiber algebraisch abgeschlosse-
nen Korpern studieren.

Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper, d.h. jedes nicht-konstante Polynom
f € K[X] hat eine Nullstelle in K. Das kann man auch so ausdriicken: K hat keinen
echten algebraischen Erweiterungskorper.

Beispiel: C ist ein algebraisch abgeschlossener Korper.

Mit A = K[Xy,...,X,] bezeichnen wir den Polynomring in n Variablen iiber K.
Ferner definieren wir den n-dimensionalen affinen Raum tiiber K als

A"(K) ={(a1,...,an) : a; € K}.

A™(K) ist also der Vektorraum der n-dimensionalen Zeilenvektoren tiber K.
Ist P = (P,...,P,) ein Punkt des A"(K) und f € A = K[Xi,...,X,], so ist
f(P)=f(P1,...., P,) € K.Ist f(P) =0, so nennen wir P Nullstelle von f.
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Definition 3.1 Es sei T' C A eine beliebige Menge von Polynomen. Die Nullstellen-
menge von 7 ist definiert als

V(T) = {P € A"(K) : f(P) = 0fiiralle f € T}.

Mit Hilfe des Hilbert’schen Basissatzes konnen wir zeigen, dass fiir die Beschreibung
von V(T') endlich viele Polynome ausreichen. Wir bezeichnen mit (1) das von T er-
zeugte Ideal in A4, es gilt also

(T) = {fltl 4ot fotn s f1, ., fn € A,tl, wtn €T)n i 0}
Man priift leicht, dass (T') das kleinste Ideal in A ist, das 7" enthilt.
Offenbar gilt V(T') = V((T')), d.h. die Nullstellenmenge von 7' stimmt mit der Null-

stellenmenge des von T" erzeugten Ideals tiberein. Nach dem Hilbert’schen Basissatz
2.9 ist A noethersch, also ist (T") endlich erzeugt. Ist (T') = (¢4, ...,ty), so gilt

V(T)=V((T)={Pec A"(K): t1(P) = ... = t,(P) = 0}.

Also ist V(T') die Nullstellenmenge einer endlichen Teilmenge von A.

Definition 3.2 Eine Teilmenge Y C A"(K) heifst algebraische Menge, wenn es ein
Ideal a C A gibtmit V(a) =Y.

Lemma 3.3 Es sei I eine beliebige Indexmenge. Dann gilt fiir Ideale a, b, (a;)(i € I):
i) V(0)=A"(K),V(A) =0
ii) Ista C b, so folgt V(b) C V(a)
iii) V(anb) =V(a)UV(b)

iv) VOO o) = N V).

i€l i€l
Hier ist die Summe ) a; der Ideale a; definiert als
i€l

Z a;, = {ail +...+a, :m 2 0, {’Ll,,lm} C I,ail S N )
el

€a;,}

m
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Beweis :

i) Das Nullpolynom verschwindet auf ganz A"(K) und es gibt keinen Punkt
P € A"(K), der Nullstelle eines jeden Polynoms ist.

ii) Folgt sofort aus der Definition von V (a).

iii) ,,C”: Angenommen, P € A"(K) ist weder in V' (a) noch in V' (b) enthalten. Dann
gibt es ein f € amit f(P) # 0 und ein g € b mit g(P) # 0. Alsoist fg € anb
ein Polynom mit fg(P) # 0, d.h. P ¢ V(anb).

», 2" Folgt wegen anNb C aund anNb C b aus ii).

iv) ,C“:Daa; C > a; fiir alle j € I gilt, folgt dies aus ii).
i€l
, O Ist P e () V(a;), so gilt f(P) = 0 fiir alle f € a; und alle ¢ € I. Dann ist
iel
aber auch f(P) =0furalle f € > a;,dh.esgilt P € V() a;).

i€l iel
(]

Wir nennen eine Teilmenge U C A"(K) offen, wenn das Komplement von U eine
abgebraische Menge ist, d.h. wenn A" (K)\U = V(a) fiir ein Ideal a C A gilt.
Lemma 3.3 besagt dann:

e A"(K) und 0 sind offen in A" (K).

¢ Der Schnitt von zwei offenen Mengen ist offen.

¢ Die Vereinigung von beliebig vielen offenen Mengen ist offen.

Wir erhalten mit diesem Begriff offener Mengen also eine Topologie auf A™(K).
Diese heifst Zariski-Topologie.

Vorsicht: Triagt K eine Topologie, wie etwa im Fall K = C, so erbt auch der Raum
der Zeilenvektoren A" (K) eine Topologie. Dies ist aber eine ganz andere als die
Zariski-Topologie. Die Zariski-Topologie ist recht grob, wie das folgende Beispiel
zeigt.
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Beispiel: Ist n = 1, also A = K[X], so ist jedes Ideal in A ein Hauptideal. Also sind
alle algebraischen Mengen in A'(K) von der Form V (f) fiir ein f € K[X]. Daher ist
U C AY(K) offen genau dann, wenn es ein f € K[X] gibt mit

U={PecA'(K): f(P)#0}.

Also sind die offenen Mengen genau die Teilmengen von A™(K'), deren Komplement
endlich ist, plus die leere Menge.

Definition 3.4 Ist X C A"(K) eine beliebige Teilmenge, so definieren wir

I(X)={feA: f(P)=0furalle P € X}.

Die Teilmenge I(X) C Aist ein Ideal in A, wie man leicht nachrechnet.

Lemma 3.5 Es seien X und Y Teilmengen von A" (K)
i) Ist X CY,sofolgt I(Y) C I(X).
ii) Esgilt X C V(I(X)).Ist X eine algebraische Menge, so gilt sogar X = V(I(X)).
iii) Ista C A einIdeal, so gilta C I(V(a)).
Beweis :

i) und iii) folgen sofort aus den Definitionen

if) X C V(I(X)) ist klar. Ist X = V(a) eine algebraische Menge, so ist nach iii)
a C I(V(a)) =I(X), also mit Lemma 3.3 ii) V(I(X)) C V(a) = X.
O

Im allgemeinen ist die Inklusion a C I(V(a)) aus Lemma 3.5 iii) eine echte Inklusion.
So gilt etwa fiir das Ideal a = (X?) C K[X], dass

V(a)={Pe K:P?2=0}={0}
ist, woraus

I(V(a) ={a1 X + ... + an X" 1 a1, ...,ap € K,n 2 1} = (X)
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folgt.

Mit Hilfe des Hilbert’schen Nullstellensatzes werden wir spater I(V (a)) bestimmen.
Dafiir brauchen wir folgenden Begriff:

Definition 3.6 Ist a ein Ideal in einem beliebigen Ring A, so ist das Radikal von a
definiert als

Va={f € A:esgibtein k = 1 mit f* € a}.

Offenbar gilt also a C v/a. Das Radikal von a ist ein Ideal (Ubungsaufgabe).
Beispiel: Fiir das Ideal (X?) C K[X] gilt \/(X2) = (X).

Wir wollen spiter zeigen, dass allgemein I(V (a)) = \/a gilt. Dazu brauchen wir ein
paar algebraische Vorarbeiten.

Lemma 3.7 Es seien C C B C A Ringe.

i) Ist A ein endlich erzeugter B-Modul und B ein endlich erzeugter C-Modul, so
ist A ein endlich erzeugter C-Modul.

ii) Ist A ein endlich erzeugter B-Modul, so ist A ganz iiber B, d.h. jedes Element
x € A erfiillt eine Gleichung der Form

"+ by bz + by =0
fur geeignete b, ..., b,—1 € B.
iii) Erftllt umgekehrt ein z € A eine Gleichung der obigen Form, so ist
Blx] := {bpa™ + b1zt + ...+ byz + b : bo, ..., b, € B,n =0}
ein endlich erzeugter B-Modul.

Beweis :
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i)

Ist (a1, ..., an) ein Erzeugendensystem von A als B-Modul und (b, ..., b,) ein
Erzeugendensystem von B als C-Modul, so hat jedes a € A eine Darstellung als
a = pia; + ... + Bma, mit geeigneten B; € B. Diese kénnen wir schreiben als
Bi = i, b1+...+7:, by, mit geeigneten ;, € C. Setzen wir diese Ausdriicke in die
Gleichung fiir a ein, so sehen wir, dass (aibj)i_l - ein Erzeugendensystem
j=1,...,n

von A als C-Modul ist.

Es sei (a1, ..., a,,) ein Erzeugendensystem von A als B-Modul. Ist z € A, so ist
auch za; € A, also gibt es Elemente b;; € B mit

za; = b a; + ...+ b; a, furalei=1,... m.

tm

Also gllt Z ((Eélj — bij)aj =0.
j=1

Wir betrachten nun die (m x m)-Matrix M = (xd;; — bi;)i j=1,...m. Es ist
ai

M| = 0. Ist M*¥ die zu M adjungierte Matrix, so gilt
A

MG M = detM - E,,,

also auch

0=MUM| : =detM | : ,

woraus

(detM) - a; =0 firi =1, ..., m folgt.

Nun ldsst sich das Element 1 € A linear aus den Erzeugern a;, ..., a,, kombinie-
ren, woraus detM = detM -1 = 0in A folgt. Rechnen wir detM aus, so stellen
wir fest, dass det)M ein normiertes Polynom in x mit Koeffizienten in B ist, d.h.
es gilt

O=detM =2" +b,_12" '+ ...+ bz + by
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fur geeignete b, ..., b,—1 € B.

iii) Gilta” = —b, 12" ' —...—bjx—1, so ist B[z] als B-Modul von 1, z, 22, ..., 2" !

erzeugt.
O

Lemma 3.8 (Lemma von Nakayama) Es seien B C A Ringe, so dass A # 0 ein end-
lich erzeugter B-Modul ist. Dann gilt fiir jedes maximale Ideal m von B, dass mA # A

n
ist. Hierist mA = {)_ m;z; : n 2 1,m; € m,a; € A} das von min A erzeugte Ideal.
i=1

Beweis : Angenommen, es gilt mA = A. Es sei (ay, ..., an,) ein Erzeugendensystem

von A als B-Modul. Da a; € A = mA ist, gibt es Elemente b;, € m mit

a; =b; a1+ ...+ b; a, furallei=1,..,m.

im

Wie im Beweis von 3.7 ii) betrachten wir die Matrix M = (d;; — b;j)i j=1,...m und
schliefsen detM = 0. Rechnen wir detM aus, so stellen wir fest, dass

detM =141b fiirein b € m gilt.

Also ist 1 € m im Widerspruch zu der Tatsache, dass m ein maximales Ideal ist. O

Das Lemma von Nakayama gilt auch allgemeiner fiir beliebige endlich erzeugte
B-Moduln, die nicht unbedingt Ringe sein miissen. Dazu muss man den obigen
Beweis etwas modifizieren.

Lemma 3.9 Es sei A ein Korper und B C A ein Unterring, so dass A ein endlich
erzeugter B-Modul ist. Dann ist auch B ein Korper.

Beweis : Es sei b # 0 ein Element von B. Da A ein Korper ist, existiert b=! € A.
Wir miissen zeigen, dass b~! bereits in B liegt. Nach Lemma 3.7 ii) erfiillt b~ eine
Gleichung der Form

b= 4 by b= 4 bbby =0

fur geeignete by, ..., b,—1 € B.
Nach Multiplikation mit "' ergibt sich

I —by_1— ... — blbn72 + bobnil € B.
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Wir erinnern jetzt noch an den Begriff einer Algebra tiber einem Ring B. Ein B-Modul
A, der gleichzeitig ein Ring ist, so dass noch

b(fg) = (bf)g = g(bf)

fir alle b € B und f,g € A gilt, heilit B-Algebra (genauer gesagt: kommutative
B-Algebra mit 1).

Beispiel: Der Polynomring B[Xj, ..., X,,] ist eine B-Algebra.

Allgemeiner gilt fir jeden Ring A und jeden Unterring B C A, dass A eine B-Algebra
ist.

Definition 3.10 Eine B-Algebra A heifst endlich erzeugt (genauer gesagt: endlich er-
zeugt als B-Algebra), wenn es endlich viele Elemente b4, ..., b, € B gibt, so dass sich
jedes b € B als Polynom in den b; schreiben ldsst. Mit anderen Worten, fiir jedes b € B
gibtesein f € B[X,..., X, mitb = f(b1, ..., by).

Beispiel: Ist a C B[X7, ..., X,,] ein Ideal, so ist die B-Algebra B[X1, ..., X,,]/a endlich
erzeugt.

Eine B-Algebra A tragt insbesondere die Struktur eines B-Moduls. Ist A als B-Modul
endlich erzeugt, so ist A auch als B-Algebra endlich erzeugt. Die Umkehrung gilt
allerdings nicht! Der Polynomring A = B[Xj, ..., X,,] ist etwa als B-Modul nicht
endlich erzeugt, wohl aber als B-Algebra.

Satz 3.11 (Noether-Normalisierung) Es sei K ein unendlicher Kérper und A eine
von (ay, ..., a,) erzeugte K-Algebra. Dann gibt es eine Zahl m mit 0 < m < n und
Elemente y1, ..., ym € A, so dass gilt:

i) (y1,...,Ym) sind algebraisch unabhingig tiber K, d.h. es gibt kein Polynom 0 #
f € K[Xl, vy Xm] mit f(yl; veey ym) =0in A.

ii) A ist ein endlich erzeugter Klyi, ..., ym]-Modul, wobei K[y1,...,ym] = {a € A :
es gibt ein Polynom h € K[Xy, ..., X,,] mita = h(y1, ..., ym) } ist.

Bemerkung: Die Bedingung, dass (y1, .., ym) algebraisch unabhingig {iber K sind,
bedeutet, dass der natiirliche Homomorphismus
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p: K[X1,..Xn] — A
f= fyi, e Ym)

injektiv ist. Sein Bild ist definitionsgemdf8 gerade Kly1,...,ym]. Also gilt
Ky, ..oym]) ~ K[X1,..,Xn], dh K[y, ...,ym] ist isomorph zu dem Polynom-
ring in m Variablen {iber K.

Beweis : Wir betrachten den Homomorphismus von K —Algebren

v KXy, ... Xn] — A
f— fla,...,ap).

Da A als K-Algebra von (ay, ..., ay) erzeugt wird, ist ¢ surjektiv. Es sei a = Kerny).
Ist a = 0, so konnen wir y; = ay,...,yn = a, und m = n wihlen und haben die
Behauptung bewiesen. Also nehmen wir a # 0 an.

Istn =1, soist a = (f) ein Haupideal in K[X]. Wir konnen den Erzeuger f normiert
wdhlen. Es gilt f(a1) = 0. Nach Lemma 3.7 iii) ist also A = K][a4] ein endlich
erzeugter K-Modul, und wir kénnen m = 0 wéhlen und haben die Behauptung
bewiesen.

Also konnen wir per Inklusion annehmen, dass die Behauptung fiir K-Algebren
A mit £ (n — 1) Erzeugern bewiesen ist. Wir wihlen ein f # 0 in a. Ist d = degf
der Grad von f, so kénnen wir f schreiben als f = F; + G mit einem homogenen
Polynom F; vom Grad d und einem Polynom G vom Grad < d — 1. Das Polynom F
ist also eine Summe von Monomen der Form ¢X fl s X mit iy + ... + i, = dund
ce K.
Da K ein unendlicher Korper ist, gibt es Elemente ~q,...,7,—-1 € K mit
Fi(v1,-sYn-1,1) # 0, denn Fy(Xy,...,X,_1,1) ist ein Polynom # 0 in
K[X1, ..., X,—1] (Ubungsaufgabe).

!/

Also gilt fur o} = a1 — v1an, ..., al,_1 = Apn—1 — Yn—1a, die Gleichung

cey Uy

0= f(a17 ~-~7an) = f(all + Y10, "'7a’%—1 + 'Yn—lanaan) =
Fi(dy + ian, ..., a1 + Yn—1an,an) + G(a) +Y1an, ..y @) + Yn_1an, an).

Diese beiden Summanden wollen wir als Polynome in der Variablen a,, mit Koeffizi-
enten im Ring K[a!, ..., a,,_,] betrachten. Da degG < d — 1 ist, hat der zweite Sum-
mand einen Grad < d — 1 in a,,. Der erste Summand ist eine Summe von Elementen

der Form

clay +y1)n ... (al, | + ynan)»—tate
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fiir c € K und 4y + ... 4 i,, = d. Multiplizieren wir dies aus und ordnen nach Potenzen
von a,, so stellen wir fest, dass der Faktor vor a? gerade ¢y} ... v," 7' ist.
Also gilt

!/ !/
Fd(al + Y1Qn, "'70’71,—1 + 'Yn—lanaan) =

Fa(v1, .o, Yn—1,1)al+ Terme kleinerer Ordnung in a,,.

Da Fy(71, -, Yn—1, 1) # 0 ist, haben wir somit ein normiertes Polynom mit Koeffizi-

/

enten in Klaj, ..., a],_;] gefunden, das in a,, verschwindet.

Nach Lemma 3.7 iii) ist (K[a1, ..., a,_1])[a,] also ein endlich erzeugter K[a}, ..., a,,_]-
Modul. Da A als K-Algebra von (ay, ..., a,) erzeugt wird, ist auch (af},...,al,_1,an)
ein Erzeugendensystem von A als K-Algebra. Also gilt A = K{a}, ..., a,_;][as]. Nach
Induktionsvoraussetzung gibt es ferner Elemente y1, ..., Y, mit 0 £ m < n — 1, die
algebraisch unabhéngig tiber K sind, so dass KJai, ...,a,,_;] ein endlich erzeugter
Ky, ..., ym)-Modul ist. Nach Lemma 3.7 i) ist dann auch A ein endlich erzeugter

Ky1, ..., ym]-Modul und die Behauptung ist bewiesen. O

Jetzt konnen wir folgende wichtige Konsequenz der Noether Normalisierung zeigen.

Satz 3.12 Es sei K ein unendlicher Korper und L ein Erweiterungskorper von K, der
als K-Algebra endlich erzeugt ist. Dann ist L /K eine endliche Korpererweiterung,
also insbesondere algebraisch.

Beweis : Wir wenden Noether Normalisierung (Satz 3.11) auf L an. Es gibt also Ele-
mente y1, ..., ym € L, die algebraisch unabhangig tiber L sind, da dass L ein endlicher
Ky, ..., ym)-Modul ist. Nach Lemma 3.9 ist K[y, ..., Y] ein Korper, also ldsst sich
jedes y; ' als Polynom in yy, ..., 3y, schreiben. Multiplizieren wir diese Gleichung mit
i, so erhalten wir ein Polynom f # 0 mit f(yi, ..., ym) = 0. Das widerspricht der al-
gebraischen Unabhéngigkeit, wenn m 2 1ist. Also ist m = 0, d.h. L ist ein endlicher
K-Modul, also eine endliche Erweiterung tiber K. O

Sowohl der Satz 3.11 von der Noether Normalisierung als auch Satz 3.12 gelten fiir
beliebige, nicht notwendig unendliche Kérper. Dann muss man sich im Beweis von
3.11 aber etwas mehr anstrengen.

Jetzt konnen wir diese algebraischen Resultate dazu benutzen, um etwas tiber
algebraische Mengen herauszukommen.
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Satz 3.13 (Hilbert’scher Nullstellensatz) Es sei K ein algebraisch abgeschlossener
Korper. Dann gilt

i) Jedes maximale Ideal in A = K[X;,...,X,] ist von der Form m = (X; —
a1, ..., Xy, — ay,) firein P = (aq, ..., a,) € A"(K).

ii) Ista C A ein Ideal mit a # A, so gilt V(a) # 0.
iii) Fiir jedes Ideal a C A gilt I(V (a)) = /a.
Beweis :

i) Ist P = (ay, ...,a,) € A"(K), so gilt I(P) = (X; — a1, ..., X,, — a,,) (Ubungsauf-
gabe), also ist dieses Ideal der Kern der Auswertungsabbildung

p: K[X5,.,X,)) > K
[ flar,...,an).

Somit ist (X; — a1, ..., X;, — a,,) ein maximales Ideal.

Sei umgekehrt m C A ein maximales Ideal. Dann ist L = K[Xq, ..., X,,]/m ein
Korper und gleichzeitig eine endlich erzeugte K-Algebra. Nach Satz 3.12 ist L
algebraisch tiber K. Also folgt L = K, da K algebraisch abgeschlossen ist. Somit
ist

VK C K[Xq,...,X,] = K[X1,..., X,,]/m

ein Isomorphismus.

Wir betrachten b; = 2; + m € K[Xy, ..., X,,] und setzen a; = ~!(b;). Dann ist
x;—a; € Kernm = m. Also folgt (z1—aq, ...,z —a,) C m.Da (z1—a1, ..., Tp—ay,)
ein maximales Ideal ist, gilt sogar (z1 — a1, ..., 2, — a,) = m.

ii) Es sei a & A ein Ideal. Dann gibt es ein maximales Ideal m mit a C m (UA).
Nach i) gilt m = (21 — a1, ...,z — ay,) fUr geeignete a1, ...,a, € K, woraus

(a1,...,a,) € V(a) folgt.

iii) Ist f € v/a, soist f* € a fiir ein k = 1, also gilt nach Lemma 3.5 f* € I(V(a)),
woraus f € I(V(a)) folgt. Wir miissen also nur noch I(V (a)) C v/a zeigen.
Sei f € I(V(a)) gegeben. Ohne Einschrankung ist f # 0.
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Wir wihlen ein Erzeugendensystem ¢, ..., g, € K[X1, ..., X,;] des Ideals a. Wir
nehmen nun eine zusétzliche Unbestimmte X, ;1 hinzu und betrachten das Ide-
alb= (91,1, grs Xnt1f — 1) in K[ X1, ..., Xpn, Xnt1]-

Angenommen V (b) # (. Dann gibt es ein Punkt (a1, ..., an, an+1) € A"TH(K)
mit g1(a1,...,an) = ... = gp(a1, ...,an) = 0und an41 f(ay, ..., an) = 1.

Somit liegt (a1, ..., a,) in V(a). Da f € I(V(a) ist, folgt f(a1,...,a,) = 0, was im
Widerspruch zu a,41 f (a1, ..., an) = 1 steht.

Also ist V(b) = 0. Mit ii) folgt daraus b = K[Xq,...,Xn, Xp4+1]. Also
ist 1 eine Linearkombination von g1, ...,gn, Xp+1f — 1 mit Koeffizienten in
K[X1,...,Xpn, Xy41], dh.es gilt

1=> higi+ho(Xnsr f—1)
=1

3

fur geeignete hg, b1, ..., Ay € K[ X1, ..., X0, Xpnt1].

Da f # 0ist, liegt ; € Quot(K[X, ..., X,]) und es folgt

™

1= Z hi(Xla ceey XTH %)gl(Xh 7Xn)
i=1
in QuotK[X7, ..., X,,].
Es sei m der hochste Grad, mit dem X,,;; in einem der Polynome hyq, ..., h,
auftaucht. Dann folgt nach Multiplikation mit f™ die Gleichung

r

> hi(Xiy oo Xy 1) 7

i=1

M=
Nun liegen die Elemente h;(X7, ..., X,, %)fm in K[X3, ..., X,], also folgt

™€ (g1,.,9-) €a und damit f € \/a.
O

Teil ii) des Hilbert’schen Nullstellensatzes (3.13) besagt, dass jedes Ideal # (1)
mindestens eine Nullstelle in A™(K) besitzt. Die Voraussetzung, dass K algebraisch

abgeschlossen ist, ist hier entscheidend. Sonst ist dies nattirlich schon fiir Polynome

mit einer Variable im allgemeinen falsch.

Der Hilbert'sche Nullstellensatz impliziert folgendes Losbarkeitskriterium von

Systemen polynomialer Gleichungen:
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Korollar 3.14 Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und fi,...,fr €
K[Xj, ..., X,]. Das System polynomialer Gleichungen

fl(al, ceey an) = 0

fr(ay,...;an) =0

ist genau dann unlgsbar tiber K, wenn es Polynome g1, ..., g, € K[Xq, ..., X,,] gibt mit

glfl + —|— grfr = 1

Beweis : Das System von polynomialen Gleichungen

fl(ala "'aan) = f2(a1a "'7an) e = fr(ala "'aan) =0

ist genau dann unlosbar tiber K, wenn fiir das Ideal a = (fi,..., fr) C K[X4, ..., X,)]
gilt V(a) = 0. Nach 3.13 ii) ist das dquivalent zu a = K[Xy, ..., X,,], also zu einer
]

Linearkombination der 1 mit Koeffizienten g, ..., g, € K[X1, ..., X, O

4 Das Spektrum eines Ringes

Wir wollen nun fiir jeden Ring A einen topologischen Raum Spec A definieren, den
wir spédter zu einem ,affinen Schema” machen werden. Es sei daran erinnert, dass
alle unsere Ringe kommutativ mit 1 sind.

Definition 4.1 Sei A ein Ring.

i) Das Spektrum von A ist definiert als
Spec A = {p:p C APrimideal }.
ii) Fiir jedes Ideal a C A sei

V(a) ={p:p C APrimideal mita C p} C Spec A.

Beispiele:

i) Ist K ein Korper, so ist Spec K = {0} eine Einpunktmenge.
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ii)

Fir A = Z gilt
SpecZ = {0} U{(p) : p Primzahl }.
Fir das Ideal (n) = nZ mitn € N gilt
V((n)) = {(p) : p Primzahl, pjn}, fallsn # 0ist,

sowie V((0)) = Z.

Die Menge V (a) verhalten sich dhnlich wie die Nullstellenmengen aus §3.

Lemma 4.2 Fiir Ideale a, b, (a;);cr in A, I eine beliebige Indexmenge, gilt

i) V((0)) =SpecA, V(A)=0.
ii) Ista C b, so folgt V(b) C V(a).
iii) V(anb) = V(a)UV(b).

) V(S a) = 0 V(a)

Beweis :

i) Jedes Primideal enthilt 0, kein Primideal enthalt 1.

ii)

iif)

Ist pin V(b), so ist p ein Primideal mit b C p. Also giltaucha C p,d.h.p € V(a).

Istp € V(a) UV (b), soist p ein Primideal mit a C p und b C p. Somit ist auch
anbCyp,alsop € V(anb).

Ist umgekehrt p ein Primideal mit anb C p und a ¢ p, so miissen wir b C p
zeigen. Es existiert also ein f € amit f ¢ p. Sei g € b ein beliebiges Element.
Dannist fg € anb C p. Da p ein Primideal ist, folgt f € p (was ausgeschlossen
ist) oder g € p. Alsoistg € p,d.h. b C p.

Da fiir alle ¢ € I die Inklusion a; C ) a; gilt, istnach i) V/(>_ a;) C () V(a;).

i€l i€l iel
Ist umgekehrt p ein Primideal mit a; C p fiir alle ¢ € I, so folgt > a; C p, d.h.
i€l
peV(> a).
i€l
O
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Definition 4.3 Wir nennen eine Teilmenge U C Spec A offen, wennes einIdeala C A
gibt mit U = Spec A\ V(a).

Die Menge Spec A zusammen mit den so definierten offenen Teilmengen ist ein topo-
logischer Raum, denn nach Lemma 4.2 gilt

i)  und Spec A sind offen.

ii) Endliche Schnitte offener Mengen sind offen.

iii) Beliebige Vereinigungen offener Mengen sind offen.

Die so definierte Topologie auf Spec A heifit Zariski-Topologie.

Beispiel: Die offenen Teilmengen von SpecZ sind ), SpecZ und alle Mengen der
Form SpecZ \ {(p1),..,(pr)} fiur endlich viele Primzahlen p;,...,p,. Wir haben
ndmlich oben gesehen, dass die Mengen V' (a) fiir ein Ideal a C SpecZ gerade die
folgenden sind: V' ((0)) = SpecZ, V((1)) = 0 und V((n)) = {(p) : p|n} furn = 2.

Jede nicht-leere offene Menge in SpecZ enthalt also den Punkt (0). Insbesondere ist
die Zariski-Topologie auf Spec Z nicht Hausdorff’sch.

Definition 4.4 Fiir jedes f € A sei

D(f)={peSpecA: f¢p} C SpecA.

Die Teilmenge D(f) C Spec A ist offen, denn es gilt

D(f) = Spec A\ V((f)),

wobei (f) das von f erzeugte Hauptideal in A ist.

Die offenen Mengen D(f) fiir f € A bilden eine Basis der Zariski-Topologie auf
Spec A, d.h. fiir jedes p € Spec A und jede offene Teilmenge U C Spec A mitp € U
gibtesein f € Amit D(f) C U. Jedes offene U mit p € U (d.h. jede offene Umgebung
U von p) ist ndmlich von der Form

U =Spec A\ V(a)
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fiir ein Ideal a C A. Da p € U ist, folgt natiirlich p ¢ V(a), d.h. a ¢ p. Somit existiert
ein f € amit f ¢ p. Also gilt p € D(f). Wegen f € a folgt auBlerdem V' (a) C V((f)),
also D(f) C U.

Es sei ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus. Dann definieren wir eine Abbildung
f =Specy : Spec B — Spec A

durch f(p) = ¢ !(p). Da fiir jedes Primideal p C B das Urbild ¢~ '(p) C A ein
Primideal ist (Ubungsaufgabe), ist f wohldefiniert.

Lemma 4.5 Es sei ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus und f : Spec B — Spec A
die zugehorige Abbildung. Dann gilt:

i) f ist stetig.

iif) Ista C AeinIdeal in A und ¢(a)B das von ¢(a) erzeugte Ideal in B, so gilt

iii) Ist g € A, so gilt f~1(D(g)) = D(¢(g)).

iv) Ist ¢ surjektiv, so induziert f einen Homéomorphismus (also eine bijektive,
stetige Abbildung mit stetiger Umkehrabbildung)

f : Spec B — V(Kernyp).

Beweis :

i) Folgt sofort aus ii), denn es gentigt zu zeigen, dass Urbilder abgeschlossener
Mengen abgeschlossen sind.

ii) Sei a C A ein Ideal. Dann gilt fiir jedes Primideal p von B:

pef1(V(a) ¢ '(p) €V(a)
SacCo(p)
< p(a)B Cyp
< p € V(p(a)B).
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iif)

/71 (D(g)) besteht aus allen Primidealen in B, so dass g ¢ ¢~ !(p) gilt. Das ist
dquivalent zu ¢(g) ¢ p, also zu p € D(p(g)).

Fiir jedes Primideal p C B gilt Kernp C ¢~ !(p), also ist Bild(f) C V(Kernyp).

Sei q € V(Kerny) ein beliebiges Primideal. Da ¢ surjektiv ist, ist ¢(q) ein Ideal in
B (Ubungsaufgabe). Dies ist sogar ein Primideal. Gilt namlich ¢(f)p(g) € ¢(q)
fur f,g € A, so existiert ein h € Kerny mit fg — h € q. Da Kernyp C q ist, folgt

fg € q,also f € goder g € q. Somitist p(f) € ¢(q) oder p(g) € ¢(q).

Die Abbildung

f: V(Kerny) — Spec B
q+— ¢(q)

ist eine Umkehrabbildung zu f, wie man leicht nachrechnet. Ferner gilt

FV(6)) = Ve~ (b)),

also ist f ebenfalls stetig. Damit ist f ein Homoomorphismus Spec B —
V(Kernyp).
O

Beispiel: In SpecZ gilt V((9)) = V((3)) = SpecZ \ {3}.

Wir wollen jetzt analysieren, unter welchen Umstinden verschiedene Ideale in

A dieselbe abgeschlossene Teilmenge in Spec A induzieren. Dazu brauchen wir

folgendes Lemma.

Lemma 4.6 Esseia C A einIdeal. Dann ist \/a gleich dem Schnitt aller Primideale in
A, die a enthalten.

Beweis : Ist f € \/a, so liegt f* € a fiir ein k = 1. Ist p C A ein beliebiges Primideal
mit a C p, so folgt aus f* € a C palso f € p. Daher gilt v/a C p.

Sei umgekehrt f € A ein Element, das nicht in /a enthalten ist. Also gilt fiir alle

k = 1, dass f* nicht in a liegt. Wir betrachten nun die Menge
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Y ={b:bC Aldeal mita C b, so dass fiir alle £ = 1 das Element f* nicht in b liegt}.

Diese Menge enthalt g, ist also insbesondere nicht leer.

Wir betrachten eine beziiglich der Inklusion total geordnete Teilmenge {b; : i € I}

von X. Dann ist | J b; ein Ideal in 4, das a enthilt, aber kein f*. Alsoist |J b; € X ei-
i€l i€l

ne obere Schranke. Nach dem Lemma von Zorn hat X’ somit ein maximales Element p.

Wir zeigen, dass p ein Primideal ist. Angenommen, z ¢ p und y ¢ p fiir Elemente
z,y € A. Dann sind p + (z) und p + (y) Ideale in A, die echt groer als p sind. Da p
in X maximal ist, konnen weder p + (z) noch p + (y) in X' liegen. Da beide Ideale a
enthalten, existieren k,! = 1 mit f* € p + (z) und f! € p + (y). Daher ist f**! € (p +
(#))(p + (1)) C p+ (ap).

Alsoistp+ (zy) ¢ X, woraus zy ¢ p folgt. Daher ist p in der Tat ein Primideal in V (a)
mit f ¢ p. Da f dann nicht im Schnitt aller Primideale sein kann, die a enthalten, folgt
die andere Inklusion. O

Satz 4.7 Es gilt V(a) C V(b) genau dann, wenn b C +/a ist. Insbesondere ist V(a) =
V(b) genau dann, wenn v/a = /b ist.

Beweis : Ist V(a) C V(b),sofolgtb cvVb= () pC ) p=+a
peV(b) peEV(a)
Umgekehrt folgt aus b € y/a = [\ p, dass jedes Primideal, das a enthélt, auch b

peV(a)
enthilt. Also gilt V(a) C V (b). O

Nun untersuchen wir die Topologie auf Spec A. Dazu brauchen wir folgenden Begriff.

Definition 4.8 Es sei T' ein topologischer Raum. Eine nichtleere Teilmenge Z C T
heifit irreduzibel, wenn Z nur auf triviale Weise als Vereinigung von in Z abgeschlos-
senen Mengen geschrieben werden kann, d.h. aus

Z=7Z1UZ
mit 7, Z, C Z abgeschlossen folgt

Z1=Zoder Zy, = Z.
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Hier heifSt Z; C Z abgeschlossen, falls Z; abgeschlossen in der Relativtopologie von
Z ist, d.h. falls Z = Z; NY fiir eine abgeschlossene Teilmenge Y C T’ gilt.

Beispiel: Es sei Z C SpecZ eine beliebige Teilmenge. Da die abgeschlossenen Teil-
mengen in SpecZ gerade die Mengen der Form (), SpecZ, {(p1), ..., (p»)} sind, sind
folgende Mengen irreduzibel:

Specz, 0, SpecZ\{(0)}, {(3)}, {(0),(3)}.
Die Menge V((10)) = {(2), (5)} ist etwa nicht irreduzibel.

Lemma4.9 i) Ist T ein topologischer Raum und Z C T eine irreduzible Teilmen-
ge, so ist auch jede Teilmenge U C Z, die offen in Z ist, irreduzibel.

ii) Ist Z C T irreduzibel, so ist auch der Abschluss von Z, also die Menge

7 - n v
Y CTabgeschlossen
ZCY
irreduzibel.
Beweis :

i) Gilt U = U; UU; mit Mengen der Form U; = UNY; und Uy = U NY,, wobei Y3
und Y5 abgeschlossen sind, so gilt

Z=(ZnY)U(ZN(Y2UZ\U)),

was man sich am besten an Hand eines Bildes klar macht. Da Z irreduzibel ist,
folgt Z = ZNY; oder Z = ZN(YoUZ\U). Daher gilt U = UNY; oder U = UNY,
und U ist irreduzibel.

ii) Gilt Z = Y1 U Y5 fiir Y1, Y2 C Z, die in Z, also auch in T abgeschlossen sind, so
ist
Z=(1NZ)U(Yan Z).
Da Z irreduzibel ist, folgt Z =Y 1N Z oder Z = YoNZ,d.h. Z C Y, oder Z C Y.
Da Y7 und Y; abgeschlossen sind, folgt daraus Z C Yy oder Z C Y, und somit

Z =Y, oder Z = Z,. Daher ist Z irreduzibel.
O
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Beispiel: Die Teilmenge SpecZ \ {(2), (3),(13)} ist offen in SpecZ, daher ist mit
SpecZ auch SpecZ \ {(2), (3), (13)} irreduzibel.

Proposition 4.10 Die abgeschlossene Teilmenge V' (a) C Spec A ist genau dann irre-
duzibel, wenn /a ein Primideal ist. Die Zuordnung

= Vip)
ist also eine inklusionsumkehrende Bijektion

Spec A — {irreduzible abgeschlossene Teilmengen von Spec A}.

Beweis : Angenommen, V (a) ist irreduzibel. Gilt zy € +/a fiir z,y € A, so ist
(xy) C V/a, also folgt V(a) = V(y/a) C V((zy)).

Seip € V(a). Dannistp € V((zy)), also gilt zy € p, woraus x € p oder y € p folgt. Da-
heristp € V((z)) oderp € V((y)). Also gilt Vi(a) = (V(a) NV ((x))) U (V(a) NV ((y)))-
Da V' (a) irreduzibel ist, folgt V(a) = V(a) N V((z)) oder V(a) = V(a) N V((y)), d.h.
es gilt V(a) € V((z)) oder V(a) C V((y)). Nach Satz 4.7 folgt daraus = € \/a oder
y € v/a, also ist v/a ein Primideal.

Ist umgekehrt v/a ein Primideal, so sei V(a) = V(by) U V(b2) eine Darstellung von
V(a) als Vereinigung zweier abgeschlossener Teilmengen. Nach Lemma 4.2 ist also
V(a) = V(b1 N bs), woraus mit Satz 4.7 /b; N by C /a folgt.

Angenommen V' (b;) & V(a). Dann ist nach Satz 4.7 \/a & /by, d.h. es existiert ein
x € by mit x ¢ /a. Fiir alle y € by ist dann 2y € /b,by C by Nby C v/a. Da v/a
ein Primideal ist und z ¢ /a, folgt y € /a. Somit gilt by C \/a, woraus V(a) C V(b2)
folgt. Also ist V'(a) irreduzibel.

Der zweite Teil der Behauptung folgt mit Lemma 4.2, wenn man beachtet, dass fiir
jedes Primideal p die Gleichung p = /p gilt. O

Korollar 4.11 Spec A ist genau dann irreduzibel, wenn Nil(A) = /0 ein Primideal
ist.

Beweis : Da Spec A = V/((0)) ist, folgt dies aus Proposition 4.10. O

Seite 31



Definition 4.12 Ein topologischer Raum T heifst noethersch, wenn er folgende ab-
steigende Kettenbedingung fiir abgeschlossene Teilmengen erfiillt:

Fiirjede Kette Y} D Y2 D ... Y, D Y,11 D .. abgeschlossener TeilmengenY, C T
gibteseinng € Nmit Y, =Y, firallen = no.

Lemma 4.13 Ist A ein noetherscher Ring, so ist Spec A ein noetherscher topologischer
Raum.

Beweis : Eine absteigende Kette abgeschlossener Teilmengen in Spec A ist von der

Form
Via) DV(az) D...>V(ay) D ...
fir Ideale (a,,)neny von A. Mit Lemma 4.2 gilt

Vvap Cy/ag C ... Cy/a, C...

Da A noethersch ist, gibt es ein ng € N mit \/a,, = 1/a, fiir n 2 ny. Daraus folgt die
Behauptung, da V' (y/a,,) = V(a,,) ist. O

Vorsicht: Die Umkehrung von Lemma 4.13 gilt nicht!

Proposition 4.14 In einem noetherschen topologischen Raum T ist jede nicht-leere
abgeschlossene Teilmenge Y die Vereinigung endlich vieler irreduzibler abgeschlos-
sener Teilmengen Y;, d.h. es gilt

Y=YU..UY,.

Falls wir hier Y; ¢ Y; annehmen, so sind die Mengen Y1, ..., Y,, (bis auf die Numerie-
rung) eindeutig bestimmt. Sie heifien die irreduziblen Komponenten von Y.

Beweis : Sei S die Menge der nicht-leeren abgeschlossenen Teilmengen von T,
die sich nicht als endliche Vereinigung irreduzibler abgeschlossener Teilmengen
darstellen lassen.

Angenommen, S # (). Dann enthilt S ein minimales Element. Falls nicht, finden wir
némlich eine Kette abgeschlossener Teilmengen (Y,),,>; in & mit
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Vi2¥2.. 2V, 2.,

was der Tatsache widerspricht, dass 7" ein noetherscher topologischer Raum ist.

Sei Y € S ein minimales Element. Da Y nicht irreduzibel sein kann, gilt Y = Y; U Y5
mit echten abgeschlossenen Teilmengen Y; & Y. Da Y in & minimal ist, folgt Y1 ¢ S
und Y> ¢ S. Beide sind also als endliche Vereinigung irreduzibler abgeschlossener
Teilmengen darstellbar. Dann ist aber auch Y als Vereinigung irreduzibler abge-
schlossener Teilmengen darstellbar, was Y € S widerspricht. Somit ist S = ().

Jede abgeschlossene Teilmenge Y von 7 ist also Vereinigung ¥ = Y; U ... U Y}, von
irreduziblen, abgeschlossenen Y;. Indem wir gegebenenfalls einige Y; weglassen,
konnen wir Y; ¢ Y fiir ¢ # j annehmen.

Angenommen, Y = Y, U ..U Y, ist eine andere solche Darstellung. Dann ist

Y, CY =Y U..UY,,also Y, = |J (Y; NY;). DaY, irreduzibel ist, folgt Y, = Y, NY;
i=1
fiir ein 7. Nach Umnumerieren ist i = 1. Somit folgt ¥, C V;. Auf dieselbe Weise zeigt

man Y; C Yj/ fiir ein j, woraus Yll C Yj', also j = 1 folgt. Somit ist Y; = Yll .

Auf diese Weise fahrt man fort, bis alle Y; verbraucht sind und erhélt die Eindeutig-
keit der Darstellung bis auf Umnumerierung. O

Beispiel: Die irreduziblen Komponenten von Spec (K|[z,y]/zy) sind gerade die
Teilmengen V' (z) und V (y).

Allgemeiner gilt: Die irreduziblen Komponenten von Spec A fiir einen noetherschen
Ring A sind gerade die Teilmengen V' (p;), wobei p; die endliche Menge der minima-
len Primideale in A durchlauft (Ubungsaufgabe).

Definition 4.15 i) Ein topologischer Raum 7" heifit quasi-kompakt, wenn jede of-
fene Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Mit anderen Worten,
sind (U;)ier offene Teilmengen von 7' mit T' = |J U;, so gibt es endlich viele

i€l
i1y eyt € I mitT = Ui1 U...uU;

n*

ii) Ein topologischer Raum T" heifst kompakt, wenn 7' Hausdorff’sch und quasi-
kompakt ist.
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In der Algebraischen Geometrie sind die betrachteten topologischen Raume meist
nicht Hausdorff’sch, daher haben wir es hier mit der Eigenschaft quasi-kompakt zu
tun.

Lemma 4.16 Fiir jeden Ring A ist Spec A quasi-kompakt.

Beweis : Es sei (U;);c; eine offene Uberdeckung von Spec A. Dann ist Spec A \ U; =
V(a;) fir ein Ideal a; C A. Da Spec A = U ist, folgt (] V(a;) = . Nach Lemma

i€l
42ist V(> a;) = (N V(a;) = 0 = V(A), woraus mit Satz 4.7 /> a; = A folgt. Da
i€l iel i€l
1 € ) /u ist, gibt es Indizes i1, ...,4,, € I und Elemente f;, € a;,,..., fi, € a;, mit

il
1 = fi, + ...+ fi,. Daher folgt 1 € a;, + ... + a;,, woraus § = V((1)) = V(3 a;,) =
j=1

(N V(ay,) folgt. Alsoist U;,, ..., U;, eine endliche Teiliiberdeckung von (Uj)e. O
j=1

Proposition 4.17 Ein topologischer Raum 7T ist genau dann noethersch, wenn jede
offene Teilmenge quasi-kompakt ist.

Beweis : Ist T'noethersch und U C T eine offene Teilmenge, so sei U = |J U; eine of-
icl

fene Uberdeckung von U. Enthélt (U;);c 1 keine endliche Teiliiberdeckung, so existiert

fiir jedes n € N ein U,, mit

U000 S UL U0, UUs & ...

Die Komplemente der Mengen U; U ... U Uy, bilden dann eine absteigende Kette
abgeschlossener Teilmengen von 7', die nicht stationdr wird. Das widerspricht der
Tatsache, dass T noethersch ist.

Umgekehrt nehmen wir an, jede offene Teilmenge U C T sei quasi-kompakt. Sei

Y; DY, D ... eine absteigende Kette abgeschlossener Teilmengen von 7'. Dann ist
U= | (T\Y,) eine offene Teilmenge mit der offenen Uberdeckung (7" \ Y;,),,>1.
n>1 N

Da U quasi-kompakt ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung 7'\ Y;,,,...,T \ Y,,.
von U. Wir setzen ng = max{ni,...,n.}. DaY,, CY,, ist, folgt T\ Y, C T\ Yy, fiir
j=1,..,r.AlsoistU =T \Y,,. Furallen 2 ny gilt U =T \Y,, CT\Y, CU,also
folgt Y,,, = Y,,. Somit wird die Kette der Y, stationér, d.h. 7" ist noethersch. O
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Wir wollen nun noch den Zusammenhang unserer Untersuchung von Spec A mit der
Theorie aus §3 herstellen. Dazu sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper.

Lemma 4.18 Die Abbildung

i A"(K) — Spec K[X7, ..., X,,]

(a17~--7an) = (Xl - alv"'vXn - a'ﬂ)

ist stetig und injektiv. Das Bild von i ist gerade die Menge Max(K[X1, ..., X,,]) der
maximalen Ideale in K[X7, ..., X,,]. Versieht man Max(K[X1, ..., X;,]) mit der Relativ-
topologie von Spec A4, so ist

i: A"(K) — MaxK[X1, ..., X,,]

ein Homoomorphismus in der Zariski-Topologie.

Beweis : Nach dem Hilbert’'schen Nullstellensatz sind die maximalen Ideale von
K[Xq, ..., X,] gerade die Ideale der Form X; —ay, ..., X,, — a,, fur (a1, ..., a,) € A"(K).

Offenbar ergeben verschiedene Punkte in A"(K) auch verschiedene maximale
Ideale. Also ist i eine Bijektion A"(K) — MaxK[X7, ..., X,].

Ist a ein Ideal in K[X1, ..., X,], so bezeichnen wir mit V (a) die Nullstellenmenge im
Sinne von Definition 3.1, also
V(a) = {(a1,...,an) € A"(K) : f(a1,...,a,) = 0 firalle f € a},
um sie von V' (a) C Spec A zu unterscheiden. Es gilt nun
i“Y(V(a)) = {(a1,....,an) € A"(K):a C (X1 — a1, ... X, —an)}.
Dies ist offenbar eine Teilmenge von V (a).

Ist umgekehrt (aq, ..., a,) € V(a), so folgt
{(a1,..ya,)}y = V(X1 — a1, ..., X,, — an)) C V(a),
also mit Satz 3.13

aC (Xy—ay,..X,—a,), dh(a,..a,) €i"(V(a)).
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Daher gilti~*(V(a)) = V(a), also ist i stetig.

Analog zeigt man i(V(a)) = V(a) " MaxK[X;, ..., X,,], also hat die stetige Bijektion
i1 A"(K) — MaxK[X, ..., X,]

eine stetige Umkehrabbildung, sie ist somit ein Hom&omorphismus. O

Ist man an Nullstellenmengen von Teilmengen des Polynomrings K[Xj, ..., X,,] in-
teressiert, so kommt man mit Hilfe der Theorie von §3 oft mit den maximalen Idea-
len aus. Mochte man beliebige Ringe studieren, so reicht das nicht mehr und man
muss alle Primideale betrachten. Ein Ringhomomorphismus ¢ : A — B etwa vermit-
telt i.a. keine Abbildung zwischen Max(B) und Max(A), wohl aber eine Abbildung
Spec B — Spec (A).

5 Garben

Um zu definieren, was ein Schema ist, brauchen wir aufier geeigneten topologischen
Raumen auch noch den Begriff der Garbe.

Definition 5.1 Es sei T ein topologischer Raum. Eine Prdgarbe F von abelschen
Gruppen auf T besteht aus den folgenden Daten:

¢ einer abelschen Gruppe F(U) fiir jede offene Teilmenge U C X und

* einem Gruppenhomomorphismus resyy : F(U) — F(V) fir jedes Paar offener
Mengen V' C U,

so dass folgende Bedingungen erfiillt sind:
i) F(0) =0.
ii) resyy =id faralle U C T offen.
iii) Far W c V C U gilt

resyw = resyw oresyy.

Manchmal schreiben wir auch f|y statt resyy (f) fur f € F(U). Die Elemente von
F(U) nennt man auch Schnitte iiber U.

Beispiele:
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1) Ist T ein topologischer Raum, so ist durch
fcont(U) = {f :U—=R stetig}

fir § # U C R offen eine Pragarbe gegeben, wenn wir noch F(0)) = 0 setzen.
FirV C U ist

resyvy : fcont(U) - cont(V)

die Einschridnkungsabbildung f — f|y.

2) Ist T' = R mit der reellen Topologie, so ist durch
Fait(U) = {f : U — R differenzierbar}
(und Fyiss(0) = 0) eine Préagarbe, wobei
resyy : Faiee(U) — Faiee(V)

wieder durch das Einschrdanken von Funktionen gegeben wird. Analog ist die
Prégarbe C! der stetig differenzierbaren Funktionen auf R definiert.

3) Ist G eine beliebige abelsche Gruppe und T ein topologischer Raum, so ist durch
Fo(U) = G, fallsU # 0, sowie Fg(0) = 0und resyy = idg fiir @ # V C U sowie
resyy = 0 eine Pragarbe gegeben. Sie heifsit konstante Pragarbe.

Definition 5.2 Eine Prdgarbe F von abelschen Gruppen auf dem topologischen
Raum T heifst Garbe, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

i) Sei U C T offen, (U;)ics eine offene Uberdeckung von U und f € F(U). Ist
resyy,f =0furallei € I ,soist f =0.

ii) Sei U C T offen und (U;);c; eine offene Uberdeckung von U. Fiir jede Familie
fi € F(U;), so dass

resy; U;NU; (fl) = reSUj U;NU; (fj)

fur alle ¢ # j gilt, existiert ein f € F(U) mit resyy, (f) = fi-
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Das erste Garbenaxiom i) besagt, dass ein f € F(U) eindeutig durch seine Einschran-
kungen auf alle Teilmengen einer offenen Uberdeckung bestimmt ist.

Das zweite Garbenaxiom ii) besagt, dass sich eine Familie f; € F(U;) von Schnitten
tiber den offenen Teilmengen U; einer Uberdeckung von U zu einem f € F(U)
verkleben ldsst, wenn die Einschrankung von f; auf U; N U; jeweils mit der Ein-
schrankung von f; auf U; N Uj tibereinstimmt.

Beispiel: Im obigen Beispiel 1) ist die Pragarbe F.on: eine Garbe: Stetige reellwertige
Funktionen sind offenbar durch ihre Einschrinkung auf eine offene Uberdeckung
eindeutig bestimmt. Ist ferner f; € Feont(U;) fiir eine offene Uberdeckung (Ui)ier von

U gegeben, so dass fi|v,nv, = fjlv.nu;, gilt, so definieren wir

flz) = fi(z), fallsz e U,.

Das ist wohldefiniert, d.h. f(z) hdngt nicht von der Wahl eines ¢ mit z € U; ab. Da
die Einschréankung von f auf alle U; stetig ist, ist auch f stetig. Somit haben wir
f € Feont(U) gefunden mit f|y, = f; furalles € I.

Analog zeigt man, dass die Pragarbe Fis aus dem obigen Beispiel 2) eine Garbe ist.

Ist G # 0 eine Gruppe, so muss die konstante Pragarbe F aus dem obigen Beispiel
3) keine Garbe sein. Das erste Garbenaxiom ist zwar erfiillt, das zweite jedoch nicht,
wenn T zwei nicht-leere disjunkte offene Mengen U und V' enthilt. Dann wéhlen
wir g; # g2 in G und betrachten die Schnitte g; € F(U) = G und g2 € Fo(V) = G.
Die offenen Mengen U und V bilden eine Uberdeckung von UUV.Es gilt UNV = (),
also resy ynv (91) = 0 = resy ynv(g2), aber es gibt kein g € Fo(U U V) = G mit

g =resyuy v(g9) = g1 und g = resyuy v(9) = go-

Definition 5.3 Es seien F; und F; Pragarben abelscher Gruppen auf dem topologi-
schen Raum 7T'.

i) Ein Morphismus von Prigarben o : 71 — F; ist eine Familie (ay )y cr offen VON
Gruppenhomomorphismen

ay : F1(U) — F(U),
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so dass fiir alle Paare V' C U von offenen Mengen das Diagramm

Fi(U) — Fo(U)

resuvl lreSUv

Fi(V) — Fa(V)
kommutativ ist, d.h. es gilt
resyy o iy = iy oresyy .

ii) Ein Morphismus von Garben ist einfach ein Morphismus der zugrundeliegen-
den Préagarben.

iii) Ein Morphismus

a = (au)vucr offen : F1 — F2

von Pragarben heifit Isomorphismus, falls es einen Morphismus
B = (5U)UCT offen * F2 — F1

von Préagarben gibt, so dass ay o By = id, ) und By o ay = idf, () fiir alle

U C T offen gilt.

Beispiele:
1) Fiirjedes § # U C R offen betrachten wir den Gruppenhomomorphismus
ap : CHU) = {f : U — R stetig differenzierbar} — Feont(U) = {f : U — R stetig},

gegeben durch f—f.

Dann ist &« = () cR offen €in Morphismus von Garben von C! nach Feopt.

2) Sind G und H abelsche Gruppen und ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphis-
mus, so definiert ay = o : Fg(U) =G — H = Fy(U) fir U # Qund oy = 0
einen Morphismus von Pragarben o : F¢ — Fg.

Nun wollen wir den Halm einer Prdgarbe F in einem Punkt = € T definieren. Dazu
brauchen wir den Begriff des direkten Limes.
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Definition 5.4 Eine (Index-)Menge I heifit gerichtet, falls sie durch eine Relation <
partiell geordnet ist und falls fiir ¢, j € I immer ein k € I existiert mit¢ < kund j < k.

Proposition 5.5 Es sei I eine gerichtete Indexmenge und (G;);c; eine Familie abel-
scher Gruppen, so dass fiir alle ¢ < j in I ein Gruppenhomomorphismus

0ij 1 Gy — Gy
gegeben ist mit
i) 0;; = idg, fur alle i
ii) oy = 0jr 00y, furallei < j < k.

Man nennt dann (G;, o;;) auch ein gerichtetes System abelscher Gruppen. Fiir ein
solches gerichtetes System existieren

* eine abelsche Gruppe lim G; sowie
¢ Gruppenhomomorphismen
gi: Gy — h_H)l G,

fur alle ¢ € I mit g; = g; o g;; flr alle i < j, so dass folgende universelle
Eigenschaft erfiillt ist.

Sind eine abelsche Gruppe H und Gruppenhomomorphismen h; : G; — H mit
hi = hj o oy; fur i < j gegeben, dann existiert genau ein Gruppenhomomor-
phismus

f:1limG; — H,

so dass f o g; = h; ist fiir alle ¢ € I. Mit anderen Worten, das Diagramm

Tij

ist kommutativ.
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Man nennt lim G; den direkten Limes von (G;, o;;).
—

Beweis : Man konstruiert die Gruppe lim G; als Quotienten von P G; nach der Un-
i€l
tergruppe R, die von allen Elementen der Form g; — 0;;(g;) fir i < jund g; € G;
erzeugt wird. Die Abbildungen g; : G; — lim G; kommen von den natiirlichen Ab-
bildungen G; — @ G; her. Ist a;, + ... + a;, fr iy, ... ,4, € T und a;; € Gy, ein
i€l ' ’
beliebiges Element in  G;, so wéhlen wir ein j € I miti; < j, ...,4, < j. Dann gilt
icl
inlim G; = @ G/ R die Gleichung a;, + ... +a;, = 0,ai, + ... +0;,a;,. Da die rechte
Seite dieser Gleichung ein Element der G;-Komponente ist, haben wir gezeigt, dass
es fiir jedes a € lim G; einen Index j € I und ein a; € G gibt, so dass a = g;(a;) gilt.

O

Definition 5.6 Es sei F eine Prdgarbe abelscher Gruppen auf dem topologischen
Raum T und « € T. Dann ist die Menge aller offenen Umgebungen U von x mit
der partiellen Ordnung U < V < V C U eine gerichtete Indexmenge. Fiir U = V, al-
so V' C U haben wir die Restriktionsabbildung resyy : F(U) — F(V). Also existiert
der direkte Limes

F, = lim F(U).
zelU

Er heif3t Halm von F in z.

Beispiel: Es sei GG eine abelsche Gruppe und F¢ die zugehorige konstante Préagarbe
auf T. Dannist 7, = G furallex € T.

Lemma 5.7 Sei F eine Prigarbe abelscher Gruppen auf dem topologischen Raum 7'
und seiz € T

i) Fir jede offene Umgebung U von z gibt es eine natiirliche Abbildung

FU) — Fp.
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Diese bezeichnen wir mit s — s,. Das Diagramm

F(U)

AN

resyv fx

FV)
fur V c U ist kommutativ.

ii) Fiir jedes Element ¢ € F, existiert eine offene Umgebung U von z und ein
s€ FU)mits, =c.

iii) Sind U und V offene Umgebungen von z sowie s € F(U) und ¢t € F(V), dann
ist s; = t; genau dann, wenn es eine offene Umgebung W vonz mit W Cc UNV
gibt, so dass resyw s = resywt gilt.

Beweis :

i) Nach Konstruktion des direkten Limes gibt es fiir jede offene Umgebung U von
x einen Homomorphismus gy : F(U) — F,,so0dass firalleU < V,dh.V CU
das Diagramm

FU)

N

resy v -7:93

7

F(V)
kommutativ ist. Diesen Homomorphismus bezeichnen wir mit s — s,.

ii) Wir haben im Beweis von Proposition 5.5 gesehen, dass es fiir jedes ¢ € F, =
lim F(U) eine offene Umgebung U von z und ein s € F(U) gibt, so dass gy (s) =
zeU
¢, also s, = c gilt.

iii) Gilt resyw s = resywt fiir eine offene Teilmenge W C U NV, dann folgt s, = ¢,
nach Konstruktion des direkten Limes. Ist umgekehrt s, = ¢, so liegt nach
Konstruktion des direkten Limes

zeU
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das Element s — t in der Gruppe R C € F(U), die von allen Elementen der
zcU

Form f — resyy f fiir V C Uund f € F(U) erzeugt wird. Also ist s — ¢ eine
endliche Summe solcher Differenzen, d.h.

s—t= (fl - resUlVlfl) + .+ (fT‘ - resUrVrfT)

mit f; € F(U1), ... ,fr € F(U,). Fir W = Vi n..NV, NU NV gilt somit
resyw s — resyw (t) = 0, denn fiir alle i ist resy, w f; = resy,w (resy, v, fi). Also ist
resyws = resywt.

[l

Lemma 5.8 Sei F eine Garbe auf T und U C T offen. Fiir s,¢t € F(U) ist s = ¢ genau
dann, wenn s, = t, fiir alle z € U gilt.

Beweis : Aus s = ¢ folgt nattirlich s, = ¢, fiir alle x € U. Gilt umgekehrt s, = ¢,
fir alle z € U, so gibt es nach Lemma 5.7iii) eine offene Uberdeckung (Ui)ier von U,
so dass resyy, (s) = resyy, (t) fur alle ¢ € I gilt. Nach dem ersten Garbenaxiom folgt
s=t. [l

Lemma 5.9 Es seien F und G Prégarben abelscher Gruppen auf dem topologischen
Raum 7. Ein Morphismus « : 7 — G induziert fiir jedes € T einen Gruppenho-
momorphismus «, : F, — G, so dass fiir alle offenen Umgebungen U von z das
Diagramm

F(U)—G(U)

fm4>gz

ag

kommutativ ist.

Beweis : Fiir alle offene Umgebungen U von z betrachten wir den Gruppenhomo-
morphismus By : F(U) ¥ G(U) — G,. Da ay mit den Restriktionsabbildungen
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vertraglich ist, kommutiert fiir alle V' C U offen das Diagramm

F(U)

&

resy v gz

F(V)

Aufgrund der universellen Eigenschaft des direkten Limes F, existiert also genau ein
Homomorphismus «, : F, — G, so dass

F(U)

AN

fw%gw

Qg

kommutativ ist. Nach Konstruktion macht dieser das Diagramm aus der Behauptung
kommutativ. 0

Nun wollen wir zeigen, wie man eine Pragarbe ,garbifizieren” kann.

Definition 5.10 Es sei F eine Pragarbe auf einem topologischen Raum 7'. Dann defi-
nieren wir fiir jedes U C T offen

FH(U) = {Funktionens:U — U Fz,so dass folgende Bedingungen erfiillt sind:
zelU
i) s(x) € F, furallez € U und

i) furalle x € U existiert eine offene Umgebung

VcUundeint € F(V) mits, =t, furalley € V}.

FT(U) besteht also aus allen Kollektionen (s(z))cyy von Elementen s(x) € F,, die
lokal von einem Schnitt von F herkommen.

Lemma 5.11 In der Situation von Definition 5.10 gilt:

i) FT ist eine Garbe auf T
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ii) Fiir jedes U C T offen sei
v F(U) = FH(U)

die Abbildung, die einem s € F(U) die Funktion « — s, zuordnet. Dann ist ¢
ein Morphismus von Pragarben.

iii) Ist « : F — § ein beliebiger Morphismus von Pragarben und G eine Garbe, so
existiert genau ein Morphismus 3 : 7+ — @, fiir den das Diagramm

F—=G

|4

F+
kommutativ ist.

iv) Fiir jedes = € T ist die Abbildung der Halme
Ot Fu — FiF
ein Isomorphismus.

v) Ist F eine Garbe, so ist p : F — F* ein Isomorphismus.

Beweis :
i) und ii) in den Ubungen

iii) Es sei G eine Garbe und o : F — § ein Morphismus. Fiir jede offene Teil-
menge U C T definieren wir eine Abbildung 3y : FH(U) — G(U) wie
folgt: Zu (s(z))zcp in F*(U) wihlen wir eine offene Uberdeckung U = |JU;
sowie t; € F(U;) mit (¢;), = s(x) fur alle z € U;. Wir betrachten
ri = ay,(t;) € G(U;). Esist (1)) = aq(ti)e = ax(s(x)) fur alle z € T. Also
ist (resy, u,nu;Ti)z = (i) = (1j)2 = (resy, u,nu,7;)s flir alle x € U;NU;. Da G
eine Garbe ist, folgt mit Lemma 5.8 resy, v,nv,m: = resy, v,nu,7;, also existiert
nach dem zweiten Garbenaxiom ein r € G(U) mit resyy,r = r;. Nach Lemma
5.8 istr € G(U) das einzige Element mit r, = a,(s(x)) fiir alle x € T. Daher ist
r unabhéngig von der Wahl der Uberdeckung und der Wahl der ¢;. Wir setzen
Bu(s) = r. Das definiert einen Garbenmorphismus 3 : F* — G.Ist s € F(U), so
kann man in obiger Konstruktion angewandt auf ¢(s) die triviale Uberdeckung
wahlen und erhilt 5 o ¢(s) = a(s).
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iv) Wir betrachten ¢, : F, — F,\.Ista € F, mit ¢,(a) = 0, so existiert nach
Lemma 5.7 ii) eine offene Umgebung U von z und ein s € F(U) mit a = s,.
Dann ist 0 = ¢, (a) = (pu(s))s, also existiert nach Lemma 5.7 iii) eine offene
Umgebung V' C U um z mit ¢y (s)|y = 0. Also ist nach Definition von ¢y
fur alle y € V der Halm s, = 0. Insbesondere ist = s, = 0. Daher ist ¢,
injektiv. Ist b € F,t, so sei s € F(U) ein Schnitt mit s, = b. Nach Definition
von FT existiert eine offene Umgebung V' C U von z und ein ¢ € F (V) mit
s(y) =t, furalley € V. Also ist nach Lemma 5.8 ¢y (t) = resyv (s). Daher folgt

Pz(tz) = (pv(t))z = (resyv(s))e = s, = b.

v) in den Ubungen.
(]

Beispiel: Wir wollen uns jetzt am Beispiel der konstanten Pragarbe klarmachen, was
beim Ubergang zur Garbifizierung passiert.

Es sei T' = R (oder jeder andere lokal zusammenhédngende topologische Raum) und
G eine abelsche Gruppe, etwa G = Z. Wir haben schon gesehen, dass die konstante
Pragarbe Fz keine Garbe ist, denn wir konnen etwa die Schnitte 1 € F(]0, 1[) und
2 € Fz € (]1,2]) nicht zu einem Element in F7(]0, 1{U]1,2[) = Z zusammenkleben.
Nun ist 7z , = Z fur alle z € R, also ist

F#(10,1[U]1,2]) = {(ma)sejoiui,2) : Ma € Z, so dass fiir alle z eine offene Umge-
bung V,, in |0, 1[U]1, 2[ und ein n € Z existiert mit m, = n fiir alle y € V, }.

Fiir ein (my), € F;(]0,1[U]1, 2]) und ein beliebiges z €]0, 1] sei

U={ye€0,1: my =m;} und

V ={y €]0,1[: my # my}
Diese Teilmengen sind disjunkt und offen in ]0, 1[ und es gilt |0,1[= U U V. Da 0, 1|
zusammenhingend ist und = € U, also U # 0 gilt, folgt U =]0,1[ und V' # (. Somit

ist (M) zej0,1] konstant.
Genauso zeigt man, dass (m;).e)1,2[ konstant ist. Also folgt

F7(0,1Ul1,2]) = {(ma)sepo1[up1,2( : €s gibta,b € Z mit
m, = a fur alle z €]0,1[ und
m, = bfuralle z €]1,2[}

ZBL

174
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Die Abbildung ¢ : 7, — F, vermittelt via

Fz(10,1[U]1, 2[) — F£ (0, 1[U]1,2[)

|

Z ZPZ

gerade die Diagonalabbildung Z — Z & Z, die durch a — (a, a) gegeben wird.

Definition 5.12 Ein Morphismus « : 7 — G von Prégarben abelscher Gruppen auf T’
heifst injektiv, wenn fiir jede offene Teilmenge U C T' der Gruppenhomomorphismus

ay : F(U) —G(U)

injektiv ist.
Vorsicht: Der Begriff der Surjektivitit ist komplizierter, wie wir spater zeigen werden.

Proposition 5.13 Sei o : F — G ein Morphismus von Garben auf T'. Dann gilt:

i) aist genau dann injektiv, wenn fiir alle € T' die Halmabbildung o, : 7, — G,
injektiv ist.

ii) Falls fiir alle x € T die Halmabbildung a, : 7, — G, surjektiv ist, so gibt es fiir
jedes U C T offen und fiir jedes t € G(U) eine offene Uberdeckung U = UU;

sowie s; € F(U;) mit ay, (s;) = resyu, (t).

iii) « ist genau dann ein Isomorphismus, wenn fiir alle « € T die Halmabbildung
oy : Fy — Gy ein Isomorphismus ist.

Beweis :

i) Angenommen, « ist injektiv und a € F, ist ein Element im Halm mit v, (a) = 0.
Dann gibt es eine offene Umgebung U von z und ein s € F(U) mit s, = a.
Ferner gilt nach Lemma 5.9 ay(s), = az(sz) = az(a) = 0, also gibt es nach
Lemma 5.7 eine offene Umgebung W C U von z mit resyw (ay(s)) = 0. Da
resyw (aw(s)) = aw (resyw (s)) ist und aw injektiv ist, folgt resyw (s) = 0, also
a = s, = (resyw(s)), = 0. Daher ist «, injektiv.
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iii)

Umgekehrt nehmen wir an, alle Halmabbildungen «, : F — G, sind injektiv.
Sei s € F(U) mit ay(s) = 0 gegeben. Fiir jedes x € U gilt dann o, (s;) =
(ay(8)), = 0 woraus s, = 0 folgt. Mit Lemma 5.8 folgt s = 0, d.h. « ist injektiv
im Sinne von Definition 5.12.

Angenommen, alle o, sind surjektiv. Seit € G(U). Dann existiert fiirjedes x € T
ein v, € F, mit o, (ry) = t,. Nach Lemma 5.7 ii) gibt es eine offene Umgebung
W, C Uvonzund ein s(x) € F(W,) mit s(z), = r,. Der Keim von ayy, (s(x)) €
G(W,) in z ist gerade o, (s(x)y) = au(ry) = itz also gleich dem Keim von
resyw, t in . Nach Lemma 5.7 iii) existiert eine offene Umgebung U, C W, von
T mit

resyy,t = resw,u, (aw,(s(z)))

= ay,(resw,uv,s()).

Mit der offenen Uberdeckung U = |J U, und den Schnitten resyy, 1, s() folgt
zeU
die Behauptung.

Ist a ein Isomorphismus, dann sind alle oy : F(U) — G(U) Isomorphis-
men. Also miissen auch die Halmabbildungen «, : F, — G, Isomor-
pismen sein. Wir nehmen umgekehrt an, alle o, sind Isomorphismen und
zeigen, dass dann alle ay : F(U) — G(U) Isomorphismen sind. Nach
i) ist jedes oy injektiv. Sei ¢ € G(U). Nach ii) existiert eine offene Uber-
deckung U = UU; und s; € F(U;) mit ay,(s;) = resyy,t. Nun ist

Qy,;nU; (reSUi U;NU; Si) = resy UmUj?f = ay;nU; (l‘eSU] U;NU; Sj).
Da ay,ny, injektiv ist, folgt resy, v,nu,s: = resy, uv,nu,sj. Nach dem zweiten
Garbenaxiom existiert also ein s € F(U) mit resyy,s = s; fur alle i. Dann
hat ay(s) die Eigenschaft, dass resyy, (au(s)) = ay,(resyy,s) = apy,(s;) =
resyy, (t) gilt, woraus nach dem ersten Garbenaxiom ay(s) = t folgt. Somit
ist ay auch surjektiv.

U

Definition 5.14 Es seien F und G Garben auf T'. F heifit Untergarbe von G (F C G),
falls fiir alle U C T offen F(U) eine Untergruppe von G(U) ist und falls fiir alle
V' C U offen die Restriktionsabbildung resyy : F(U) — F(V) durch Einschrianken
aus der Restriktionsabbildung resyy : G(U) — G(V) hervorgeht.
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Ist F C G, so ist fiir alle # € T der Halm F, eine Untergruppe von G, (Ubungsaufga-
be).

Definition 5.15 Sei « : 7 — G ein Morphismus von Garben. Dann definieren wir fiir
alle U C T offen
(Kerna)(U) = Kern (ay : F(U) — G(U)).

Lemma 516 i) Kerna definiert eine Garbe auf 7" und zwar eine Untergarbe von
F.

ii) Firjedes z € T gilt (Kerna), = Kern (o, : F, — Gy).

iii) « ist genau dann injektiv, wenn Kern a = 0 gilt.
Beweis : in den Ubungen. O

Jetzt wollen wir das Bild eines Garbenmorphismus « : F — G definieren. Wir defi-
nieren eine Pragarbe auf 7" durch

(P-Bild o) (U) = Bild (ay : F(U) — G(U))
mit den Restriktionsabbildungen, die das Diagramm

Bild () —— G(U)

resy VJ JreSU v

Bild (avy )—— G(V)

kommutativ machen.

Leider ist P-Bild a im allgemeinen keine Garbe (sieche Ubungen). Hier behelfen wir
uns, indem wir zur Garbifizierung iibergehen.

Definition 5.17 Es sei Bild a = (P-Bild )" die Garbe, die zur Pragarbe P-Bild « as-
soziiert ist.
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Mit ¢ : P-Bild @ — Bild o bezeichnen wir die kanonische Abbildung aus Lemma 5.11
ii). Wir haben einen natiirlichen Pragarbenmorphismus j : P-Bilda — G, der auf
jedem U C T offen durch die Inklusion jy : (P-Bild ) (U) = Bild ay C G(U) gegeben
ist. Nach Lemma 5.11 iii) existiert genau ein Garbenmorphismus ¢ : Bilda — G, so
dass das Diagramm

P-Bild « g

kommutativ ist.

Lemma5.18 i) Fir alle z € T induziert die Halmabbildung i, : (Bilda), —
G, einen Isomorphismus (Bild o), = Bild(a).

ii) Der Garbenmorphismus i : Bild « — G ist injektiv.

Beweis : In den Ubungen. O

Definition 5.19 Ein Garbenmorphismus o : F — § heifst surjektiv, wenn fiir alle
x € T die Halmabbildung «, : 7, — G, surjektiv ist.

Nach Proposition 5.13 ii) gilt: Ist o : 7 — G ein surjektiver Garbenmorphismus und
t € G(U), so gibt es eine offene Uberdeckung U = |JU; und s; € F(U;) mit

ay; (Sz) = t|Ui fiir alle 3.

Lemma 5.20 Ein Garbenmorphismus o : F — @ ist genau dann surjektiv, wenn
i : Bild @ — G ein Isomorphismus ist.

Beweis : Ist o surjektiv, so sind definitionsgemaf alle «, surjektiv. Nach Lemma 5.18
gilt also (Bild ), = Bild o, = G, fiir alle € T Der injektive Garbenmorphismus
i : Bild o — G ist also ein Isomorphismus in allen Halmen. Nach Proposition 5.13 iii)
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ist er ein Isomorphismus.
Falls umgekehrt i : Bild @ = G gilt, so folgt aus Lemma 5.18 fiir jedes z € T

Bild () = G,

d.h. alle «,, sind surjektiv. Daher ist o definitionsgemaf surjektiv. O

Ahnlich wie das Bild definieren wir nun Quotienten von Garben.

Definition 5.21 Es sei F eine Untergarbe von G.

i) Wir setzen fiir alle U C T offen
(P-G/F)U)=6(U)/FU).
Das definiert eine Pragarbe auf T.

ii) Essei G/F = (P — G/F)* die Garbifizierung. G/F heifit Quotientengarbe von
G nach F.

Die Quotientenabbildungen G(U) — G(U)/F(U) induzieren einen Pragarbenmor-
phismus ¢ : G — P — G/F. Diesen konnen wir mit dem kanonischen Morphismus
¢ : P—G/F — G/F verkniipfen und erhalten einen Morphismus p = poq: G — G/F.

Lemma522 i) Firallex € Tistp, : Go — (G/F). surjektiv mit Kernp, = 7.
Alsoist G, /Fy ~ (G/F)y.

ii) Die Sequenz 0 — F — G — G/F — 0 ist exakt.

Beweis :

i) Da g, : (P—G/F)y — (G/F), nach Lemma 5.11 iv) ein Isomorphismus ist,
gentigt es zu zeigen, dass ¢, : G, — (P — G/F), surjektiv mit Kern F, ist. Sei
be (P—G/F),.Dann gibtesein s € G(U)/F(U) fiir geeignetes U C T offen mit
sy = b. Wir wihlen ein ¢ € G(U) mit ¢y (t) = s. Dann gilt ¢, (t;) = (qu(t))s =
sz = b. Also ist ¢, surjektiv. Ist a € F,, so gilt offenbar ¢, (a) = 0. Ist umgekehrt
a € Kerng, C G, so existiert ein s € G(U) mit s, = a. Es gilt ¢(s), = 0, also
existiert nach Lemma 5.7 iii) eine offene Umgebung V um z mit ¢(s)|y = 0.
Dabher ist s|yy € F(V), woraus a = s, € F, folgt. Also gilt Kern ¢, = F,.
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ii)

Klar. (Hoffentlich)
O

Wir wollen nun zum Abschluss dieses Kapitels Garben auf verschiedenen topologi-

schen Rdumen vergleichen.

Definition 5.23 Essei f : § — T eine stetige Abbildung topologischer Riume.

i)

Ist F eine Garbe auf S, so definieren wir fiir jede offene Teilmenge U C T

(fF)U) = F(fHU)).

Zusammen mit den von F induzierten Restriktionsabbildungen ist f.F eine
Garbe auf T. Sie heifst direktes Bild von F.

Es sei G eine Garbe auf 7. Dann ist fiir jedes U C S offen die Familie
von abelschen Gruppen G(V'), wobei V alle offenen Teilmengen von 7' mit
f(U) c V durchlduft, ein gerichtetes System abelscher Gruppen, wenn wir
VW& W CV setzen.

Essei (P— f71G)(U)=  lim  G(V). Das definiert eine Pragarbe P — f~1G
f(U) CV offen
auf S. Die assoziierte Garbe (P — f ~1G)T bezeichnen wir mit f~1G. Sie heif3t das

Urbild von G.

6 Schemata

Wir wollen jetzt fiir jeden Ring A den topologischen Raum Spec A mit einer Garbe

ausstatten. Dazu benétigen wir den Begriff der Lokalisierung.

Definition 6.1 Sei A ein Ring (wie immer kommutativ mit 1) und S C A eine multi-
plikative Teilmenge, d.h. es gilt 1 € S und fiir s,¢ € S ist auch st € S. Die Lokalisie-

rung S~' A von A nach S ist dann definiert als der Quotient von A x S nach folgender

Aquivalenzrelation

Hier

(a,s) ~ (b,t) & esgibteinu € S mit (at — bs)u = 0.

miissen wir nattirlich nachpriifen, dass die so definierte Relation wirk-

lich eine Aquivalenzrelation ist. Reflexivitit und Symmetrie sieht man sofort.
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Um die Transitivitit zu zeigen, seien (a,s) ~ (b,t) und (b,t) ~ (c,w). Dann
gibt es u,v € S mit (at — bs)u = 0 und (bw — ct)v = 0. Also ist auch
(aw — es)tuv = (at — bs)uvw + (bw — ct)vus = 0. Da S multiplikativ ist, liegt
tuv in S, also folgt (a, s) ~ (¢, w).

S~14 ist also definiert als die Menge aller Aquivalenzklassen von ~ in A x S. Wir
schreiben a/s = {(b,t) : (b,t) ~ (a,s)} € S~ A fiir die Aquivalenzklasse von (a, s).

Wir definieren

a/s+b/t = (at+bs)/st und
a/s-bjt = ab/st.

Man rechnet leicht nach, dass diese Verkniipfungen + und - auf S—!'A wohldefi-
niert, d.h. unabhinging von der Wahl des Vertreters der Aquivalenzklasse sind.
Zusammen mit diesen Verkniipfungen wird S~'A zu einem kommutativen Ring.
(Ubungsaufgabe).

Die Abbildung j : A — S~ A, gegeben durch j(a) = a/1 ist ein Ringhomomorphis-
mus. Im allgemeinen ist j weder injektiv noch surjektiv. Fiir jedes s € S existiert in
S~!A das Inverse 1/s von j(s), d.h. es gilt j(s) € (S1A)*.
Beispiel:
i) Ist 0 € S, so gibt es nur eine Aquivalenzklasse und S~'4 = {0}.
ii) Ist A ein Integritdtsring und S = A\ {0}, so gilt (a,s) ~ (b,t) & at —bs = 0. In
diesem Fall ist S~'A = Quot A ein Korper, der sogenannte Quotientenkérper

von A, und j : A — Quot A ist injektiv. Fir A = Z und S = Z \ {0} ist also
S~1A=Q.

Die Lokalisierung S~ A von A nach S hat folgende universelle Eigenschaft:

Lemma 6.2 Es sei ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus, so dass ¢(s) fiir alle s € S
eine Einheit in B ist. Dann existiert genau ein Ringhomomorphismus ¢ : S™'A — B,
der das folgende Diagramm kommutativ macht:
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Beweis : Wir setzen ¢(a/s) = p(a)p(s)~L. Ist (a,s) ~ (b,t), so folgt (at — bs)u = 0
fir ein u € S. Also gilt (¢(a)p(t) — (b)¢(s))e(u) = 0. Da ¢(s), ¢(t) und ¢(u) in B>
sind, folgt p(a)p(s) ™! = p(b)p(t)~t. Also ist ¢ wohldefiniert, d.h. unabhénging vom
gewihlten Vertreter der Aquivalenzklasse. Man rechnet leicht nach, dass ¢ ein Ring-
homomorphismus ist und ¢ = 1 o j erfiillt.

Ist ¢/ : ST'A — B ein weiterer Ringhomomorphismus mit ¢ = ¢’ o j, so
folgt ¥'(a/1) = ¥'(j(a)) = ¢(a) = ¥(j(a)) = ¢¥(a/1) fur alle a € A. Also gilt
W'(afs) = ¢ (a/1)¢'(1/s) = ' (a/1)¢ (/1)1 = 9(a/1)ip(s/1) " = (a/s). O

Uns interessieren vor allem die folgenden Beispiele fiir Lokalisierungen:

Beispiel:

i) Firjedes f € Aist S = {1, f, f?, ...} eine multiplikative Teilmenge von A. Wir
schreiben Ay = S~! 4 und nennen A die Lokalisierung von A nach f.

Fir A = Z und f = 3 ist etwa Z3 die Menge aller rationalen Zahlen { mit

ggT(a,b) = 1 und b eine Dreierpotenz.

ii) Ist p ein Primideal in A, so ist S = A\ p eine multiplikative Teilmenge von A.
Wir schreiben 4, = S~' A und nennen A, die Lokalisierung von A nach p.

Lemma 6.3 Ist p ein Primideal in A, soist m = {a/s : a € p,s € A\ p} das einzige
maximale Ideal in A,.

Beweis : Ubungsaufgabe. O

Ein Ring, der nur ein maximales Ideal enthilt, heifit lokaler Ring. Ist A ein lokaler
Ring und m C A das einzige maximale Ideal, so ist jedes Element in A\ m eine Einheit.

Es sei A ein Ring und X = Spec A. Wir wollen nun eine Garbe Ox auf X definieren,
so dass Ox (D(f)) = Ay fur alle f € A gilt. Nach §4 bilden die offenen Mengen der
Form D(f) eine Basis der Topologie, also 1463t sich jede offene Teilmenge U C X von
ihnen tiberdecken. Es gilt D(g) C D(f) genau dann, wenn V((f)) C V((g)), also
nach Satz 4.7 genau dann, wenn g € /f ist, d.h. wenn ¢" = bf fiir ein b € A und ein
n = 0 gilt. Insbesondere folgt D(f) = D(g) genau dann, wenn /(f) = 1/(g) ist.
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Fir D(g) C D(f) definieren wir nun eine Restriktionsabbildung wie folgt:

TeSD(f)D(g) : Ap = 4
o/ f* =ab"/(bf)" = ab®/g"".

Ist D(f) = D(g), so ist diese Abbildung ein Isomorphismus. Wir wollen jetzt die Gar-
benaxiome fiir die offenen Basismengen D( f) nachpriifen. Zunidchst macht man sich
leicht klar, dass fiir D(h) C D(g) C D(f) auch respf)p(n) = 1€Sp(g)D(h) © T€SD(£)D(q)
gilt. Aulerdem haben wir folgendes Lemma.

Proposition 6.4 Essei D(f) = |J D(f;) fiir Elemente f, f; in A.
i€l
i) Ist s € Ay gegeben mitresp(s)p(s,)s = 0 fiiralle i € I, so folgt s = 0.
ii) Ist s; € Ay, fir alle i € I gegeben mit resp(s,)p(s,r,)8i = T€Sp(s,)D(f.f,)S fUr
alle i, j € I,so gibtes ein s € Ay mitresp(sp(ys,)s = s; flirallei € I.

Beweis : Nach den Ubungen ist D(f;f;) = D(fi) N D(f;), daher ist ii) analog zum
zweiten Garbenaxiom.

Es sei D(f) = |J D(f:) gegeben. Aus D(f;) C D(f) folgt fi"" = b;f fiir geeignetes
el

n; =2 0und b; € A.Da D(f;) = D(f"") und Ay, ~ Ay, gilt, konnen wir f; durch f/*
ersetzen und f; = b; f annehmen.

4.2iv .
Aus D(f) = U D) folgt V() = AV "= VIS () also ist
1€ 1€ 1€
fe |3 (fi)nachSatz4.7.Es gibtalsoeinn = 0 und 41, ... i, € I sowiecy, ..., ¢, € A

iel
mit fn = leil + ... + Crfi,.‘

i) Sei s = a/ff € Ay gegeben mit 0 = resp(s)p(s,)s = abf/fF in Ay,.

Nach Definition der Lokalisierung existiert ein n; = 0 mit abff" = 0
fur alle ¢ € I. Wir wahlen N 2 r(k + max{n, ..., n,}). Dann ist
jeder Summand in f*Y = (cifi, + ... + ¢ fi.)Y ein Vielfaches von

(cjfi;)Fmi = cf“” b f;;" = C?-HLJ b, fkfi:l," fiir ein j. Daher ist af"" = 0, wor-

aus s = a/f* = 0in Ay folgt.

T

ii) Aus f € , /> (fi;) konnen wir wie oben schlielen D(f) = D(fi,)U ... UD(f;,).

j=1
Also hat (D(fi))icr eine endliche Teiliiberdeckung. Daher kénnen wir mit
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der im i) gezeigten Eindeutigkeit annehmen, dass I endlich ist. Sei also
D(f) = LTJ D(f;) und f, = b;f fir b, € A. Seien s; € Ay, gegeben mit
resD(f,i)D(;:flj)si = resp(s,)p(f. 1,5 fur i,j € {1, ..., r}. Da nur endlich viele
s; auftreten, gibt es ein k¥ 2 0, so dass s; = a;/ fi’C fur geeignete a; € A gilt.
Aus a; fF/(fif;)" = a; fF/(fif;)F in Agy,y,) folgt, dass es ein m; ; 2 0 gibt mit
(aif} —a; fE)(fifs)™ = 0.

Da nur endlich viele Indizes auftauchen, gibt es also ein m = 0 mit
(aif} —a; fH)(fifi)" =0 @

furallei,j € {1, ..., r}.
Da D(f;) = D(fF™™)ist, gilt D(f) = U D(f*™™). Dies impliziert wie oben

i=1
ka
, k
fn _ Z ijj +m
j=1
fiir geeigneten 2 lund ¢y, ..., ¢, € A.

Wir setzen a = }_ c¢;f"a; € A und behaupten, dass fir s = a/f" gilt:
i=1
resp(f)p(f;)S = si- Bs ist ndmlich

Vi = b )
j=1
&) - .
= 0O it
j=1
= Blaf" O cifftm
j=1
R
= aifgl+m7

also folgt (ab? fF — a; f) f* = 0. Daher ist ab?/ f7* = a;/fF in Ay,.
Somit ist tatsdchlich resp sy p(s,)a/f™ = a;/fF =s; furallei =1, ..., 7.

Wir definieren nun fiir jedes f € A
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Fiir eine beliebige offene Teilmenge U C X wihlen wir eine offene Uberdeckung
U = U D(f;) und setzen
i€l

Ox(U) ={(si)ier : si € Ay, mit YeSp(f,)D(f:f;)Si = T€SD(£;)D(f:f;)5) fur alle i, j € I}.

Diese Definition hangt von der gewahlten Uberdeckung ab. Wahlen wir eine andere
Uberdeckung U = |J D(g;) von U und setzen
jEJ

Ox(U) = {(t;)jes : tj € Ay, mit reSp(g,)D(g.9,)ti = T€SD(g,)D(g:g,)t; flir alled,j € J},

so konnen wir Ox (U) und O’y (U) auf folgende kanonische Weise miteinander identi-
fizieren: Ist (s;);er € Ox(U), so gibtes fiirjedes j € J nach Proposition 6.4 ein eindeu-
tig bestimmtes Element ¢; € A, mitresp(y,)p(,9,)t = T€SD(f,)D(f:g,)Si flir alled € I.
Das Tupel (t;) ;s liegt in O’y (U) und ist das gesuchte Bild von (s;)c;.

Ist V. C U offen und V = |J D(g;) sowie U U D(fi), so gibt es fiir jedes
j€J i€l
(si)ier € Ox(U) und jedes j € J nach Proposition 6.4 genau ein Element ¢; € A,

mit
Y€SD(g;)D(fi95)ti = T€SD(f:)D(fig;)Si
fir alle 7 € I. Wir setzen
resyv ((si)ier) = (t;)jeu-

Eine Garbe von Ringen auf einem topologischen Raum T ist eine Garbe F abelscher
Gruppen, so dass alle F(U) Ringe und alle Restriktionsabbildungen Ringhomomor-
phismen sind.

Proposition 6.5 Ox ist eine Garbe von Ringen auf X = Spec A.

Beweis : Da Ox(Dy) = Ay fir alle f € A Ringe sind und die Restriktionsab-
bildungen Ox(Dy) — Ox(D,) Ringhomomorphismen sind, folgt leicht, dass alle
Ox (U) Ringe und alle Restriktionsabbildungen res;;yy Ringhomomorphismen sind.
Man sieht ferner sofort, dass Ox (U) eine Prigarbe ist. Um das erste Garbenaxiom

zu zeigen, sei U = |J U; eine offene Uberdeckung von U und s € Ox(U) mit
j€J
sly; = 0 fiir alle j € J. Dann ist s = (s;);c; mit s; € Ay, fir die gewéhlte Uber-
deckung U = |J D(f;). Sind U; = |J D(g;,) die gewéhlten Uberdeckungen, so folgt
i k

0= S‘D(gjk)ﬂD(fz) = Si|D(gjkfi)’ woraus mit Proposition 6.4 s; = 0 folgt. Alsoist s = 0.
Um das zweite Garbenaxiom zu zeigen, sei s; € Ox(U;) gegeben mit
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silvinu; = S8jlu,nu;. Wieder seien U = (JD(f;) und U; = (JD(g;,) die gewdhl-
i k
ten Uberdeckungen. Dann gibt es nach Proposition 6.4 Elemente t; € Aj, mit

t1;|D(fi)ﬂD(gjk) = Sj|D(fi)mD(!]jk) fiir alle j, k. Also ist s = (¢;);c; ein Element in Ox (U)
mit sy, = s; fiir alle j. O

Proposition 6.6 Fiirjedes p € X = Spec Aist Ox , ~ A,, wobei A, die Lokalisierung
von A nach p ist.

Beweis:Esist Oy, = lim Ox(U) = lim Ox(D(f)) = lim Ay, denndie Mengen
pel peD(f) peD(f)
der Form D( f) bilden nach §4 eine Basis der Zariski-Topologie. Ist p € D(f), so gilt

f ¢ p, also haben wir mit Lemma 6.2 eine natiirliche Abbildung

Ay — Ay, gegeben durch
alf* e afft,
Istp € D(g) C D(f), soist das Diagramm

-

Ay

kommutativ. Aufgrund der universellen Eigenschaft des direkten Limes existiert also
ein Homomorphismus
:0xyp = lim Ay — A,
peD(f)

so dass fiir alle f € A das Diagramm

|~

Oxp

kommutativ ist.

Jedes Element in A, ist von der Form a/h mit h ¢ p, also ist a/h im Bild von A, — A,.

Daher ist ¢ surjektiv. Ist 2 € lim Ay ein Element mit (2) = 0, so gibt es ein h mit
peD(f)
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h ¢ p, so dass = das Bild von a/h € Aj, unter der natiirlichen Abbildung A; —

lim Ay ist. Dannista/h = ¢(z) = 0in A, also existiert ein g ¢ p mit ag = 0. Dann

peD(f)
ist aber D(gh) C D(h) und res(a/h) = ag/gh = 0in Ag,. Also ist z = 0, d.h. ¢ ist
auch injektiv. O
Beispiele:

1) Es sei A = k ein Korper. Dann ist X = Speck = {0} als topologischer Raum

2)

3)

eine Einpunktmenge. Die Garbe Oy ist festgelegt durch
Ox(X) =0x(D(1)) = k.

Mit Hilfe der Garbe Ox bekommt man also die Information zuriick, um wel-
chen Korper es sich handelt.

Essei A = Z.Da Z ein Hauptidealring ist, ist jede abgeschlossene Teilmenge von
X = SpecZ von der Form V((f)) fir ein f € Z. Also ist jede offene Teilmenge
U von X von der Form U = D(f). Es gilt definitionsgemaf

OX(U):Zfz{%:an,kEO}CQ.

Ferner ist D(g) C D(f) genau dann, wenn ¢ = bf fireinn = 0 und ein b € Z.
Also ist jeder Primteiler von f auch ein Primteiler von g und die Restriktions-
abbildung resp(s)p(y) ist die Inklusion Z;y C Z, C Q. Eine rationale Zahl ¢
mit b # 0 und ggT(a,b) = 1 liegt genau dann in Ox (D(f)) = Z;, wenn jeder
Primteiler von b auch f teilt.

Es sei k ein Korper und A = k[T] der Polynomring in einer Variablen tiber k.
Da k[T] ein Hauptidealring ist, ist jede nicht-leere offene Teilmengen U C X =
Spec [T'] von der Form U = D(f) fur ein f € k[T, f # 0. Es gilt also

wobei k[T]; die Menge aller Funktionen im rationalen Funktionenkorper
E(T) = Quot(k[T)) ist, die sich als g/ f™ fiir ein g € k[T] und ein n 2 0 schreiben
lassen. Als euklidischer Ring ist k[T'] faktoriell. k[T"] ; besteht also genau aus den
rationalen Funktionen g/h € k(T), fur die ggT(g,h) = 1 ist und fiir die jeder
Primfaktor von h ein Teiler von f ist.

Ist k algebraisch abgeschlossen, so konnen wir jede rationale Funktion durch
Auswerten als Funktion von & nach k£ U {co} betrachten. Nach dem Hilbert-
schen Nullstellensatz kénnen wir die Menge der maximalen Ideale in Speck
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mit k identifizieren. Fiir jedes h € E[T] ist h(a) = 0 genau dann, wenn h im
Ideal (T — a) liegt. Also ist fiir U = D(f)

Ox(U)= { g/h €k[T]: Dierationale Funktion g/h : k — k U {co}
hat keinen Polin U }.

4) Wir betrachten nun noch A = Z[T]. Dieser Ring ist kein Hauptidealring. Fiir
jede Primzahl p ist (T, p) C A ein maximales Ideal. In X = Spec Z[T'] betrachten
wir U = X \ {(T,p)} = D(p) U D(T). Da Z[T] ein Integritétsring ist, sind wie-
der alle Restriktionsabbildungen Inklusionen von Teilmengen von Quot (Z[11).
Also ist

Ox(U) =Z[T), N Z[T), C Quot(Z[T]).

Ist 0 # f/g € Z[T], N Z[T)r, so gilt f/g = % = 22 fir n,m = 0 und

hi,he € Z[T] \ {0}. Wir kénnen nach eventuellem Kiirzen annehmen, dass T
nicht hy und p nicht h; teilt. Aus dieser Gleichung folgt 7 h; = p™hs, also
n =m = 0 aufgrund der Annahmen. Somit ist Ox (U) = Z[T] = Ox (X).

Wir schreiben auch A} = Speck[I}, ..., T,] und nennen diesen Raum den ,n-
dimensionalen affinen Raum iiber k”.

Wir wollen nun noch folgende Tatsache festhalten, die in den Beispielen schon klar
geworden ist:

Lemma 6.7 Es sei A ein Integritdtsring und X = Quot A. Mit { € X = Spec A be-
zeichnen wir den Punkt zum Nullideal. Dann ist Ox ¢ = K. Fiir jede offene nicht-
leere Teilmenge U C X gilt £ € U, und der kanonische Ringhomomorphismus

O(U) — Ox.e
ist injektiv. Fur alle V' C U offen ist die Restriktionsabbildung
resyy : Ox (U) — Ox(V)
injektiv.

Beweis : Nach Proposition 6.6 gilt Ox¢ = A = Quot(4) = K. Ist
U # 0 offen, so gibt es ein 0 # f € A mit D(f) C U. Es folgt
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0 € D(f) C U. Ferner ist Ox(D(f)) = Ay C K. Also ist die Hal-

mabbildung Ox(D(f)) — Ox, injektiv. Fiir eine beliebige offene Teilmenge

) # U C X haben wir eine offene Uberdeckung U = |J D(f;) gewahlt und
i€l

Ox(U) = {(Si>i61 8 € Afi,resD(fi)D(fifj)si = resD(fj)D(fifj)sj fiir alle i,j S I}
definiert. Sei s = (s;)ie; € Ox(U) mit s¢ = 0. Dann ist (s;)¢ = (resyp(y,)s)e = 0 fiir
alle ¢ € I, woraus s; = 0 folgt. Also ist s = 0, d.h. die Halmabbildung

Ox(U) — Oxf =K

ist injektiv.
Daraus folgt, dass auch alle Restriktionsabbildungen injektiv sind. O

Definition 6.8 Ein geringter Raum ist ein Paar (X, Ox ), bestehend aus einem topolo-
gischen Raum X und einer Garbe von Ringen Ox auf X. Ein geringter Raum (X, Ox)
heifst lokal geringter Raum, falls fiir jedes © € X der Halm Ox , ein lokaler Ring ist.

Beispiel: Fiir jeden Ring A ist (Spec A, Ospec 4) ein lokal geringter Raum. Wir bezeich-
nen ihn meist einfach als Spec A.

Definition 6.9 Ist (X, Ox) ein lokal geringter Raum und =z € X ein Punkt, so sei
m, C Ox . das eindeutig bestimmte maximale Ideal im lokalen Ring Ox ;. Dann ist
k(z) = Ox 5 /m, ein Korper. Wir nennen x(z) den Restklassenkorper von X in x.

Beispiel: Ist X = SpecZ, so ist k((0)) = Q. Fir jede Primzahl p ist
k((p)) = Z/pZ(yy = F, , wobei pZ,y das von p = p/1 erzeugte Ideal in Z, be-
zeichnet. Dieses ist gleich S~ (p) fiir S = Z \ (p).

Definition 6.10 Ein Morphismus
(f, %) - (X,0x) — (Y, Oy)

geringter Rdume besteht aus einer stetigen Abbildung f : X — Y und einem
Garbenmorphismus f* : Oy — f,Ox von Ringgarben auf Y.
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Sind (f, f*) : (X,0x) — (Y,Oy) und (g,¢%) : (Y,0y) — (Z,0z) Morphismen ge-
ringter Riume, so ist die Verkniipfung (g, g*) o (f, f¥) definiert durch die stetige Ab-
bildung g o f : X — Z und den Garbenmorphismus

. L
02 % g0y * Y 4. (£.0x),

wobei (g, f*)y = fj,l(v) ist.

Ist (f, f*) : (X,0x) — (Y,Oy) ein Morphismus geringter Riume, so haben wir fiir
jedes V' C Y offen einen Ringhomomorphismus

fi 2Oy (V) = LOx(V) = Ox (£ (V).
Istz € f~1(V), dann induziert dies einen Homomorphismus
Oy (V) = Ox(f71(V)) = Ox.a.

Nach der universellen Eigenschaft des direkten Limes erhalten wir einen Ringhomo-
morphismus der Halme
fa{{ : OY,f(m) - OX,a:-

Definition 6.11 Ein Morphismus
(fvfﬁ) : (X,Ox) - (Ya OY)

geringter Riume heifst Morphismus lokal geringter Rdume, falls fiir jedes x € X die
Abbildung
f: Oype) = Ox

ein lokaler Homomorphismus ist, d.h. falls gilt (fZ) = (m,) = my(,).

Definition 6.12 Ein Isomorphismus
(£,19) : (X, 0x) = (Y, O)

(lokal) geringter Rdume ist ein Morphismus (lokal) geringter Rdume, fiir den ein Mor-
phismus
(97 g’i) : (Y7 OY) - (X7 OX)
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(lokal) geringter Rdume existiert, so dass

(f, /%) o (9,9 =id(y,0,) und
(g7gﬁ) ° (fu fﬁ> = iCl(X’(’)X)

gilt.

Also ist (f, f*) genau dann ein Isomorphismus, wenn f : X — Y ein Homdomor-
phismus und f#: Oy — f.Ox ein Isomorphismus von Garben ist.

Definition 6.13 i) Ein affines Schema ist ein lokal geringter Raum (X, Ox), der
isomorph zu (Spec A, Ospec 4) fiir einen kommutativen Ring A ist.

ii) Ein Schema ist ein lokal geringter Raum (X, Ox), so dass es eine offene Uber-
deckung (U;);er von X gibt, so dass (U;, Ox|y,) fiir alle ¢ € I ein affines Sche-
ma ist. Die Garbe Ox
Ubungen besprochen).

v, ist hier die Einschrankung von Ox auf U; (wie in den

iii) Ein Morphismus bzw. Isomorphismus von Schemata ist einfach ein Morphis-
mus bzw. Isomorphismus lokal geringter Raume.

Bisher haben wir als Beispiele fiir Schemata nur affine Schemata kennengelernt. Wir
werden spéter auch Schemata untersuchen, die nicht affin (sondern ,,projektiv”) sind.

Wir bezeichnen ein Schema oft nur mit dem unterliegenden topologischen Raum und
denken uns die Garbe mit. Wir schreiben also X statt (X, Ox).

Lemma 6.14 Es sei X = Spec A ein affines Schema und g € A. Dann ist die offene
Teilmenge D(g) C Spec A, zusammen mit der Garbe Ox|p(q) ein affines Schema, das
isomorph zu Spec A, ist.

Beweis : Es sei Y = Spec A, und j : A — A, der kanonische Ringhomomorphismus.
Wir betrachten die dadurch induzierte stetige Abbildung Spec A, — Spec A, gegeben
durch p + j~!(p). Diese Abbidung induziert eine Bijektion (Ubungsaufgabe)

i:Spec Ay — D(g).

Ist a ein Ideal in 4, so ist i(V(a)) = V(j7'(a)) N D(g), also bildet i abgeschlossene
Teilmengen auf abgeschlossene Teilmengen ab. Somit ist < ein Homdomorphismus.
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Fiir jedes h € A mit D(h) C D(g) gilt ™ = bg flir ein b € A und ein n 2 0. Nach
Lemma 4.5 gilt i ~*(D(h)) = D(j(h)). Mit (Ay)(n) bezeichnen wir die Lokalisierung
von A, nach j(h). Dieser Ring besteht aus allen Elementen der Form (1/h*) (a/g™) =
a/h¥g™ fiir a € Aund k,m = 0. Man zeigt leicht, dass die Abbildung

(Ag)j(h) — Ay

a/hkgm — abm/hk:+nm

ein Isomorphismus ist.
Also ist Ox(D(h)) = Ap ~ (Ag)jm) = Oy(D(j(h))) = Oy (i~ 'D(h)). Man rechnet
leicht nach, dass fiir D(he) C D(hy) das Diagramm

Ox(D(h1)) —= Oy (i"*D(h1))

I‘BSJ J{res

Ox(D(h2)) —= Oy (i"'D(h2))

kommutiert.
Also erhalten wir fiir jede offene Teilmenge U C D(g) einen Isomorphismus

il Ox(U) S Oy (i7'U),

der mit den  Restriktionsabbildungen  vertrdglich ist. =~ Daher  ist
(i,1%) : Spec Ay — (D(g),Ox|p(y) ein Isomorphismus lokal geringter Réume.
Da (D(g),Ox|p(y)) ein Schema ist (Ubungsaufgabe), handelt es sich um einen
Isomorphismus von Schemata. O

Jetzt wollen wir fiir jeden Ringhomomorphismus ¢ : A — B einen Schema-
morphismus f : SpecB — Spec A definieren. Dabei gehen wir dhnlich vor wie
im Beweis von Lemma 6.14. Nach Lemma 4.5 induziert ¢ eine stetige Abbildung
[ : Spec B — Spec A der topologischen Rdume. Diese ist definiert als f(p) = ¢~ (p).

Proposition 6.15 Sei ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus und f : Spec B — Spec A
die zugehdorige stetige Abbildung. Dann gibt es einen Garbenmorphismus

fﬂ : OSpecA - f*OSpeCBa

so dass (f, f*) : Spec B — Spec A ein Morphismus von Schemata ist.
Wir erhalten die Abbidung ¢ zuriick als ¢ = fgpec 4 ¢ A = Ospeca(SpecA) —
J«Ospec B(Spec B) = B.
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Beweis : Fiir jedes g € A ist f~1(D(g)) = D(¢(g)) nach Lemma 4.5. Der Ringhomo-
morphismus ¢ : A — B induziert auf nattirliche Weise einen Homomorphismus

fﬁD(g) 1 Ospeca(D(9)) = Ay — Byg) = OSPecB(filD(g)) = f«Ospec B(D(9))
alg" = p(a)/e(g)".

Diese Homomorphismen sind vertraglich mit den Restriktionsabbildungen fiir
D(g1) C D(g2), wie man leicht nachrechnet.
Also induzieren sie fiir jedes U C Spec A offen einen Homomorphismus

f(ﬁ] : OSpecA(U> i OSpecB(f_lU) = f*OSpecA(U)a

der mit den Restriktionsabbildungen vertraglich ist.
Fiir jedes p € Spec B ist die Halmabbildung

fo' t Ospecap1(p) = Ap-1(5) — By =Ospecpp  gegeben durch

a/f = wla)/e(f),

denn diese wird im direkten Limes durch die Abbildung f]uj(g) fur p € D(g) induziert.
Nun ist fﬁq “HpBy) = ! (p)Ay-1(p), also ist £} ein lokaler Homomorphismus. Also
ist (f, f*) : Spec B — Spec A ein Morphismus lokal geringter Rdume, d.h. ein Sche-
mamorphismus. Da Spec A = D(1) ist, folgt in der Tat

fsﬁpecA:go:AﬂB.

Definition 6.16 Ein Morphismus von Schemata f : X — Y heifst offene Immersion,
falls es eine offene Teilmenge U C Y und einen Isomorphismus

f: (X’ OX) = (Uv OY|U)
gibt, so dass f die Verkniipfung von f mit der Inklusion i : (U, Oy|y) — (Y, Oy) ist.

Beispiel: Ist Y = Spec A fiir einen Ring A und g € A, so induziert nach Lemma
6.14 der kanonische Ringhomomorphismus j : A — A, einen Schemamorphismus
f : Spec A, — Spec A, der eine offene Immersion ist. Das offene Unterschema von
Spec A, welches isomorph zu Spec A, ist, ist hier (D(g), Ospec 4| p(g))-
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Definition 6.17 Ein Morphismus von Schemata f : X — Y heifst abgeschlossene
Immersion, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

i) Es gibt eine abgeschlossene Teilmenge Z C Y, so dass f einen Homdomorphis-
mus [ : X — Z vermittelt.

ii) Der Garbenmorphismus f* : Oy — f.Ox ist surjektiv.

Das Paradebeispiel fiir abgeschlossene Immersionen wird in folgenden Lemma dis-
kutiert.

Lemma 6.18 Es sei A ein Ring und a C A ein Ideal. Der Ringhomomorphis-
mus ¢ : A — A/a induziert nach Proposition 6.15 einen Schemamorphismus
f : Spec A/a — Spec A. Dieser ist eine abgeschlossene Immersion.

Beweis : Die stetige Abbildung f : Spec A/a — Spec A ist gegeben durch p — ¢~ (p).
Fiir jedes Primideal p in A/a gilt a C ¢~ !(p), also ¢~1(p) € V(a) C Spec A. Umge-
kehrt gibt es fiir jedes Primideal q in A mit a C q ein Primideal p in A/a (ndmlich
p = ¢(q)) mit ¢! (p) = g. Also induziert f eine bijektive stetige Abbildung

Spec A/a — V(a).

Man rechnet leicht nach, dass fiir jedes Ideal b C A/a die abgeschlossene Teilmenge
V(b) in Spec A/a unter f auf V(¢ ~'(b)) abgebildet wird. Also ist diese Abbildung ein
Homdoomorphismus.

Jetzt betrachten wir den Garbenmorphismus ft Ospeca —  [«Ospec A/q- Fiir jede
offene Menge U C Spec A\ V(a) ist f~1(U) = 0, also ist f(ﬁ] surjektiv. Somit ist auch
fiir alle g € Spec A\ V(a) die Halmabbildung f,” surjektiv.

Ist q € V(a), so gibt es ein Primideal p in A/a mit ¢! (p) = q. Die Halmabbildung ff
ist dann gegeben durch

fa' Ospec ap-1(p) = Ap-1(p) = (A/0)p = Ospec a/ap

a/lf — pla)/e(f)

Da ¢ surjektiv ist, ist auch diese Halmabbildung surjektiv.
Also ist der Garbenmorphismus f* surjektiv auf den Halmen und damit definitions-
gemaf surjektiv. Daher ist f : Spec A/a — Spec A eine abgeschlossene Immersion. [
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Definition 6.19 Es sei X ein Schema.

i) Ein offenes Unterschema von X ist ein Schema der Form (U, Ox|y) fiir eine
offene Teilmenge U C X.

ii) Ein abgeschlossenes Unterschema von X ist ein Schema der Form (Z, Oy) fur
eine abgeschlossene Teilmenge Z C X zusammen mit einer abgeschlossenen
Immersion

(f.5):(2,02) — (X,0x),
wobei f : Z — X die Inklusionsabbildung ist.

Die Strukturgarbe eines offenen Unterschemas von X ist also eindeutig bestimmt als
Einschrankung der Strukturgarbe Ox.

Auf einer abgeschlossenen Teilmenge Z C X kann es aber mehrere Strukturgarben
Oz geben, die Z zu einem abgeschlossenen Unterschema machen.

Beispiel: Die abgeschlossene Teilmenge {3} C SpecZ wird zusammen mit der
konstanten Garbe F3 = 7Z/3Z und zusammen mit der konstanten Garbe Z/9Z ein
abgeschlossenes Unterschema von SpecZ. Im ersten Fall ist das abgeschlossene
Unterschema isomorph zu Spec '3, im zweiten Fall zu Spec Z/9Z.

Definition 6.20 Es sei S ein Schema. Ein S-Schema (oder ein Schema tiber S) ist ein
Schema X zusammen mit einem Morphismus 7 : X — S. Der Morphismus 7 heifst
Strukturmorphismus und S wird auch Basisschema genannt. Ein Morphismus von
S—Schemata von7 : X — Snacho : Y — Sist ein Schemamorphismus f : X — Y,

x—1 vy
S

der das Diagramm

kommutativ macht.

Sind X,Y Schemata, so bezeichnen wir mit Mor (X,Y’) die Menge aller Schema-
morphismen von X nach Y. Sind X und Y S—Schemata, so bezeichnen wir mit
Mors (X,Y) die Menge aller S—Schemamorphismen von X nach Y.

Fiir zwei Ringe A, B setzen wir

Homginge(A, B) = {¢ : A — B Ringhomomorphismus}.
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Wir haben in Proposition 6.15 jedem ¢ € Homginge(A, B) ein Element (f, f*) in
Mor(Spec B, Spec A) zugeordnet. Umgekehrt kénnen wir fiir beliebige Schemata
X und Y jedem Schemamorphismus f : X — Y einen Ringhomomorphismus
fL 0y (Y) = (f.0x)(X) = Ox(f~'Y) = Ox(X) zuordnen.

Lemma 6.21 Sind X = Spec B und Y = Spec A affine Schemata, so sind diese beiden
Konstruktionen invers zueinander. Also ist die Abbildung

Homginge(A, B) — Mor(Spec B, Spec A)

aus Proposition 6.15 bijektiv.

Beweis : Ist ¢ € Homginge(A, B) gegeben, so hat der Morphismus f : Spec B —
Spec A aus Proposition 6.15 die Eigenschaft ff, =@.Ist f : X — Y gegeben, so miis-
sen wir noch zeigen, dass wir f erhalten, indem wir die Konstruktion aus Proposition
6.15 auf den Ringhomomorphismus f% : A — B anwenden. Es sei p € Spec B und
q = f(p) € Spec A. Dann ist das Diagramm

d

Oy(Y)=A—"-B=0x(X)

J

Oy, s(p) = Aqg T) By = Oxp
P

kommutativ. Ist a € A\ g, so ist das Bild von a in A, invertierbar, wird also unter
fF auf ein invertierbares Element abgebildet. Da dies von fi(a) € B induziert wird,
folgt f{(a) ¢ p. Somit folgt

ff,(A\q) C B\p, alsoauch
() ') < o

Nun ist ff lokal, dh. das Urbild des maximalen Ideals pB, in B, ist das
maximale Ideal qA,, also folgt fiir alle @ € ¢q nach dem obigen Diagramm

ff,(a)/l = f(a/1) € pBy,, woraus ff/(a) € p folgt. Somit ist (f{'/)*l(p) =q.

Also ist die stetige Abbildung f : Spec B — Spec A tatsdchlich die durch den Ringho-
momorphismus ff, : A — Binduzierte. Ist g € A, so giltalso f~(D(g)) = D(ff/ (9))
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nach Lemma 4.5. Das Diagramm

y(Y) = a1t 5o (f«Ox)(Y)

|

D(g)) = 44 4>Bf” (9) — = (f«Ox)D(g)

D(Q)

kommutiert, da f* ein Garbenmorphismus ist. Nach der universellen Eigenschaft der
Lokalisierung aus Lemma 6.2 stimmt also f]ﬁj(g) mit der Abbildung

Ay — Bfﬁ(g)

alg" — fi(@)/f )"
iiberein, die dasselbe Diagramm kommutativ macht. Nach Proposition 6.15 ist also
der durch ff/ induzierte Garbenmorphismus Oy — f.Ox auf allen offenen Mengen
der Form D(g) gerade die Abbildung f*. Da zwei Garbenschnitte gleich sind, wenn

sie auf einer offenen Uberdeckung gleich sind, stimmen die beiden Garbenmorphis-
men tiberall tiberein. O

Proposition 6.22 Es sei Y = Spec B ein affines Schema und X ein beliebiges Schema.
Dann ist die Abbildung
MOI'(X, Y) - HomRinge(OY (Y)a OX (X))
o= R
bijektiv.

Beweis : Esist X = |J U; fiir affine Schemata U;. Fiir jeden Index i ist also nach Lemma

6.21 '

MOI‘(U,;7 Y) — HomRinge(B, OX (Ul))
fo=
bijektiv.
Bezeichnen wir mit f; : U; — Y die Verkniipfung von f mit der offenen Immersion
Ui — X, sogilt

(fHu, = resxu, o fi.
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Sindnun f, g € Mor(X,Y) mit f& = g% gegeben, so folgt (f/)v, = (¢")v,, also fi = g..

Daherist f =g (Ubungsaufgabe).

Ist umgekehrt ein Ringhomomorphismus ¢ : B — Ox(X) gegeben, so liegt
;i = resxy, o : B — Ox(X) — Ox(U;) in Homginge(B, Ox (U;)). Also existiert
ein Schemamorphismus f; : U; — Y mit ( ff)Ui = ;. Ist V. C U; N U; eine offene
affine Teilmenge, so kommen f;|y : V — U; — Y und fj|y : V — U; — Y beide
von dem Ringhomomorphismus resxy o ¢ her, sie stimmen also nach Lemma 6.21
tiberein. Also kénnen wir die f; : U; — Y zu einem Morphismus f : X — Y verkle-
ben (Ubungsaufgabe). Da resxy, o fi. = (f)u, = ¢; = resxy, o ¢ fiir alle i gilt, folgt

f, = . Also ist die betrachtete Abbildung auch surjektiv. O

Zum Abschluf} dieses langen Kapitels wollen wir noch die niitzliche Technik des Ver-

klebens von Schemata kennenlernen.

Lemma 6.23 (Verkleben von Schemata) Es sei S ein Basisschema, I eine Indexmen-
ge und {X;};cr eine Familie von S—Schemata. Fiir jedes j # i sei eine offene Teil-
menge U;; C X; gegeben, die wir mit der eingeschrénkten Strukturgarbe zu einem
offenen Unterschema von X; machen. Fiir alle ¢ # j in I seien ferner Isomorphismen
wij : Uij — Uj; von S—Schemata gegeben, so dass

i) (¢i;)"' =¢ji und

il) i (Ui; NUik) =Uj;; NUj, sowie

ik = @jrowi;  auf Uy N U

gilt. Dann existiert ein S—Schema X zusammen mit offenen Immersionen von
S—Schemata
i Xy — X

fur alle ¢ € I, so dass gilt:
i) X =Uvi(Xi)
ii) ¥i(Uij) = i (Xi) N;(X;)
iii) ¢ = ;09 auf Uy;.
Wir sagen, X entsteht durch Verkleben der X; entlang der Isomorphismen ¢;;.
Beweis : Zunédchst konstruieren wir den topologischen Raum X als Quotient der dis-

junkten Vereinigung U X, nach folgender Aquivalenzrelation:
Fir z € X; und y € X; mit ¢ # j gelte z ~ y genau dann, wenn ¢;;(x) = y ist. Dann
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haben wir eine surjektive Abbildung ¢ : |J X; — X, und wir statten X mit der Quo-
tiententopologie beziiglich ¢ aus. Eine Teilmenge U C X ist also genau dann offen,
wenn ¢~ (U) € |JX; offen ist. Fiir alle i € I ist dann

wi:Xi(_’UXigX

stetig und es gilt 1; = 9; o ¢;; auf U;;. Die Teilmenge U; = 9;(X;) C X ist offen und
; + X; — U, ist ein Homoomorphismus. Wir setzen

Ouv, = ¢:.Ox;.

Dann ist (U;, Oy, ) ein geringter Raum isomorph zu (X;, Ox,), also ein Schema. Fiir
alle i # jgilt U; NU; = ¢;(X;) N ¥;(X;) = ¥;(Ui;) = ¢,(Uj;) nach Konstruk-
tion. Also folgt Ou,jy,nu, = (V1. Ox))vinv; = 5. (Ox; ;) = 5. (i3 Ox,luy) =
(105 0 ©ij)«(Ox, 1, ) = ¥i.(Ox,1y,,) = Ouijy,nu, - Also existiert eine Garbe Ox auf X
mit O/, = Oy, (Ubungsaufgabe).

Dann ist (X, Ox) ein Schema, da es eine offene Uberdeckung aus Schemata (U;, Oy,)
besitzt. Nach Konstruktion ist

vt Xy — X

eine offene Immersion. Ferner gilt X = | J;(X;). Wir miissen nur noch zeigen, dass

X ein S—Schema und dass alle 1); S—Morphismen sind. Dazu definieren wir =; :
-1

U; — S als die Komposition 7; : U; i, X; — 5. Da die ¢;; S—Morphismen sind, ist
das Diagramm

¥t
UZ' n Uj —_ Uij

\

Pij S

. L7

UuinlU; —X— Uy,

kommutativ, also ist ;

v.nU; = Tjlu,nu,- Somit kdnnen wir die 7; zu einem Morphis-

mus 7 : X — S verkleben. Nach Konstruktion sind dann die 7; S—Morphismen. [

Mit Hilfe der Technik des Verklebens von Schemata kénnen wir jetzt ein Schema
konstruieren, das nicht affin sind.

Beispiel: Sei A ein Ring und n 2 0. Fiir alle 0 < ¢ < n setzen wir

T 1 Tipa Tn]
T Tt T

T
X; = Spec A[%, -
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Alsoist X; ~ A"}.
Ferner sei X;; = D(T; 'T;) C X; fiir alle j # i. Es ist

Ty Ty Tipq Tn]
T T T %

Ox, (Xi5) = Al
Wir erhalten einen nattirlichen Isomorphismus.
Ox, (Xi;) — Ox, (Xj4),

der fiir alle & # ¢ das Element % auf 7= /1: abbildet. Da X;; und Xj; affine Sche-
mata sind, liefert dies nach Propositionj 6.15 einen Isomorphismus von Schemata
pij + Xij — Xji.

Diese Isomorphismen erfiillen die Voraussetzungen von Lemma 6.23. Also lassen sich
die A—Schemata X; entlang der X;; zu einem A—Schema P’} verkleben. Dieses nen-
nen wir den n—dimensionalen projektiven Raum iiber A. Wir werden im néchsten
Kapitel eine andere Konstruktion von P”; kennenlernen.

Proposition 6.24 Es sei k ein Korper. Es gibt eine nattirliche Bijektion
P (k) — { Geraden in k" "'},

wobei mit Geraden in k™! die eindimensionalen Unterrdume von k"' gemeint sind.

Beweis : Es ist X;(k) = A" (k) = k", wobei X;(k) und X, (k) entlang

X”(k) = {(CLO7 ceey Q15 W1y ey an) S k™ aj 7é 0} C Xz(k') bzw.
Xﬂ(k’) = {(C(,o, vy A1, Qg1 weny 0,”) ck”: a; 7é O} C XJ(k)

verklebt werden. Die Verklebeabbildung ist

(@0, ooy @im15Qit1, ooy an) = (boy ooy bj—1, D541, ey by)

% falls ki, j

mit by = aj
L falls k=i.
J
Wir definieren fiir x = (ag, ..., a;—1, Gi+1, -, a,) € X;(k) die Gerade [, in k" als
lineare Hiille von (ag, ..., @j—1, 1, @Giy1, oy Gn).
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Liegt z in X, ;(k), so definieren = und ¢;;(z) € X;(k) dieselbe Gerade. Also erhalten
wir eine wohldefinierte Abbildung

7:PUk) — {Geradenink" "'}
T — .

Esist z € X;(k) genau dann, wenn I, ¢ {(co, ..., cnt1) € k"' : ¢; = 0} gilt. Daher
folgt aus [, = [,, dass es ein i gibt mit z,y € X;(k). Auf X, (k) ist die Abbildung aber
offensichtlich injektiv, d.h. es ist z = y. Somit ist 7 injektiv auf P} (k).

Ferner gibt es fiir jede Gerade [ in k"™ ein i mit | ¢ {(co, ..., cnt1) € k" 1 ¢; = 0}
Also hat [ einen Erzeuger der Form (aq, ..., ai—1,1, Git1, ..., a,). Dannist I = [, fiir
z = (ao, .-y Qi—1, Git1, -, an) € X;(k), d.h. 7 ist auch surjektiv. O

Wir definieren auf k"1 \ {0} eine Aquivalenzrelation durch
(ag, «.eyan) ~ (boy -y bp)
genau dann, wenn es ein A € k> gibt mit
bo = Ao, -, by = Aain.
Wir schreiben [ag : ... : a,] fiir die Aquivalenzklasse von (ay, ..., a,) unter dieser
Aquivalenzrelation. Es gilt also [ag : ... : a,] = [Aag : ... : Aa,] fiir alle A € k.
Dann zeigt dasselbe Argument wie im Beweis von Proposition 6.24, dass sich die

Abbildungen
Xi(k) — {lao: ...:an]:a; #0}

(G,Q, covy g1y Ajp1y oony an) — [ao Dt Qi1 - 1: (077 an]

zu einer Bijektion

P (k) — {lao : ... : an] : ag, ...,an € k, nicht alle 0}
zusammensetzen lassen.
Entspricht z € P"(k) unter dieser Zuordnung dem Wert [a¢ : ... : ay], SO nennt man
[ag : ... : ay] auch projektive Koordinaten von x.

7 Projektive Schemata

Wir wollen jetzt eine Methode kennenlernen, um abgeschlossene Unterschemata des
projektiven Raums zu konstruieren. Dazu brauchen wir ein paar Vorbereitungen.
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Definition 7.1 i) Ein graduierter Ring B ist ein Ring der Form

B =D Ba,

420

wobei alle By Untergruppen von B sind, die B4qB. C Bgy. erfiillen. Die Ele-
mente in By heiffen homogene Elemente vom Grad d.

ii) Sei A ein Ring. Eine graduierte A-Algebra ist ein graduierter Ring B, der gleich-
zeitig eine A-Algebra ist, so dass das Bild von A in Bj enthalten ist.

Beispiel: Ist A ein Ring, soist B = A[X;, ..., X,,] eine graduierte A-Algebra. Hier ist

Ba={ >  aX{*..X}: firalle I mitas # 0gilti + ... +i, = d}.
I=(i1, .. in)
Die homogenen Elemente von Grad d sind also hier die homogenen Polynome vom
Grad d.

Definition 7.2 Ein Ideal a in einem graduierten Ring B heifit homogen, falls

a:@(aﬂBd).

420

Lemma 7.3 Ein Ideal a in einem graduierten Ring B ist genau dann homogen, wenn
es von homogenen Elementen erzeugt wird.

Beweis : Angenommen, a = (f;)ic; mit f; € By, fiir gewisse d(i) = 0. Dann ist jedes
Element g € a eine Linearkombination der Form

g=g1fi, + .. +9rfi,

fur gj € B und 4, ..., 4, € I. Indem wir alle g; als Summe homogener Ele-
mente schreiben und ausmultiplizieren, erhalten wir g € € (an By). Also folgt
d=0
a C @ (an By) und damit Gleichheit, denn die andere Inklusion ist trivial.
d=0

Wir nehmen umgekehrt an, dass a = @ (a N By) gilt. Seien (f;);cr beliebige Erzeuger
d>0
von g. Alle f; liegen in € (a N By), lassen sich also als endliche Summe homogener
d=0
Elemente in a schreiben. Die homogenen Summanden aller f; bilden ebenfalls ein

Erzeugendensystem von a. O
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Lemma 7.4 Summe, Schnitt und Radikal von homogenen Idealen sind wieder homo-
gene Ideale.

Beweis : Wir zeigen dies nur fiir die Summe, die anderen Behauptungen sind
Ubungsaufgaben.

Sind (a;c7) homogene Ideale, so besitzen alle a; nach Lemma 7.4 ein Erzeugenden-
system aus homogenen Elementen. Vereinigt man all diese Erzeugendensysteme, so

erhilt man ein Erzeugendensystem von ) ;. Also ist auch ) a; homogen. O
i€l i€l

Lemma 7.5 Ein homogenes Ideal p # B in einem homogenen Ring B ist genau dann
prim, wenn fiir homogene Elemente f, g € B gilt: Ist fg € p, so folgt f € p oder g € p.

Beweis : Ubungsaufgabe. U

Fiir jeden homogenen Ring B = € B, setzen wir B, = ) By. Die Teilmenge B,
d=0 d>0

ist ein homogenes Ideal in B.

Definition 7.6 Fiir jeden homogenen Ring B sei

Proj B = {p C B : p homogenes Primideal mit B, ¢ p}.

Wir wollen nun die Menge Proj B mit der Struktur eines Schemas ausstatten. Dazu
benotigen wir zundchst eine Topologie auf Proj B. Diese definieren wir analog zur
Topologie auf Spec A wie folgt. Fiir jedes homogene Ideal a C B sei

V(a) ={p € ProjB : a C p}.
Lemma 7.7 Es seien {a;};cr, a, b homogene Ideale in B.
i) V(0) = Proj B, V(B.) = 0.
i) V(anb) =V(a)UV(b).

i) V(3 ai) = N V(a).

i€l i€l

Beweis : Analog zum Beweis von Lemma 4.2. O
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Wir nennen eine Teilmenge U C Proj B offen, falls es ein homogenes Ideal a C B
gibt mit U = Proj B\ V'(a). Nach Lemma 7.7 erhalten wir so eine Topologie auf Proj B.

Jetzt wollen wir eine Garbe von Ringen auf Proj B definieren. Fiir jedes homogene
Element f € B, sei

Di(f) ={p € ProjB: f ¢ p} = Proj B\ V((/)).

Die offenen Mengen D_ (f) fiir homogene f € B, bilden eine Basis der Topologie
auf Proj B, d.h. jede offene Umgebung U eines Punktes p € Proj B enthilt ein D (f).
Dies sieht man folgendermafen ein. Es gilt U = Proj B\ V'(a) fiir ein homogenes Ideal
amita ¢ p. Fallsan B4 C p, so folgt aN By ¢ p, da a homogen ist. Also existiert ein
feanBymit f ¢ p. Da By ¢ pist, gibt es zusétzlich ein g € B4 mit g ¢ p. Also folgt
fg ¢ p,aber fg € an By. Das steht im Widerspruch zur Annahme a N B1 C p. Diese
ist also falsch. Fiir f € an By mit f ¢ p folgtnunp € D, (f) C U.

Definition 7.8 i) Fiir f € B, homogen vom Grad d > 0 sei

By = {% : b homogen vom Grad dk}.

ii) Fiir ein homogenes Primideal p in Proj B sei

By = {% ¢ ¢ p,b,chomogen vom selben Grad }.

Esist B(yy C By und B,y C B, jeweils die Menge der homogenen Elemente vom
Grad 0, wenn man den Grad eines Bruches als Zahlergrad minus Nennergrad defi-
niert.

Wir definieren nun eine Garbe Opy; p auf Proj B.

Definition 7.9 Es sei Oproj 5(D+(f)) = By).

Jetzt wollen wir Restriktionsabbildungen definieren. Dazu brauchen wir folgendes
Lemma.

Lemma 7.10 Es seien a und b homogene Ideale in B. Dann gilt V(a) C V(b) genau
dann, wenn b N B, C /a.
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Beweis : Ist b N B. C /a,sosei p € V(a), d.h. p ist ein homogenes Primideal mit
By ¢ pund a C p. Dann folgt bN B, C v/a C p. Essei g € By ein Element mit g ¢ p.
Dann gilt fiir alle f € b, dass fg € b N By C pist. Also ist f € p. Somit folgt b C p,
d.h.p e V(b).

Umgekehrt nehmen wir V(a) C V(b) an. Es sei p ein beliebiges Primideal in B mit

a C p. Dann ist p" := @ pN By nach Lemma 7.5 ein homogenes Primideal in B.
d>0

Gilt By ¢ p", so folgt wegen a = a" C ph, dass p" € V(a) C V(b) gilt. Somit ist
bN By C b CphCp Gilt Bf Cp sofolgtbn By C p* C p. Alsoist bn By C

N p=+a 0

p Primideal,aCp

Wir nehmen nun an, fiir homogene Elemente f,g € B, gilt D, (g) C D1 (f). Dann
folgt V((f)) € V((g)), also mit Lemma 7.10 (g9) N By C +/(f). Insbesondere ist g €
\/m, dh.esgilt g = bf™ fireinb € Bund ein n 2 0. Da f und g homogen sind,
konnen wir b homogen wihlen. Die natiirliche Abbildung By — B, aus §6 induziert
einen Ringhomomorphismus

1€ D, (1)D4(g) * Oproj B(D1(f)) = B(y) = B(g) = Oproj (D+(9))-
Lemma 7.11 Es gelte D, (f) = UI D, (f;) fur homogene Elemente f, f; € By.
i€
i) Ists € By mitres p (s)p, (s,)s = O fiiralled € I, soist s = 0.
ii) Sind s; € B(y,) gegeben mit res p, (y,)p, (1,5,)5i = €S D, (f,)D. (f.f;)5; fur alle

i,j € I, s0 existiert ein s € B(y) mitres p, (y)p, (s,)s = s flirallei € I.

Beweis : Das folgt aus Proposition 6.4. O

Nun kénnen wir wie in §6 fiir jede offene Menge U C Proj B eine offene Uberdeckung

U= U D4+(f;) fur f; € By wahlen und
i€l

Opij(U) = {(Si)ie] 18 € B(fz) mit res Dy (f)Dy(fif;)Si = res Dy (f;)D+(fif;)Si fiir alle i,j € I}
setzen. Mit Hilfe von Lemma 7.11 folgt, dass Opyj p eine Garbe auf B ist.

Lemma 7.12 Sei p € Proj B. Dann gilt fiir den Halm von Opyyj 5 in p

Oproj B,p =~ Byy)-
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Beweis : Es gilt

OProj Byp = hi}l’l OProj B (U)
peU offen
= lim  Opwjp(D+(f))
fép

f€B, homogen
= lim By = By)-

fép
f€B homogen

mit demselben Argument wie in Proposition 6.6. O

Der Ring By ist lokal mit maximalem Ideal

{9 :bep,c¢p,bund chomogen vom selben Grad}.
c

Also ist Proj B ein lokal geringter Raum.

Proposition7.13 Es sei f € B, ein homogenes Element. Dann ist
(D4(f), Oprroj Bl D, (1)) als lokal geringter Raum isomorph zu Spec B .

Beweis : Es sei j : B — By der kanonische Ringhomomorphismus j(b) = b/1. Der
Ring By ist ein Unterring von By. Fiir jedes homogene Ideal a in B sei p(a) = a By N
B(y). Hierist aBy = {7 : a € a,k 2 0} das von j(a) in By erzeugte Ideal. Ist
p € D, (f), soist p(p) ein Primideal in By). Das liefert eine Abbildung

@ : Dy (f) — Spec By).

Diese ist bijektiv. Man priift namlich leicht nach, dass fiir jedes Primideal q in B ;) die
Zuordnung q — j~',/qB; eine Umkehrabbildung liefert.

AuBlerdem gilt fiir ein homogenes Ideal a genau dann a C p, wenn ¢(a) C ¢(p) gilt.
Somit ist ¢ ein Homdomorphismus.

Wir zeigen nun, dass fiir alle D, (g) C D4 (f) gilt ¢(D4(9)) = D(a), wobei
a=g"/f™ € By mitr = grad (f) und m = grad (g) ist. Ist p € D (f) mitg € p, so
ist offenbar o € p By N B(y) = (p). Istp € Dy (f) mit g ¢ p, so rechnet man nach,
dass o ¢ pBy N By gilt. Somit folgt ©(D(g)) = D(«).

Aus D, (g) C Do (f) folgt g" = fbfireinn 2 0 und ein b € B. Da g und f homogen
sind, kénnen wir b homogen wéhlen, indem wir nur die Komponente im Grad mn —r
betrachten.
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Der Ringhomomorphismus resp, (r)p, (y) : B(y) — By bildet a = Jf’—; auf das inver-
tierbare Element ggTTb: in B, ab. Nach der universellen Eigenschaft der Lokalisierung
induziert er also einen Homomorphismus (‘O%Jr(g) : (B(f))a — B(g). Eine etwas miih-
mit

selige, aber elementare Rechnung zeigt, dass diese Ringhomomorphismen goﬁD+ )

den Restriktionsabbildungen vertrdglich und Isomorphismen sind. Also konnen wir
sie zu einem Garbenisomorphismus

©": Ospec By, — 2+Op. (1)

zusammensetzen. O

Korollar 7.14 (Proj B, Opy p) ist ein Schema.

Beweis : Der lokal geringter Raum (Proj B, Opyj 5) besitzt nach Proposition 7.13 eine
offene Uberdeckung aus affinen Schemata. O

Lemma 7.15 Ist B eine graduierte A-Algebra, so ist Proj B ein A-Schema.

Beweis : Der Ringhomomorphismus a : A — B, der B zu einer A-Algebra macht,
landet definitionsgemafs in By. Fiir jedes homogene f € B, induziert o also einen
Ringhomomorphismus « : A — By definiert durch a(a) = a/1. Diese Ringhomo-
morphismen vertragen sich mit der Restriktionsabbildung fiir D (g) C D, (f). Also

erhalten wir einen Ringhomomorphismus

A— OProj B(PI‘Oj B)

Nach 6.22 induziert dieser einen Schemamorphismus Proj B — Spec A. O
Beispiel: Es sei A ein Ring und B = A [z, ..., z,] der Polynomring mit der oben de-
finierten Graduierung. Dann ist B, = (zg, ..., ). Jedes homogene Primideal p in

B mit B. ¢ p enthilt mindestens eines der xz;, nicht, liegt also in mindestens einem
D (zk).

Somit bilden D, (z), ..., Di(z,) eine offene Uberdeckung von ProjB. Sei
k €40, ..., n}. Dann ist

Oproj B(D4(7x)) = Alz0 -, Tnl(ay)-
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Im folgenden bedeutet das Zeichen " iiber einer Variable, dass diese weggelassen
werden soll. Wir haben einen Isomorphismus

Ty Ty T
A[LL'(), ceey xn](zk) — A Ty eeey Ty eeey — |
Tk Tk Tk
der fiir ein Element _ 4
> arxy ... xk

I=(ig, ..., in), 0+ ... +in=d

d
Ly

gegeben ist durch

i0 i,
Sarxg ... xl i ik in
I To Tk T '
T T Tk T Tl

Die Umkehrabbildung wird auf Monomen gegeben durch

u

7;0 —~1k ’L
azy ...Ty Tl

j io N ir i
Ty o Tk Tn \ "
r—; —a | — e | — e | — .

T Tk Tk Tk

Nach dem Beweis von Proposition 7.13 ist

Obroj (D (zh11))  ~ (A {‘”0 oy “D , da
Ty

g g T

Di(zkz) C Diy(ak)

ist. Andererseits ist auch

Opvoj B(Dy (wga1)) =~ (A [wov SO mn}) , da
Tk
D+(mkxl) C D+(1‘l)

ist.
Schaltet man diese beiden Isomorphismen hintereinander, so erhélt man gerade die
Verklebungsabbildungen aus der Definition von P’} in §6. Somit folgt

P ~ Proj(A [xo, ..., Tn])-

Lemma 7.16 Es seien B = @ B,y und C = @ C, graduierte Ringe und ¢ : B —
d=0 d20
C ein graduierter Homomorphismus, d.h. es gibt ein » 2 1 mit p(By) C C,q fiir
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alle d 2 0. Es sei a das homogene Ideal a = (B ) C in C. Dann induziert ¢ einen
Morphismus von Schemata

f:ProjC\ V(a) — Proj B.

Fiir jedes homogene b € B, gilt f~' (D (b)) = Dy (¢(b)) und f|p, (o)) ist gerade
der Morphismus affiner Schemata, der durch den Ringhomomorphismus

By — Cow

bt = pla)/p®)

induziert wird.

Beweis : Ist p ein homogenes Primideal in C, so ist ¢~!(p) ein homogenes Primideal
in B, da ¢ mit der Graduierung vertréglich ist. Gilt a ¢ p, so folgt B ¢ ¢~ !(p), also
erhalten wir eine Abbildung

f:ProjC\V(a) — ProjB
P 0 ()
Diese ist offenbar stetig.
Ist b € By homogen und p € ProjC \ V(a), so ist ¢(b) € p genau dann, wenn

b € ¢ (p) gilt. Daraus folgt f~'D, (b) = D (¢(b)). Wir definieren einen Ringho-
momorphismus

fﬁD+(b) : Oproj5(D4(b)) = By —  Clpw)) = Oproj c\v(u)(f_1D+(b)) durch
a/bh —  p(a)/p(b)".
Da ¢ graduiert ist, wird ein Element vom Grad 0 in B;, auf ein Element vom Grad 0
in Cy;) abgebildet, diese Abbildung ist also wohldefiniert.
Man {iiberpriift leicht, dass die Ringhomomorphismen fﬁD+(b) mit den Restriktions-

abbildungen vertrdglich sind. Also konnen wir sie zu einem Garbenmorphismus
fﬁ : Opmj B — f*OPrO]' C\V(a) ZUSammensetzen. O

Ist a C B ein homogenes Ideal in dem graduierten Ring B, so ist auch der Quotien-
tenring B/a graduiert, indem wir

(B/Cl)d = Bd/(aﬂBd)

setzen. Wir betrachten nun den Fall B = A [zq, ..., z,,] flir einen Ring A.
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Proposition 7.17 Ist a C A[zo, ..., ,,] ein homogenes Ideal, so vermittelt der gra-
duierte Homomorphismus ¢ : A [z, ..., z,] — Alao, ..., a,]/a eine abgeschlossene
Immersion

f : Proj (A[xo, ..., xn)/a) — P4,

so dass das Bild der zugehorigen stetigen Abbildungen die abgeschlossene Teilmenge
V(a) C P7 ist.

Beweis : Wir setzen B = A|xo, ..., ,]. Der Homomorphismus ¢ erfiillt ¢(By) =
(B/a)4, also erhalten wir einen Morphismus

f :ProjB/a — Proj B =P}

mit Lemma 7.16.

Ist p C B ein beliebiges homogenes Primideal mit By ¢ p und a C p, so ist ¢(p) ein
homogenes Primideal in B/a mit (B/a)y+ ¢ ¢(p). Dies definiert eine Umkehrabbil-
dung V(a) — Proj B/a. Man priift leicht nach, dass f(V (b)) = V(p1(b)) fiir jedes
homogene Ideal b C B/a gilt. Daher ist f ein Homéomorphismus auf die Teilmenge
V(a) C P%. Der Garbenmorphismus

fji : O]P’;; - f*OProjB/m

ausgewertet auf D, (b) C P7 liefert nach Lemma 7.16 einen surjektiven Ringhomo-
morphismus. Da die offenen Mengen der Form D, (b) eine Basis der Topologie bilden,
ist f* surjektiv. Somit ist f nach Definition 6.17 in der Tat eine abgeschlossene Immer-
sion. u

Definition 7.18 Es sei A ein Ring. Ein projektives A-Schema ist ein A-Schema X —
Spec A, so dass es eine abgeschlossene Immersion i : X — P von A-Schemata gibt.

Es sei k ein Korper. Jetzt wollen wir die k-rationalen Punkte eines projektiven k-
Schemas als Nullstellenmenge beschreiben.
Ist a C k|[xo, ..., z,] ein homogenes Ideal, so gilt a = (f1, ..., f) fiir endlich viele
homogene Polynome f;. Ist f; homogen vom Grad d und (ao, ..., a,) € k", so gilt
fur alle A € k*:

fi(Xag, ..., Aan) = X fi(ao, ..., an).

Somit ist f;(Aag, ..., Aa,) = 0 genau dann, wenn f;(ao, ..., a,) = 0 ist.
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Definition 7.19 Ein Punkt z € P} (k) heifst Nullstelle des homogenen Polynoms f,
falls fiir beliebige projektive Koordinaten « = [ag : ... : a,] gilt f(ao, ..., an) = 0.

Vorsicht: Andere Werte als 0 sind nattirlich nach der obigen Formel nicht unabhingig
von der Wahl eines Vertreters!

Definition 7.20 Ist a = (f1, ..., f») ein homogenes Ideal in k [z, ..., ,,] mit homoge-
nen Erzeugern f1, ..., f,, so definieren wir die Nullstellenmenge von a durch
Zi(a)={x=lag: ...: an]: (ag...a,) € k"™\{0}, fi(ag, ..., a,) = O fiirallei =1, ..., r}.

Dann gilt folgendes Resultat:

Lemma 7.21 Unter der Bijektion 3 : P?(k) — {[ao, ..., an] : (ag, .., ay) € K¥*1\ {0}}
aus §6 wird P} (k) N V(a) mit Z4 (a) identifiziert.

Beweis : Wir setzen X; = D,(z;) fur alle ¢ = 0,..,n. Es ist X; =~
Speck[zo, ... Tn)(;) = Speck[F%, .., Tt .., 2] ~ AR Essei a = (fi, .., f;)
mit homogenen Polynomen f;. Unter dem Isomorphismus k [z, ..., x] @) =
k [i—‘ﬁ - %?, s %} wird ak[zo, ..., Tnlz, N k[zo, ..., 2n](e,) abgebildet auf a; =
(f1 (‘;—0, ey “;—") s ey [ (ﬁ—“, e Z—”)) Also entspricht V(a) N X; der Menge

—

V(a;) C Speck {ﬁ—“ LB ’;—"} . Wir haben in §6 gesehen, dass

T

Blx, k) s Xi(k) — {lao: ...t an] :a; # 0}

(@0, ooy Bim1y Qig1y vy Qn) = @0 : et G121 @ig1 o et Gy
gilt. Hier haben wir X (k) ~ A} (k) wie zuvor mit k™ identifiziert. Unter dieser Iden-
tifikation entspricht V'(a;) N X;(k) gerade der Nullstellenmenge von a; in k", wie
wir in den Ubungen gesehen haben. Also bildet 3|, ) die Menge V (a;) N X;(k)
auf {{ag : ..t aj—1 2 1 g1 ¢ s oan) : flag, oy ai—1, 1,04, ...y an) = 0 fur alle
feat=2Z(a)n{[ao: ...: an] : a; # 0} ab. Daraus folgt die Behauptung. O

Beispiel: Es sei k ein Korper und a, b € k. Wir betrachten

f(X,)Y,2)=Y?*Z - X3 —aXZ*-bZ% c k[X,Y, Z].
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Dieses Polynom liefert ein projektives k-Schema
X =Proj (k[X,Y,Z]/(Y?Z — X? —aXZ* - bZ?)).

Wie wir spéter sehen werden, hat X die Dimension 1, wir nennen X daher eine pro-
jektive Kurve.
Esist X(k) = {[z : y : 2] € P*k) : y?2 — 2% — azz? — b2z = 0} und
X(k)NnV((z)) = {[0 : y : 0]}. Dieser Punkt [0 : y : 0] wird manchmal auch als
o bezeichnet. Es ist ferner X(k) N Dy (z) = {(z,y) € k* : y* = 23 + ax + b}. Ist
4a® + 27b* # 0, so kann man nachrechnen, dass in allen Punkten aus X (k) N D (z)
die Ableitungen

0

PR 2_
a:C(y x

3—ax—b)und§y(y2—x3—am—b)

nicht verschwinden.

Wie wir spéter sehen werden, fithrt dies dazu, dass X keine ,Singularititen” hat. In
diesem Fall heifst X ,elliptische Kurve tiber k“. Solche elliptischen Kurven X sind
interessant, da X (k) die Struktur einer Gruppe trdgt. Das Gruppengesetz auf X (k)
1aBt sich wie folgt beschreiben: Sind P,Q € X(k), so legt man durch beide Punkte
in P2(k) eine Gerade. (Ist P = (), so wihlt man die Tangente an X (k) in P). Diese
Gerade schneidet X (k) in einem dritten Punkt R* = [a : b : ¢]. Diesen ,spiegeln
wir an der y-Achse” und erhalten einen Punkt R = [a : —b : ] auf X (k). Alternativ
konnen wir R so beschreiben, dass wir R* durch eine Gerade mit co = [0 : 1 : 0]
verbinden und den dritten Schnittpunkt dieser Gerade mit X (k) wéhlen. Zusammen
mit der Verkniipfung P + Q = R wird X (k) eine abelsche Gruppe mit neutralem
Element co. Das inverse Element zu [a : b: ] ist [a : —b: c].
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