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Riemannsche Flächen

Übungsblatt 7

Aufgabe 1 (4 Punkte)

i) Seien X eine Riemannsche Fläche, G eine Gruppe und P ∈ X ein
Punkt. Die Garbe GP ist definiert wie folgt:

GP (U) =

{

G , fallsP ∈ U

{0} , falls P /∈ U

Berechne um jeden Punkt den Halm dieser Garbe.

ii) Seien U0 ⊂ X abgeschlossen und F eine Garbe auf U0. Die Garbe F̃
ist die Garbe auf X definiert durch F̃(U) := F(U ∩ U0).

Berechne um jeden Punkt den Halm dieser Garbe.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Berechne Hp(C,O) für alle p ≥ 0 und H1(C \ {p1, . . . , pn},Z).

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Sei (Gn)n∈N eine Folge von Abelschen Gruppen und für alle n ≤ m existiere
ein Morphismus ϕn,m : Gn → Gm, so dass die zwei folgenden Eigenschaften
gelten.

1. ϕn,n = IdGn
, für alle n.

2. ϕn,m2
= ϕm1,m2

ϕn,m1
, für alle n ≤ m1 ≤ m2.

Sei ∼ die Äquivalenzrelation über
⊕

i∈N

Gi, sodass xn ∼ xn′ gilt genau dann

wenn ein m existiert, sodass ϕn,m(xn) = ϕn′,m(xn′). Der direkte Limes der
Folge (Gn) ist G := lim

−→
Gi :=

⊕

i∈N

Gi/ ∼

i) Zeige, dass G eine Abelsche Gruppe ist und, dass die kanonischen Ab-
bildungen πn : Gn → G Homomorphismen sind, sodass πn = πmϕn,m.
SeiH eine Gruppe und fn : Gn → H Morphismen, sodass fn = fmϕn,m
gilt. Zeige, dass ein Homomorphismus f : G → H existiert, sodass
fn = fπn gilt und dass G bezüglich dieser universellen Eigenschaft
eindeutig ist.

ii) Sei Gi = Z/(piZ) und ϕn,m(1) = pm−n. Gib eine Präsentation von
lim
−→

Gi an.
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Aufgabe 4 (4 Punkte)

Sei σ := (1 2 3 . . . N) ∈ SN , seien a1, . . . , an ∈ N, sodass
∑

ai ≡ 0 modulo
N , seien p1, . . . , pn ∈ C ⊂ P

1 und γ1, . . . , γn geschlossene Wege die genau ein
Mal p1, . . . , pn jeweils in positiver Richtung umlaufen.
Die unverzweigte Überlagerung f : X → P

1 \ {p1, . . . , pn} heißt zyklische
Überlagerung vom Typ (a1, . . . , an) und Grad N , falls f die Monodromie-
darstellung ρ(γi) = σai hat.
Das Doppelverhältnis von vier Punkten ist [p1, p2, p3, p4] :=

p4−p2
p4−p1

· p3−p1
p3−p2

.

i) Zeige, dass f : X → P
1 \ {p1, . . . , pn} zusammenhängend ist, genau

dann wenn ggT(N, a1 . . . , an) = 1 ist.

ii) Seien f1 : X1 → P
1 \ {p1, . . . , pn} und f2 : X2 → P

1 \ {q1, . . . , qn}
zwei zusammenhängende zyklische Überlagerungen von Grad N und
Typ (a1, . . . , an) bzw. (b1, . . . , bn). Zeige, dass folgende zwei Aussagen
äquivalent sind.

Zwei biholomorphe Abbildungen M : P1\{p1, . . . , pn} → P
1\{q1, . . . , qn}

und ψ : X1 → X2 existieren, sodass das folgenden Diagramm kommu-
tativ ist.

X1
ψ

//

f1
��

X2

f2
��

P
1 \ {p1, . . . , pn}

M
// P

1 \ {q1, . . . , qn}

Eine Permutation π ∈ Sn und ein Element i ∈ N existieren, sodass
[pa, pb, pc, pd] =

[

qπ(a), qπ(b), qπ(c), qπ(d)
]

für alle a, b, c, d ∈ {1, . . . , n}
gilt und i · aj = bj für alle j ∈ {1, . . . , n} gelten.


