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Aufgabe 1

Seien (G, ∗) und (H, ?) Gruppen und ϕ : G→ H ein Homomorphismus.

a. Zeigen Sie, dass ϕ genau dann injektiv ist, wenn Ker(ϕ) = {eG}.

b. Zeigen Sie, dass das Bild ϕ(G) eine Untergruppe von H ist.

Aufgabe 2

Im Folgenden seien + und · die übliche Addition bzw. Multiplikation in R.

a. Zeigen Sie, dass die folgenden Teilmengen von R bezüglich + eine Gruppe
bilden:

(i) Z
[√

5
]
= {a+ b

√
5 | a, b ∈ Z}

(ii) Z+ 1
2Z = {a+ 1

2b | a, b ∈ Z}

b. Sind sie Ringe bezüglich + und ·?

c. Sind sie Körper bezüglich + und ·? Man kann benutzen, dass gilt: ∀k ∈ Z
ist k
√
5 /∈ Z.

Aufgabe 3

a. Sei (G, ∗) eine Gruppe und h ∈ G. Zeigen Sie, dass

ϕh : G→ G, g → h ∗ g ∗ h−1

ein Isomorphismus ist. Was ist der inverse Homomorphismus zu ϕk?

b. Sei (G, ∗) eine kommutative Gruppe, n ∈ Z. Zeigen Sie, dass

ϕn : G→ G, g → gn

ein Homomorphismus ist. Geben Sie ein Beispiel für eine Gruppe an, für
die ϕn kein Homomorphismus ist.

Aufgabe 4

Bestimmen Sie alle Untergruppen mit vier Elementen der symmetrischen Grup-
pe S4.
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