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Aufgabe 1.

Gegeben seien die elliptische Kurve
E:Y’-Y=X*-X
und der Punkt P = (0,0) auf E. Bestimmen Sie kP fiir 2 < k < 6.

Aufgabe 2.
Seien p > 2 eine Primzahl und C' die durch

C:V?=X31pX
beschriebene Kubik. Bestimmen Sie alle Punkte endlicher Ordnung in C'(Q).

Aufgabe 3.
Gegeben sei die elliptische Kurve

E:Y’=X+AX +B.
Wir definieren rekursiv die m-Teilungspolynome 1, € Z[A, B, X, Y| durch
Y_q = —1, Yo =0, Yy =1, Wy = 2Y
s = 3X*"+6A4X?+12BX — A?,
Yy = 4Y (X + 5AX* +20BX® — 5A2X? — 4ABX — 8B* — A%),
Yomy1 = ?/Jm+21/1§1 - wmflw;+1 fir m > 2,

2Y Yo, 1= wm(wzn—lmerQ - wmewrszrl) fiir m > 3.

(a) Zeigen Sie, dass v, fir alle m > 1 ein Polynom ist.
Wir definieren ferner Polynome ¢,, und w,, durch

qu = wan, - 1/}m+11/}m—1

und
4Y Wy = 2 g — ¢m—2¢72n+1‘



(b) Zeigen Sie:

1. Ist m ungerade, so sind t,,, ¢,, und (2Y)~'w,, Polynome in Z[A, B, X, Y?].
2. Ist m gerade, so sind (4Y)'4,,, ¢, und w,, Polynome in Z[A, B, X, Y?].

Wir ersetzen Y2 durch X3 + AX + B und fassen diese Polynome als Elemente in
Z[A, B, X] auf.

(c) Zeigen Sie, dass fir ¢, und v, (aufgefasst als Polynome in X) gilt:
¢m(X) = X™ 4 (Terme kleineren Grades),
U (X)? = m?X™ " + (Terme kleineren Grades).
(d) Zeigen Sie, dass ¢,,(X) und t,,(X)? teilerfremde Polynome in K[X] sind.
(e) Sei P = (x,y) ein Punkt der elliptischen Kurve £ : Y2 = X? + aX + b. Zeigen Sie:

o Pm(P)  wm(P)
miP = (wP)?’ wm<P>3) '

(f) Zeigen Sie, dass die m-Multiplikationsabbildung [m] : £ — E Grad m? hat.
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