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Aufgabe 1.

Wir betrachten das in der Vorlesung besprochene Diagramm
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Zur Erinnerung: Et ist gegeben durch Y 2 = X3 + (1− 2t)X2 + t2X.
Bestimmen Sie j(t).

Aufgabe 2.

Sei K ein Körper mit char(K) 6= 3. ζ sei eine fest gewählte dritte Einheitswurzel in K.
Bestimmen Sie

Y (3)(K) := {(E,P,Q) | E/Kelliptische Kurve, P,Q ∈ E(K), ord(P ) = ord(Q) = 3,

P 6= O, Q /∈ {O, P,−P}}.

Aufgabe 3.

Seien E/Q eine elliptische Kurve in Weierstraßform und P ∈ E(Q).

(a) Zeigen Sie, dass der Limes

ĥ(P ) = lim
n→∞

1

4n
h(2nP )

in R existiert. (Tipp: Zeigen Sie, dass 1
4n
h(2nP ) eine Cauchy-Folge ist.)

Wir bezeichnen ĥ(P ) als die Néron-Tate-Höhe von P .

(b) Zeigen Sie, dass es eine Konstante κ = κ(a, b, c) gibt, so dass gilt:

|ĥ(P )− h(P )| ≤ κ.



(c) Zeigen Sie, dass für alle m ∈ Z gilt:

ĥ(mP ) = m2ĥ(P ).

(d) Zeigen Sie, dass ĥ eine quadratische Form definiert, d. h.

〈 , 〉 : E(Q)× E(Q)→ R
〈P,Q〉 = ĥ(P +Q)− ĥ(P )− ĥ(Q)

ist eine symmetrische Bilinearform.

(e) Zeigen Sie:

1. ĥ(P ) ≥ 0,

2. ĥ(P ) = 0 ⇔ P ist ein Torsionspunkt.
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