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Aufgabe 1.

(a) Zeigen Sie, dass für alle zu 561 teilerfremden Zahlen a ∈ N gilt:

a560 ≡ 1 (mod 561).

(b) Sei n = 199843247. Wir betrachten die elliptische Kurve

C : Y 2 = X3 + 59X − 59.

Verwenden Sie ein Computer-Algebra-Paket Ihrer Wahl und bestimmen Sie mithilfe
von Lenstras Faktorisierungsalgorithmus einen nicht-trivialen Teiler von n.

Tipp: Setze P = (1, 1) und k = 16296.

Aufgabe 2.

Wir betrachten die Kurvenschar

Cd : Y 2 = X3 + d.

Mit Cd(Z) bezeichnen wir die Menge der ganzzahligen Punkte von Cd.

(a) Zeigen Sie, dass es zu jedem N ∈ N ein d ∈ N gibt mit #Cd(Z) ≥ N.

(b) Zeigen Sie, dass es eine Konstante κ > 0 und eine Folge 1 ≤ d1 < d2 < d3 < . . .
natürlicher Zahlen gibt mit #Cdi(Z) ≥ κ log log di.

Aufgabe 3.

Wir betrachten die elliptische Kurve

E : Y 2 = X3 + AX +B

über Fq mit char(Fq) 6= 2, 3.

(a) Bestimmen Sie die Automorphismengruppe Aut(E) von E.



(b) Über Fq sind zwei elliptische Kurven genau dann isomorph, wenn sie die gleiche j-
Invariante haben. Über Fq gibt es allerdings nicht-isomorphe elliptische Kurven mit
gleicher j-Invariante. In diesem Aufgabenteil sei j(E) 6= 0, 1728.

Sei d ∈ F∗
q. Wir definieren eine elliptische Kurve Ed über Fq durch

Ed : dY 2 = X3 + AX +B.

Zeigen Sie:

1. j(E) = j(Ed).

2. Für alle d1, d2 ∈ F∗
q mit d1

d2
∈ (F∗

q)
2 gilt: Ed1 ' Ed2 .

Ed bezeichent man auch als (quadratischen) Twist von E. Nach 2. hängt die Isomor-
phieklasse von Ed nur von der Restklasse von d in F∗

q/(F∗
q)

2 ab, also gibt es (bis auf
Isomorphie) genau 2 Twists.

(Man kann zeigen: Im Fall j = 1728 gibt es (bis auf Isomorphie) genau |F∗
q/(F∗

q)
4|-viele

Twists und im Fall j = 0 genau |F∗
q/(F∗

q)
6|-viele).

(c) Bestimmen Sie
∑
E/Fq

1
#Aut(E)

, wobei die Summe über alle Fq-Isomorphieklassen ellipti-

scher Kurven laufe.
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