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Aufgabe 1.

(a) Sei A ⊂ B eine Ringerweiterung und M ein endlich erzeugter A-Modul, auf dem B
treu und A-linear operiert. Zeigen Sie, daß B ganz über A ist.

(b) Sei A ⊂ B eine Ringerweiterung, u ∈ B× und x ∈ A[u] ∩ A[u−1]. Zeigen Sie, daß x
ganz über A ist.

Tipp: (a) Determinantentrick! (b) Nehmen Sie an, daß B = A[u, u−1] als A-Algebra. Finden
Sie dann einen endlich erzeugten A-Modul M mit xM ⊆ M und 1 ∈ M . Wenden Sie dann
den Beweis von (a) an.

Aufgabe 2.

Bestimmen Sie den Ganzzahlring oF zu den folgenden Zahlkörpern F und berechnen Sie die
Diskriminante ∆F :

(a) Q( 3
√

2),

(b) Q(
√
d) mit d ∈ Z quadratfrei.

Aufgabe 3. (Stickelberger Diskriminantensatz)

Sei F ein Zahlkörper. Zeigen Sie, daß die Diskriminante ∆F ≡ 0 oder 1 modulo 4 ist.

Tipp: Die Diskriminante hat mit der Determinante der Matrix C = (σ(αi)) zu tun,
worin α1, . . . , αd eine Z-Basis von oF ist und σ : F ↪→ Q̄ über die Einbettungen in den
algebraischen Abschluß läuft. Man sortiere in der Leibnitz-Formel für det(C) die Terme zu
geraden Permutationen zu G und zu den ungeraden Permutationen zu U , also det(C) =
G−U . Die Galoisgruppe einer Galoisschen Hülle F̃ /Q von F vertauscht nur Spalten von C.
Analysieren Sie, wie diese Galoisgruppe auf G und U wirkt.

Aufgabe 4. (Spurform)

Es sei L/K eine endliche separable Körpererweiterung und trL/K die Spurform L×L→ K.



(a) Sei L = K(α) von einem Element α mit Minimalpolynom f ∈ K[X] erzeugt. Bestim-
men Sie trL/K

(
αi/f ′(α)

)
für 0 ≤ i < deg(f).

Tipp: Partialbruchzerlegung von 1/f(X), Substitution Y = 1/X und Potenzreihen-
entwicklung in Y = 0.

(b) Zu f und α aus (a) sei
∑deg(f)−1

i=0 βiX
i das Polynom f(X)

X−α ∈ L[X].

Zeigen Sie, daß βi/f
′(α) mit 0 ≤ i < deg(f) die Dualbasis von 1, α, . . . , αdeg(f)−1

bezüglich der Spurform ist.

Tipp: Definieren Sie die Spur eines Polynoms aus L[X] und berechnen Sie

trL/K
(
αi/f ′(α) ·

∑
j

βjX
j
)
.

Aufgabe 5.

Seien F1, F2 Zahlkörper mit zueinander teilerfremder Diskriminante ∆F1 und ∆F2 . Zeigen
Sie, daß für das Kompositum F = F1F2 gilt:

(1) oF = oF1 ⊗Z oF2

Tipp: Das kann man so fassen: sind α1, . . . , αn eine Z-Basis von oF1 und β1, . . . , βm
eine Z-Basis von oF2 , dann wird behauptet, daß {αiβj ; 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m} eine
Z-Basis von oF ist.

(2) ∆F = ∆
[F2:Q]
F1

·∆[F1:Q]
F2

.

(3) Bestimmen Sie den Ganzheitsring und die Diskriminante von Q(
√

2 +
√
−3).
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