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Kapitel 1

Grundbegriffe

1.1 Grundbegriffe

Dieser Abschnitt fasst einige Konzepte zusammen, die als bereits bekannt vorausgesetzt werden:

Die Mengen der
e natirlichen Zahlen N :={0,1,2,3,...}
e der ganzen Zahlen Z := {0,1,-1,2,—2,...}
e der rationalen Zahlen Q :={§ : a € Z, be N\ {0}}
o der reellen Zahlen R.

Wir verwenden die folgenden Abkiirzungen fiir Summen und Produkte:

Fiir eine Funktion f : N — R und Zahlen n,m € N mit m < n ist

o die Summe der Terme der Form f(k) mit £ € N und m < k < n definiert als:
> fk) =04 f(m)+ f(m+1)+ f(m+2)+...+ f(n)
k=m

e das Produkt der Terme der Form f(k) mit £ € N und m < k < n definiert als:

II r®) =1 f(m)- fm+1)- f(m+2)-...- f(n)
k=m

Ist in den Summationsgrenzen (bzw. Produktgrenzen) die obere Grenze n echt kleiner als die untere
Grenze m, so ist die Summe (bzw. das Produkt) leer. Die Leere Summe wird interpretiert als 0 und das
leere Produkt wird interpretiert als 1.
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Beispiel 1.1 }

Es gelten also :

ot

3
Zk2:32+42+52 und Zk:on
k=3 k=5

Eine Abbildung (oder auch Funktion) f : D — B, x — f(z) bildet Werte aus dem Definitionsbereich
D in den Bildbereich B ab. Jedem Element z € D wird durch f genau ein Bild f(x) € B zugeordnet.

Gilt f(xz) =y fiir ein y € B, so nennt man x das Urbild von y. Bemerke: Jedes 2 € D besitzt ein Bild
f(z), aber nicht jedes Element y € B muss ein Urbild besitzen.

Eine Funktion heifit

e injektiv, wenn je zwei verschiedene z, 2’ € D auch verschiedene Bilder besitzen, d.h. wenn gilt:
z#c = f(z) # f(@)

o surjektiv, wenn jeder Bildpunkt y € B auch ein Urbild z € D besitzt mit y = f(z).
e bijektiv, wenn F' injektiv und surjektiv ist.

Injektiv: Die Definition fiir “injektiv” kann man sich anschaulich vorstellen als: Die Definitionsmenge D
wird in die Bildmenge “injiziert”, d.h. man findet jedes x € D einen eigenen Funktionswert y € B vor,
der einmal = war.

Surjektiv: Eine surjektive Funktion dagegen “deckt die ganzen Bildmenge ab”, jeder Bildpunkt wird bei
einer surjektiven Funktion auch tatsédchlich angenommen. Dies ist nicht selbstversténdlich:

Das Wort “Bildmenge” klingt zwar wie “die Sammlung aller Bilder f(z)”. Tatséchlich kann die Bildmenge
aber auch einfach nur eine “grobe Schitzung” sein, wie im Beispiel g : R — R mit g(x) := 22 hier sind die
Werte von g stets nicht-negativ, d.h. man “erreicht” mit ¢g nicht die ganze Bildmenge R.

Bijektiv: Eine bijektive Abbildung stellt eine Eins-zu-Eins-Relation zwischen Definitionsmenge D und
Bildmenge B her. D.h. jedes z € D hat zum einen “sein eigenes(!)” Bild f(z) € B, aber auch jeder Punkt
y € B hat genau(!) ein Urbild & € D. Dies liefert:

Sind D, B endliche Mengen und sind B, D iiber eine bijektive Abbildung f : D — B verkniipft, so haben
D und B gleich viele Elemente! Der Begriff einer bijektiven Abbildung ist in der Mathematik also beim
Zghlen von Dingen von zentraler Bedeutung.



Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Mathematische Logik: Aussagen und Logische Quantoren

Unter einer mathematischen Aussage vesteht man eine mathematische Formel, der ein Wahrheitswert
“wahr” oder “falsch” zugewiesen werden kann.

e Der Ausdruck “z? — 2x 4+ 17  ist keine mathematische Aussage sondern nur ein mathematischer
Term.

e Der Ausdruck “z? — 2z +1 = 07 ist eine mathematische Aussage (die je nach Wert von z wahr oder
falsch ist).

e Der Ausdruck “1 = 0” ist eine mathematische Aussage, die falsch ist.
e Der Ausdruck “4 ist eine Quadratzahl” ist eine mathematische Aussage, die richtig ist.

e Die Goldbach-Vermutung “Jede gerade natirliche Zahl gréfier als 2 kann als Summe zweier Prim-
zahlen geschrieben werden.” ist eine Mathematische Aussage von der bisher nicht klar ist, ob sie
wahr oder falsch ist.

Wie Aussagen im “normalen” Leben, muss jede mathematische Aussage ein Verb enthalten. Diese Verben
stecken oft in logischen Quantoren oder logischen Operatoren, die im Grunde Abkiirzungen fiir Textbau-
steine sind. In den obigen Beispielen steckt das Verb an einigen Stellen in dem Operator “=", den man
als “...ist gleich...” liest.

Wir verwenden die folgenden Quantoren und Operatoren:

logische Operatoren

Symbol | Name Zugehorige Formulierung Beispiel
- Negation Es gilt nicht ... -(3=4)
Y Oder Es gilt ...oder ... (n>2)V(n<2)
v Exklusives Oder | Es gilt entweder ...oder ... | (n>2) V(n< 2)
A Und Es gilt ...und ... (0<1)A(-1<0)
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Rechenregeln }

Es seien A, B,C mathematische Aussagen. Dann gelten:

L1) Symmetrie (AVB) < (BVA)
(ANB) < (BAA)
L2) Assoziativitit (AVB)VC &  AV(BVC)
(ANB)NC <& AN(BAC)
L3) Distributivgesetze | (AVB)AC < (AAC) V (BAC)
(AAB)VC < (AVC) A (BVC)
logische Quantoren }
Symbol | Name Zugehorige Formulierung Beispiel
v All-Quantor Fiir alle ... gilt VneN:n>0
3 Existenz-Quantor | Es existiert (mindestens) ein... | IneN:n >5
3! Es existiert genau ein ... AneN:n2 =25
A Es existiert kein ... AneN:n<0

2.1.1 Negieren von Aussagen

Negiert man eine Aussage, die mit einem All- oder Existenzquantor beginnen, so taucht in der negierten
Aussage stets der andere Quantor auf.

Dies ist wichtig fiir den Beweis von Aussagen durch Widerspruch, hier wird in der einleitenden Wider-
spruchsannahme die Originalaussage negiert.

Es sei M eine Menge und es sei A(x) eine Aussage, die in Abhéngigkeit von einem Input 2 € M formuliert
ist.
Dann gelten die folgenden Regeln fiir die Negation:

—[VeeM : Az)] & [JreM : -A)]

—[FTreM : Az)] & [VzeM : -A)]

Beispiel 2.2 (Negation einer Aussage mit Allquantor)

= [Vn eN : nist Primzahl} = [En € N : n ist keine Primzahl]

Sprachlich:
Die Aussage “Nicht jede Zahl in N ist eine Primzahl’

ist dquivalent zu “FEs gibt eine Zahl in N, die nicht eine Primzahl ist’
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= [Hn €N : nist negativ] & [Vn € N : n ist nicht negativ]
Sprachlich:
Die Aussage “FEs gilt nicht: Es gibt  eine Zahln in N, die negativ ist.”
ist dquivalent zu “Fir jede  Zahln in N gilt: n ist nicht negativ.”

 Beispiel 2.4 (Iterative Negation )

Die Aussage aus Lemma [2.1] kann man iterativ anwenden:

ﬁ[V:ceN : JyeN : y<zx } (%)
& [FweN : —[FyeN : y<az]]
& [FreN : [WeN : -(y<az)]] (%)
& [FTweN : [WweN : (y>=z)]]
Sprachlich: Die Aussage (x) ist dquivalent zu (xx):
(%) “Es gilt nicht: Fiir alle z in N gibt es ein y in N, das echt kleiner als x ist.”
(%) “Fs gibt ein x in N, so dass fiir jedes y in N gilt: y ist nicht kleiner als x.”

Die Aussagen sind beide wahr, allerdings ist (xx) leichter zu beweisen:
Das Besagte x aus (%) ist 2 = 0, denn fiir jedes y € N gilt: y > 0 bzw. —=(y < 0).

2.2 Mengen

Den Begriff der Menge kann hier aufgrund einiger Komplikationen in den Details nicht im strengen mathe-
matischen Sinne sauber definiert werden. Hier werden wir Mengen nur als niitzliche Hilfsmittel verwenden
und in einem solchen Umfeld ist es niitzlich und iiblich, die Mengendefinition von Georg Cantor (1845-
1918), dem Begriinder der Mengentheorie, zu zitieren:

Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter wohlunterschiedener Objekte unserer An-
schauung oder unseres Denkens, welche Elemente der Menge genannt werden, zu einem Ganzen.
[Georg Cantor]

Leider fithrt diese harmlos scheinende Mengendefinition bereits zu Komplikationen, z.B. zum Paradoxon
der Russelschen Antinomie.
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Definiert man Mengen als “Zusammenfassung unterscheidbarer Objekte” so ergibt sich das folgende
Paradoxon:

Die Menge der Mengen, welche sich nicht selbst enthalten kann es nicht geben (und doch steht Thre
Definition am Anfang dieses Satzes).

Gébe es diese Menge, und nennen wir sie A, so stellt sich die Frage: ‘ Enthélt A sich selbst? |*)

e Falls ja, so ergibt sich ein Widerspruch:

A enthilt die Menge A (weil wir die Frage (x) mit “ja” beantworten).

Damit ist A (als Menge) keine jener erlesenen Mengen, die wir unter dem Titel “Mengen die sich
nicht selbst enthalten” in A versammelt haben.

D.h. A ist nicht dabei, ergo: A ist (doch) nicht in A enthalten. Ein Widerspruch!

e Falls nein, so ergibt sich ein Widerspruch:

A enthilt die Menge A nicht (weil wir die Frage () mit “nein” beantworten).

Damit ist A (als Menge) eine jener erlesenen Mengen, die wir unter dem Titel “Mengen die sich
nicht selbst enthalten” in A versammelt haben.

D.h. A ist dabei, ergo: A ist (doch) in A enthalten. Ein Widerspruch!

Mengen schreibt man mit geschweiften Klammern “{” und “}” | so gennanten Mengenklammern. Bei-
spielsweise hat die Menge {1, 2,3} die Elemente 1, 2 und 3.

Definition 2.5

Eine Menge A heifit endlich, wenn A nur endlich viele Elemente besitzt. Die Anzahl der Elemente einer
endlichen Menge A wird als die Kardinalitit von A bezeichnet, und mit |A| notiert.

Eine Menge ist definiert, wenn angegeben ist, welche Elemente in ihr enthalten sind, z.B.
N := Menge der natiirlichen Zahlen
Eine Menge kann definiert werden
e deskriptiv durch Angabe einer definierenden Eigenschaft, z.B. A :={n € N : n ist gerade}

o konstruktiv durch Aufzéhlung aller in ihr enthaltenen Elemente, z.B. B := {2,4,6,8,10}.

Wenn bei Mengen mit unendlich vielen Elementen das Bildungsgesetz klar ist, konnen auch unend-
liche Aufzéhlungen verwendet werden, z.B. A := {2,4,6,8,...} .

Definition 2.6 (Teilmengen und Gleichheit)

Eine Menge A heifit Teilmenge einer Menge B (notiert A C B), wenn jedes Element von A auch in B
enthalten ist:
ACB & (zeA=z€eDB).

Zwei Mengen A, B sind gleich, wenn sie die gleichen Elemente enthalten, d.h.,

A=B & (ACBund BCA).

Die Gleichheit zweier Mengen A, B kann entsprechend in zwei Schritten bewiesen werden: Man beweist
zuniéichst A C B und dann B C A (bzw. A O B). Zum Beweis fiir A C B muss man nach Deﬁnitiondie
Aussage Vo € A : x € B beweisen, eine solche Aussage beweist man meist nach dem folgenden Schema
(z.B. im Beweis von Lemma [2.8)):
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Zu zeigen: A C B.
Beweis: Wihle x € A beliebig. Dann gilt fiir x:

[Bedingungen an x, damit es in A ist]
& [Umformung]
< [Umformung]

< [Bedingungen an z, damit es in B ist]

Deswegen gilt: x € B. Da x € A beliebig gew#hlt wurde, muss x € B fiir alle x € A gelten.

 Definition 2.7 (Rechnen mit Mengen)
Fiir Mengen A, B ist

i) ANB:={z :x € ANz € B} der Schnitt von A und B
ii) AUB:={x :z € AVa € B} die Vereinigung von A und B
iii) A\ B:={z : 2 € AAx & B} die Differenz von A und B

iv) Ax B:={(a,b) :a € AANb e B} das kartesische Produkt von A und B

Fiir beliebige Mengen A, B gilt:

1.1) (ANnB) = (BNA) Kommutativitat
1.2) (AnB)nC = ANn(BNC) Assoziativitit
1.3) (AnB)UC = (AuC)n(BUQC) Distributivgesetz
2.1) (AUuB) = (BUA) Kommutativitét
22) (AUB)UC = AU(BUQ) Assoziativitét
23) (AUB)NnC = (AnC)u(BNCOC) Distributivgesetz

Im folgenden Beweis stehen die Symbole “C” und “2” fiir folgente Text-iiberschriften:
“C”  entspricht “Wir Zeigen nun: linke Menge ist enthalten in rechter Menge”  bzw.
“D”  entspricht “Wir Zeigen nun: rechte Menge ist enthalten in linker Menge”

Diese Symbole sind also Text-Kiirzel und nicht als Mathematische Symbole zu deuten.
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Beweis: Wir beweisen exemplarisch die Aussage 1.3) in Lemma Zu zeigen ist:
(ANB)UC=(AUC)N (BUC)
“C” Esseiz € (AN B) U C beliebig gewéhlt. Fiir z gilt dann:
x€e(ANB)UC

PelgV” [z € (AN B) vV zeC]

Pelg™ [z€e ANz eB) v ze(] (%)
Es gibt nun zwei Fille:
e Gilt z € C so folgen sofort x € AUC und x € BUC.
e Gilt z & C so folgen aus (*) sofort © € A und x € B. Damit gilt auch z € AUC und z € BUC.

In beiden Fillen gilt also x € AUC und € BUC und damit x € (AUC) N (BUC).

Da z beliebeig gewihlt war gilt also allgemein fiir alle z:
ze(ANB)UC = ze(AUC) N (BUCQO)

Damit gilt nach Def. von ,C“ also (ANB)UC C (AUC) n (BUC)

“27 Esseiz € (AUC)N (BUC) beliebig gewahlt. Fiir = gilt dann:

ze(AUC) n (BuO)

PA" [ze(au0) A ze(BUO)]

PAY [(zeAvzeC) A (€BVzeO)] (»
Es gibt nun zwei Falle:
e Gilt z € C so folgt sofort z € (AN B)UC.

e Gilt z ¢ C so folgen wegen (%) dass x € A und = € B gelten miissen:

Wegen (x) gelten sowohl (x € AV € C) als auch (x € BVx € C), wegen x ¢ C miissen also z € A
und z € B gelten.

In beiden Fillen gilt also x € (AN B)UC.
Da z beliebeig gewéhlt war gilt also allgemein fiir alle z:

z€e(ANB)UC = z€(AUC) N (BUC)

Damit gilt nach Def. von ,C“ also (ANB)UC 2 (AUC) N (BUCQC)
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2.2.1 Potenzmenge

} Definition 2.10 (Potenzmenge) }

Fiir eine Menge A ist die Potenzmenge P(A) die Menge aller Teilmengen von A (inkl. 0).

Beispiel 2.10

Fiir A:={1,2,3} ist

P<A>={@, (1) {20, (3. {1.2}. (1,3}, (2.3}, {1,2,3}}

Die Potenzmenge einer endlichen Menge A schreibt man auch als 24:

Fiir eine endliche Menge A mit |A| Elementen gilt: P(A) hat [P(A)| = 2/4! Elemente.

Den Beweis (z.B. vollsténdiger Induktion) iiberlassen wir dem Leser.
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Kapitel 3

Vollstindige Induktion

Die vollstéindige Induktion ist eine mathematische Beweismethode. Man verwendet sie, um eine Aus-
sage, die von einer natiirlichen Zahl abhingt, zu beweisen. Das Beweisverfahren ist von grundlegender
Bedeutung fiir alle Gebiete der Mathematik.

Die Bezeichnung “vollstéindige Induktion” leitet sich ab von lat. inductio (= “Herein-” oder “Hinauffithrung”).
Der Beiname “vollstdndig” signalisiert, dass es sich hier um ein anerkanntes deduktives Beweisverfahren
handelt — im Gegensatz zur philosophischen Induktion, die aus Spezialfillen ein allgemeines Gesetz er-
schliefit und kein exaktes Schlussverfahren ist.

3.1 Idee der vollstindigen Induktion

Die Vollstandige Induktion beweist Aussagen, die von einer natiirlichen Zahl abhéngen:
 Beispiel 3.1 (Formel, die von n € N abhéngt)

Gauss wurde als junger Schiiler von seinem Lehrer mit einer Fleiflaufgabe “ruhiggestellt”, er und seine
Mitschiiler sollten die Zahlen von 1 bis 100 addieren (die beiden Zahlen 1 und 100 inklusive).

Neben der richtigen Losung 5050 hatte Gauss recht bald die allgemeine Formel fiir solche Summen
zur Hand — der Anekdote nach hat der Lehrer Gauss fiir seine “Frechheit” darauthin den Hosenboden
versohlt.

Die richtige Formel lautet: Ist n € N eine natiirliche Zahl und n > 1, so gilt:

n-(n+1)

1+243+--+(n-1)+n = 2

Um eine solche Aussage (die von einem n € N abhingt) fiir alle n € N zu beweisen, ist die vollstindige
Induktion die richtige Technik: Statt einen Beweis fiir alle n € N zu fiihren, fiihrt per vollstandiger
Induktion zwei: Beweise:

1. Induktions Anfang
Man beweist: Die Aussage gilt fiir n = 1 (Startpunkt des Dominoeffektes).

2. Induktions Schritt
Dann beweist man: Die Aussage wird von k nach k + 1 “weitergereicht”:

Wenn die Aussage fiir eine Zahl k mit k > 1 gilt, dann gilt die Aussage auch fiir deren Nachfolger
k + 1. (Dominoeffekt)

15
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Nach dem Motto “Klappt’s bei k, so klappts auch bei dem Nachbarn”, haben wir mit dem Ind.Anfang
nicht nur gezeigt, dass die Aussage fiir n = 1 gilt, sondern wegen des Induktions-Schrittes gilt sie auch fiir
den Nachbarnn=1+1=2.
Damit gilt die Aussage auch fiir n = 2 + 1 also fiir n = 3.
...und damit auch fiir n = 3 + 1 also fiir n = 4.

...und damit auch fiir n = 4 + 1 also fiir n = 5.

...und damit auch fiir n = 5 4+ 1 also fiir n = 6.

Der Induktionsanfang liefert also das folgende:

n= 0 1 2 3

. (I.Anf.)
Aussage gilt ? v ? ?

Und aus dem Induktionsschritt folgert man:

n= 0 1 2 3

(I.Anf.)

Aussage gilt ? v awii A

(1.Schritt) (I.Schritt) (1.Schritt)

Der Beweis wird also in zwei Etappen durchgefiihrt: Als “Induktionsanfang” fiir die kleinste Zahl m € N,
fiir die man die Aussage zeigen will, (meist 1 oder 0) und als “Induktionsschritt”, der aus der Aussage fiir
eine Zahl k die entsprechende Aussage fiir die néchste Zahl k + 1 ableitet.

Damit das ganze Sinn macht, muss man k natiirlich gréer oder gleich m nehmen.

3.1.1 Vollstandige Induktion als Verfahren

Lemma 3.2 (Induktionsprinzip)}

Es sei M C N eine Menge mit den folgenden Eigenschaften:
1. Es gilt 0 € M.

2. Gilt n € M, dann gilt auch n+1 € M.

Dann gilt: M = N.

Beweis: Angenommen es gilt M # N, dann muss wegen M C N gelten: M C N.

D.h. es gibt Zahlen n € N mit n ¢ M. Wir betrachten nun unter diesen Zahlen die kleinste, d.h. die
kleinste Zahl k € N mit k ¢ M.

Wegen 1.) ist k£ # 0, und damit ist k — 1 € N

Weiter ist k£ € N ist die kleinste natiirliche Zahl, die nicht in M enthalten ist, also folgt: k — 1 € M.
Aus 2.) und k — 1 € N sowie k — 1 € M folgert man k € M. ein Widerspruch zu k & M. O

Bemerkung 3.1 Dieser Beweis ist ein typischer Vertreter vom “Typ des kleinsten Bosewichts”, sie funk-
tioniert gut bei Aussagen der Form Vn € N: A(n), die einer Zahl in n € N abhéngen.

Die zu beweisende Aussage Vn € N : A(n) ist genau dann falsch, wenn es Gegenbeispiele n € N gibt, fiir
die A(n) falsch ist. Die Existenz solcher Gegenbeispiele will man widerlegen und tut dies mit einem (etwas
ungewohnlichen) Widerspruch: Man zeigt, dass es unter den Gegenbeispielen kein kleinstes gibt! Gibt es
kein kleinstes Gegenbeispiel n € N, so muss die Menge aller Gegenbeispiele N C N leer sein!
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 Korollar 3.3 |

Es sei A(n) eine Aussage, deren Wahrheitswert von einer Zahl n € N abhéngt. Weiter sei N € N.
Will man beweisen dass A(n) wahr ist fiir alle n > N in N so geniigt es zu zeigen:

1. A(n) ist wahr fur n = N.

2. Wenn A(n) wahr ist fiir ein n > N, dann ist auch stets A(n + 1) wahr.

Hier ein Beispiel fiir den Beweis der Summenformel von Gauss mittels vollsténdiger Induktion.

 Beispiel 3.4
Zu zeigen ist: Fiir jede natiirliche Zahl n € N mit n > 1 gilt:

o : 1
14243+ +(n—1+n =Y @) = %

i=1

Beweis durch Induktion.

Induktionsanfang (Anfang des Dominoeffekts)

Behauptung: Die Aussage gilt fiir n = 1.
Beweis: Es sei n = 1.

n‘ 1‘ . 1
;z = ;z = 1 = %:771@2—}—)\/

—
=~ Rechte Seite
Linke Seite

Die Aussage gilt also fiir n = 1.

Induktionsschritt (Dominoeffekt)
Zeige: Gilt die Aussage fiir ein k € N mit k£ > 1, so gilt sie auch fiir dessen Nachfolger & + 1.

Induktions-Annahme: Fiir ein k£ mit k£ > 1 gelte:
k

S 6) = w

=0

Induktions-Behauptung: Dann gilt die Aussage auch fir k& + 1:

k+1

N (k+1)-((E+1)+1)
o >0 = .
k+1 k
S = D@ k-1
=0 1=0

I

k-(k+1
HEH k)

k- (k+1) 2(k+1)
2 + 2

(k+2)-(k+1)
2
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Hier ein weiteres Beispiel fiir den Einsatz von vollstdndiger Induktion:

Summiert man die ersten ungeraden Zahlen, so erhélt man anscheinend stets eine Quadratzahl:

1 = 1 =12

3 1 = 4 =22

5 43 +1 = 9 =32

7 45 43 +1 = 16 =42

9 +7 45 +3 +1 = 25 =52

Diesen Umstandwollen wir in allgemeiner Form beweisen (s.u.). Hierzu ein paar Erlduterungen:

Eine  gerade Zahl lésst sich stets in der Form 2-n  schreiben mit n € N.
Eine ungerade Zahl l&sst sich stets in der Form 2 - n+1 schreiben mit n € N.

In den obigen fiinf Summen gilt: Ist der letzte Summand die Zahl 2n 4 1 so ist der Wert der Summe

(n+1)2. In der letzten Beispielzeile wird zum Beispiel bis 9 = 2-4 + 1 summiert und die Summe ergibt
(4 +1)% =52

Achtung: Dies alles ist nur eine Erlduterung der zu beweisenden Formel. Wir haben noch keinen Beweis
fiir den allgemenen Fall gefiihrt!

Beispiel 3.5 |
Zeige: Fiir alle n € N gilt: Z(?l +1) = (n+1)%
i=0
Die Losung schreiben wir hier einmal in einer deutlich kiirzeren Form, und zwar so so wie die Induktion
in der mathematischen Literatur gefithrt wird:
Das “k” haben wir zum Beispiel durch n ersetzt (was den Beweis nicht falsch macht) und auch die

Trennung der beiden Beweise (ein Bew. fiir n = 1 und ein Bew. fiir kK — k+ 1) ist nicht mehr so deutlich
zu sehen:

Induktionsanfang: n = 1

1

d@i+1) = (2:0+1) + (2-1+1)
i—0 N— N——
= 1 + 3 =4=22=(1+12=mn+1)2v

n

Induktions-Annahme: Fiir ein n mit n > 1 gelte: Z(?z +1)=(n+1)~%

i=0
n+1
Induktionsschritt: n — n + 1 Zu zeigen ist: Z(Qz +1)=(n+1)+1)32
i=0
n+1 n
d@i+1) = Y (2i+1) +@2n+1)+1)
i=0 i=0

N—_———
(n+1)? +2(n+1)+1

= ((n+1)+1)?

I.

I
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3.1.2 Typische formale Fehler

Beim Fiihren eines Beweises per vollstédndiger Induktion gibt es einen typischen Fehler, den prinzipiell alle
Anfénger machen:

Der Beweis per Induktion wird von “echten” Mathematikern oft lax ohne vollstéindige Angabe der Induktions-
Annahme formuliert. Dies macht aber den Beweis nicht nur formal falsch, sondern auch widerspriichlich
und damit fiir Laien unverstéindlich. Ein konkretes Beispiel, das das Weglassen der Ind. Annahme zu
Problemen fiihren kann findet sich im folgenden Abschnitt (Seite [20]ff.).

Der folgende Beweis ist falsch gefiihrt und damit ist zwar die Aussage weiterhin war, aber der hier gefiihr-
te Beweis ist ungiiltig. Der Fehler findet sich im Anwenden der Induktionsvoraussetzung ohne eine Ein-
schrinkung auf ein bestimmtes n.

 (Anti-)Beispiel 3.6

Zu zeigen:

n-(n+1)
2
Falscher(!) Beweis durch Induktion.

1+...+n —

‘Induktionsanfang: ‘n=1"

Sei n = 1. Dann gilt:

n(n+1
1+...+4n = 1 = %:% Ve
Linke Seite ~—

Rechte Seite

Die Aussage gilt also fiir n = 1.

Induktionsschritt: “n — (n+1)”

Linke Seite: 1+...4n +(n+1)
—_———
1
a. n-(ntl) +(n+1)
2
n-(n+1 2(n+1
% +%

(n+2)-(n+1)
2

Vollig zu recht wird man an diesem Beweis beméngeln, dass im Induktionsschritt die Aussage

L)

1+...n=
+...n 5

verwendet wird, und die soll im Beweis ja erst bewiesen werden!

Was ist hier falsch gelaufen? Der Beweisfiihrende hat die Mathematischen Quantoren vergessen!
e Im zu zeigen fehlt ein “gilt fiir alle n € N”
e In der Induktions-Annahme fehlt die Einschrankung “gilt fiir ein n € N mit n > 0”

Lasst man diese Quantoren weg, so verbleibt bei “zu zeigen” und “induktions-annahme” nur die “nackte
Formel” und die ist in beiden fillen tatsdchlich und vollig zu recht identisch!
Der obige Beweis lduft also auf einen Kreisschluss hinaus, und die Beweisfithrung ist deswegen falsch.
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Eine Anschauung dafiir, dass “Induktions Voraussetzung” und “zu zeigen” mit Quantoren sehr sehr un-
terschiedlich sind, kann vielleicht das folgende Beispiel liefern:

a) Eine Aussage in “zu zeigen” enthélt immer einen Allquantor, und lautet damit in etwa wie:

“zu zeigen: Alle Menschen moégen sich.” .

b) Die Aussage in der Induktions Voraussetung enthilt immer einen Hinweis auf ein einzelnes Element
und seinen Nachbarn, also in etwa:

“zu zeigen: Zwei Menschen, die direkt nebeneinander sitzen, mogen sich.”

Wahrend die erste Aussage offensichtlich schwer zu beweisen sein wird, scheint die zweite “deutlich be-
weisbarer” und sagt auch deutlich weniger aus!

3.1.3 Fehlerhafte Induktion

Wenn man mit den Begriffen innerhalb der Induktion schludrig umgeht, so kann man sich in (scheinbaren)
Widerspriichen verhédddern:

(Anti-)Beispiel 3.7 |

Wir “zeigen” nun, dass alle Pferde die selbe Farbe haben und fiihren einen Beweis durch Induktion iiber
die Zahl n aller Pferde:

e Im Induktionsanfang ist n = 1 und die Behauptung ist offensichtlich richtig: ein Pferd hat stets
mit sich selbst die selbe Farbe.

e Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, dass es n 4+ 1 Pferde py,...,pn4+1 gibt.

— Nach Induktionsvoraussetzung haben die ersten n Pferde pq, ..., p, die selbe Farbe, sagen wir
die Farbe von Pferd ps.

— Ebenso, nach Induktionsvoraussetung haben die n-vielen Pferde ps,...,p,41 die Farbe von
D2.

Somit haben alle n + 1 Pferde py, ..., pns1 die selbe Farbe und wir haben die Behauptung gezeigt.

Was haben wir hier falsch gemacht?

Der Fehler in Beispiel liegt im Induktionsschritt — und zwar im Riickgriff auf die (schludrigerweise!)
gar nicht erst hingeschriebene Induktions-Annahme:

Wir haben beim Induktions-Anfang lediglich gezeigt, dass die Behauptung fiir n = 1 gilt. Im Induktions-
schritt sprechen wir aber plotzlich vom Pferd ps! Auf ps kénnen wir uns aber erst beziehen, wenn wir
wissen, dass die Aussage auch fiir n = 2 gilt!

...dies wollen wir aber im Induktionsschritt eigentlich (unter anderem) Beweisen!

Dieser Fehler ist nur deswegen nicht gleich offensichtlich, weil wir die Induktions-Annahme nicht explizit
hingeschrieben haben. Richtig lautet die Induktionsannahme:
“Annahme, fiir ein k > 1 gelte stets: k beliebig gewéhlte Pferde haben stets die selbe Farbe. ”

Jetzt kénnen wir uns im Induktionsschritt nicht mehr auf ein zweites Pferd ps beziehen, denn falls k = 1 ist
und k41 = 2, dann kommt in der Induktionsannahme bei & = 1 nur das Pferd p, vor. Der Induktionsschritt
von k =1 auf k = 2 geht also schief!

Um den Beweis so zu fiihren wie er oben steht, miisste man also den Induktions-Anfang auf n = 2 legen.
Und in der Tat, wenn man zeigen konnte, dass zwei beliebig gewéhlte Pferde stets die selbe Farbe haben,
dann haben alle Pferde die selbe Farbe.
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3.2 (Induktive Argumentation)

Die vollstdndige Induktion wird nicht nur benutzt um “blof” Formeln zu beweisen. Man kann damit
eigentlich jeden Sachverhalt in dem z&hlbare Dinge vorkommen beweisen:

Aufgabe 3.2.1 Zeige: Teilt man ein Rechteck durch (verschiedene) Geraden in Teilflichen, so kann man
die Teilflichen mit den Farben Schwarz und Weifl konflikifrei farben, d.h. so fiarben, dass Teilflichen, die
an einer Kante zusammenstoflen, verschiedene Farben besitzen.

Lésung: Induktion iiber n, die Anzahl der teilenden Geraden.

Induktionsanfang: n =1
Die Aussage gilt offensichtlich, eine Teilfdche farben wir Weif} , eine Schwarz.

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte fiir ein n > 1 (d.h. fiir n Geraden).

Induktionsschritt: n - n +1

Wir betrachten ein Rechteck das von n 4+ 1 Geraden g1, ... gn41 zerteilt wird.

Wenn wir die Gerade g,41 entfernen, erhalten ein Rechteck, das durch n Geraden in Teilflichen zerteilt
wird. Diese lassen sich laut Induktionsvoraussetzung alle konfliktfrei in Schwarz und Weif} farben.

Wenn wir nun die teilende Gerade wieder hinzufiigen, wird das vorherige Rechteck durch ¢,y; in 2
Teilflichen A und B geteilt, und einige (oder alle) der bereits bestehenden, gefirbten Teilfliichen auch. Es
entstehen also neue Teilfldchen.

Nun “vertauschen”auf A die Farbung: Auf dieser Seite der Geraden g,,+1 gilt dann: Teilflichen, die ehemals
weil waren, werden nun schwarz, ehemals weifle Teilfichen werden schwarz. Dadurch erhalten wir eine
zuléssige Farbung des Rechtecks mit n + 1 teilenden Geraden:

Zwei Flachen aus dem Bereich A, die an einer Kante zusammenstoflen, taten dies auch, bevor wir die
n + 1-te Gerade hinzufiigten. Sie waren und sind also verschieden geférbt.
Gleiches gilt fiir zwei Flichen aus B.

Ist E eine Fliche aus A und F eine Fliche aus B, die an einer Kante zusammenstoflen, so ist diese Kante
offensichtlich ein Teil der Geraden g, ;1. Also waren E und F' vor Einfiigen von g, eine einzige Fliche,
hatten also vorher die selbe Farbe, sagen wir mal “schweiz” .

Nach Einfiigen von g,,+1 bekommt F die entgegengesetzte Farbe, F' dagegen bleibt “schweiz”: E und F
sind verschieden gefirbt.
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Kapitel 4

Gruppen

4.1 Gruppen: Abstraktes Rechnen mit einem Operator

Eine Gruppe ist die mathematische Abstraktion von Rechnen mit einer einzelnen umkehrbaren Operation
z.B. “Rechnen mit Plus in Z” oder “Rechnen mit Multiplikation in Q \ {0}”.

Eine Gruppe (G, o) besteht stets aus einer Menge (oft “G” genannt) auf der mit einer einzelnen Operation
(oft mit “o” bezeichnet) gerechnet werden kann. Ein typisches Beispiel ist die Gruppe (Z, +) der Ganzen
Zahlen zusammen mit der Addition.

4.1.1 Axiomatische Definition einer Gruppe

Das Einfiiren einer Gruppe mitels der Gruppen-Axiome liefert eine sehr knappe Formulierung fiir eine
Menge in der man lineare Gleichungen l6sen kann:

Definition 4.1 (Definition: Gruppe) }

Eine Gruppe (G, o) ist ein Tupel aus e einer Menge G und
e einer Verkniipfung o: G x G = G,
so dass gelten:

Abgeschlossenheit G1) aobe G Va,be G
Assoziativitit G2) ao(boc)=(aob)oc Va,b,c € G

Neutrales Element G3) Je€G: (eca=ace=a VacQq)
Inverses Element G4) YaeG: daedG: aoa=ce

Analyse: Das Neutrale Element e ist dasjenige Element e € G, das jedes Element a € G unverandert lasst,
wenn mann e mit a verkniipft. In einer Gruppe mit einer additiven Verkniipfung iibernimmt e die Rolle
der Null, in einer Gruppe mit einer multiplikativen Verkniipfung iibernimmt e die Rolle der 1.

23
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Beispiel 4.1 Das Tupel (Z,+) aus der Menge Z zusammen mit der gewohnlichen Addition bildet eine
Gruppe:

G1) Fir alle m,n € Z gilt m +n € Z.

G2) Fir alle m,n,k € Z gilt m+ (n+k) = (m+n) + k.

G3) Das Neutrale Element ist hier die Zahl e = 0, sie erfiillt: 04+ = z fiir alle z € Z.
)

G4) Das Inverse zu einer Zahl m € Z ist die zugehorige Zahl —m mit entgegengesetztem Vorzeichen:

Die zu 3 inverse Zahl ist —3, es gilt (=3)+3=0=ce.

Beispiel 4.2 Die Menge Q \ {0} bildet zusammen mit der gewshnlichen Multiplikation eine Gruppe:
G1) Fir alle z,y € Q\ {0} gilt z-y € Q\ {0}
G3) Das Neutrale Element ist hier die Zahl e = 1, sie erfiillt: 1 -z = z fiir alle z € Q\ {0}.

G4) Das Inverse zu einer Zahl z € Q \ {0} ist die zugehérige Zahl 1 € Q\ {0}: Die zu 3 Inverse Zahl ist
%,esgilti’y%:l:e.

Beispiel 4.3 Die Menge ({1,2,3,4}, ®5) bildet eine Gruppe:

G1) Firallea,b € {1,2,3,4} gilt a®5b € {1,2, 3,4}, dies kann man der unten angefiigten Verkniipfungs-
tabelle entnehmen.

G3) Das Neutrale Element ist hier die Zahl e = 1, sie erfiillt: 1 ®5 b = b fiir alle b € {1,2,3,4}.

G4) Das Inverse zu den Zahlen b € {1,2, 3,4} liest man aus der Verkniipfungstabelle ab:

S8
Il

28]

Inverse55:‘1‘3‘2‘4‘

I

Verkniipfungstabelle Auslesen: ‘ Auslesen:
Neutrales Element Inverse Elemente
b:
—O—C—6k| I

a= 1[1]/2/3]4 = (D) 1* ¥ 3# 41 [inverses w1 ] 1 | 1¥
2(2/4/1]3 [roverses =n 3 ]2 1
3[3 142 [em=213] « |
147321 [ 4 i
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4.1.2 Rechenregeln in Gruppen
In jeder Gruppe gelten die folgenden Regeln:

Es sei (G, o) eine Gruppe.

1. a) Es gibt in (G, o) genau ein neutrales Element e.

b) Es gilt eca =aoe fiir alle a € G.

2. a) Fiir jedes a € G gibt es genau ein inverses a.

b) Es gilt aca=aoa

3. Das inverse zu @ ist a, d.h. es gilt (@) = a.

Beweis: Exemplarisch fithren wir hier die Beweise fiir 1 a) und 1 b) sowie 2 b).

e Zu 2 b) Es sei a € G beliebig.
Nach Axiom G2 hat a ein Inverses @ mit @oa = e. Das Element @ hat wiederum ein Inverses a := (@)

Es gilt dann fiir a o a@:

aoa & co(aoa) & (@doa)o(aoca) ES ﬁo((aoa)oa) & Eo(eoE)G:(LoE

12

e

Es gilt also aoa =e. Wegen aoa = e gilt also aoa =aoa.

e Zu 1 b) Es sei a € G beliebig.

Nach Axiom G2 hat a ein Inverses @ mit @ o a = e. Es gilt dann:

a3 - G2 _ 2b)
aoe = go(aoca) = (aca@)oa = eoa

——

=e

*
e Zu 1 a) Es seien e, ¢ € G zwei neutrale Elemente, d.h. sie erfiillen eoa = a und fiir alle
L~ . .~ 1b ~G4 ~ . =
a € G. Dann gilt €oe = e (Aussage * fiir a = e), sowie €oe =2 eoc e Insgesamt gilt also € = e.

O

Lésen von Gleichungen

Die Gruppe ist die kleinste Recheneinheit der Mathematik, in der lineare Gleichungen stets losbar sind: In
einer Gruppe (G, o) sind Gleichungen der Form a oz = b bei gegebenem a,b € G losbar mit einem = € G.
Um dies garantieren zu koénnen, muss sicher sein, dass man den Vorgang “a mit x mittels o verkniipfen”
riickgéingig machen kann. Rechnet man zum Beispiel in Q \ {0} mit der Verkniipfung - so kann man die
Gleichung 2 - © = 7 durch Multiplikation mit 1/2 bzw. 0,5 € Q wie folgt 16sen:

2. x =7
< (0,5) 2- z = 0,5-7
& r = 3,5
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Die Zahl 0,5 € Q\{0} nennt man das “multiplikative Inverse zu 2”. Die Zahl 0, 5 kann also das ungeschehen
machen, was die Multiplikation mit 2 “angerichtet hat”, denn es gilt: 0,5-2 = 1 und die Zahl 1 benimmt
sich bei der Multiplikation neutral.

Es sei (G, o) eine Gruppe und a,b € G.
Die Gleichung der Form a o z = b hat stets eine Losung x € G, ndmlich z =@ o b.

Beweis: In der Gruppe G gibt es ein zu a inverses Element @, und Verkniipfung mit @ “entfernt ” a
auf der linken Seite der Gleichung. Beachten Sie, dass beim Umformen der Gleichung A o x = b alle
Gruppenaxiome G1) bir G4) verwendet werden miissen:

ao x = b
& @ (ao xz) = aob
& (@0 a)o x = dob Assoziativitit: G2)
& e o x = aob Eigenschaften des Inversen: G4)
& x = aob Eigenschaften des Neutralen: G3)
Dass Die Losung = @ o b wieder in G ist, liegt an Axiom G1). ]

Beispiel 4.4 (Rechnen in der Gruppe (Q\ {0},))
Eine Gleichung der Form a -z = b mit a,b € Q \ {0} hat immer eine Losung z = % - b.

Hier ist 2 das Multiplikativ-Inverse zu a € Q \ {0}, das Inverse 1 zu bilden ist immer méglich, da a # 0
gilt.

Beispiel 4.5 (Rechnen in der Gruppe (Z,+))

Eine Gleichung der Form a + x = b mit a,b € Z hat immer eine Lésung z = (—a) + b.

Hier ist —a das Additiv-Inverse zu a € Z.

(Anti-)Beispiel 4.6 (Rechnen in (N, +))

Die Menge (N, +) ist keine Gruppe, und deswegen gibt es Gleichungen der Form a 4+ z = b mit a,b € N,
die keine Losung in N besitzen:

Fin Beispiel fiir eine solche Gleichung ist 5 + x = 0 die “Losung” x = —5 liegt nicht in N, d.h. man
verldsst beim Losen der Gleichung die vorgegbene Menge.

(Anti-)Beispiel 4.7 (Rechnen in (Q,))

Die Menge (Q, -) ist keine Gruppe, und deswegen gibt es Gleichungen der Form a -z = b mit a,b € Q, die
keine Losung in N besitzen:

Ein Beispiel fiir eine solche Gleichung ist 0 - x = 5, diese Gleichung besitzt keine Losung.
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Abelsche Gruppen

Fiir die meisten bisher betrachteten Gruppen ist die Verkniipfungsreihenolge in a o b gleichgiiltig, dies ist
aber etwas besonderes fiir Gruppen:

' Definition 4.4 |
Eine Gruppe (G, o) heifit abelsch, wenn zusétzlich zu den Gruppenaxiomen G1) bis G4) gilt:

Symmetrie: Gsymm) aob=boa Va,beG

Abelsche Gruppen sind beispielsweise (Z,+) und (Q\ {0}, ) (s. Beisp[4.1] bis [4.3).

 (Anti-)Beispiel 4.5

Die Menge O(n) der orthogonalen Matrizen (s. Kapitel “Lineare Abbildungen”) bildet zusammen mit
der Matrix-Multiplikation eine nicht-abelsche Gruppe.

4.1.3 Isomorphe Gruppen

Es ist moglich, ein und die selbe Gruppe auf verschiedene Arten und Weisen zu notieren:

Die Gruppe ({0,1},®2) mit a @2 b := Rest(a + b,2) kann man abstrakt auffassen als eine Gruppe mit
zwei Elementen, dem neutralen Element e = 0 und einem weiteren Element x = 1 mit den Rechenregeln
e@rr=xPre=xund edPre=xPrxr =c.

 Beispiel 4.6

Augenscheinlich sind die Gruppen ({0, 1}, @), ({1,2},®3) und ({Falsch, Wahr}, V) “strukturell gleich”,
wenn man die jeweiligen Verkniipfungstabelle anschaut:

b= b= b=

ad®yb |01 a®sb |1]2 aVvb F |W
a= 0]0]1 a= 1|1]2 a= FIF |wW
1 0 21211 FI|WI|F

Ersetzt man in einer Gleichung a @2 b = c in ({0,1},®2) ...
e jede 0 durch F,
e jede 1 durch W

e und @y durch v

so erhélt man wieder eine korrekte Gleichung.

Diesen Umstand wollen wir mathematisch formalisieren. Um einem Leser mitteilen zu kénnen, dass zwei
Gruppen (G, o) und (H,x) prinzipiell gleich (also “isomorplﬂ’) sind, miissen wir dem Leser mitteilen,
welche Elemente der beiden Gruppen einander entsprechen:

Hierzu verwenden Mathematiker als Zuordnung eine bijektive Abbildung, d.h. eine Abbildung f : G — H,
die jedem g € G ein h € H zuordnet, so dass ...

e je zwel verschiedene g, g € G auch verschiedene Bilder f(g) # f(g) € H haben.

e ¢s fiir jedes h € H ein g € G gibt mit f(g) = h.

1 “gleich geformt”
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Mit dieser Zuordnung f wird nun einem g € G sein Gegenstiick h := f(g) in H zugeordnet, so dass sich
h in (H,*) genauso verhilt wie g sich in (G, o) verhélt.

Definition: Isomorphe Gruppen

Zwei Gruppen (G, o) und (H, x) heilen isomorph,
wenn es eine bijektive Abbildung f : G — H gibt, so dass gilt:

flg)*f(g) = flgog) Vg,9€G

Die Gleichung in der Definition lisst sich wie folgt lesen:

Ergibt g o g das Element ¢ € G, so muss fiir die zu g, g und ¢ zugeordneten Elemente f(g), f(9), f(c) € H
gelten: f(g)* f(g) = f(c). Kurz gesagt, f(g), f(¢) benehmen sich innerhalb H = f(G) wie g, g innerhalb
von G. Es gilt:

geg=c = [flo=fg) = f(c)

Beispiel 4.7 |

Die Gruppen ({0,1},@®2) und ({1,2}, ®3) sind isomorph.
Mit f:{0,1} — {1,2} definiert durch f(0) := 1 und f(1) := 2 erhélt man:

a®b = c¢ fiira,b,ce{0,1} = fla)osz f(b) = f(c)
0d20 = 0 == 1 ©3 1 = 1
0@21 = 1 — 1 @3 2 = 2
1 - 2 @5 2 = 1
1Eo 0 — ©®3
f() f(1) £(0)

4.1.4 Aufgaben
Aufgabe 4.1.1 Es sei

=t (50005 0

Zeigen Sie: Das Tupel (G, -) ist eine Gruppe, wobei “” fiir die gewhnliche Matrix-Multiplikation steht.

Aufgabe 4.1.2 Es sei G :={a,b,c,d,g,h} und o : G X G — G eine Verkniipfung mit der Verkniipfungs-
tabelle:

| 8=
aof a b c d g h
a= al|lc g b a h d
blg d h b a c
clb h g c d a
dla b ¢ d g h
g a ' d g c b
hld ¢ a h b g
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Nennen Sie das neutrale Element e in (G, o).
Bestimmen Sie fiir alle Elemente in G jeweils das Inverse Element.

Ist (G, o) eine abelsche Gruppe?

)
)
)
d) Zeigen Sie: (aob)oc=ao(boc).
) Nennen Sie alle Quadrate in (G, o).
) Bestimmen Sie das kleinste k € N mit a* = e.
)

Bestimmen Sie das kleinste ¢ € N mit ¢! = e.

4.2 Die Gruppenordnung

Im Folgenden werden wir zeigen, was beim mehrfachen Verkniipfen ein und desselben Gruppenelements
passiert. Interessanterweise kommt man in einer abelschen Gruppe immer wieder am neutralen Element
“vorbei”. Um dies zu zeigen benotigen wir die Eigenschaften einer funktion f, : G — G, die ein Element
x € G einfach mit einem (festen!) Element a verkniipft: fo(z) =aox.

Fiir eine Gruppe (G, o) kann man die Mehrfach-Verkniifung eines Elementes mit a™ abkiirzen:

 Definition 4.8 |

Fiir ein Element a € G einer Gruppe (G, o) und eine natiirliche Zahl n € N ist definiert:

a” =aoao...oaqo0e
—_———

n—oft

Esgiltalso a®=e¢ , a'l=a , a®?=aoa etc.

Die Gruppenordnung zihlt die Elemente der Gruppe:
\

| Definition 4.9 (Ordnung einer Gruppe)
Fiir eine Gruppe (G, o) ist die Anzahl |G| der Elemente in G die Ordnung von G.

Hat G endlich viele Elemente, so nennt man (G, o) eine endliche Gruppe.
Hat G unendlich viele Elemente, so sagt man: Die Gruppenordnung von (G, o) ist oo.

g 52tz 4.10 |

Es sei (G, o) eine endliche abelsche Gruppe mit neutralem Element e.
Fiir alle a € G gilt dann: al€l = ¢

Um diesen Satz zu beweisen benotigen wir das folgende Lemma:

}Lemma 4.11 }

Es sei (G, o) eine endliche abelsche Gruppe und a € G sei ein fest gewihltes Element.
Dann ist die Abbildung f, : G — G mit f,(x) := a o = bijektiv.
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e Surjektivitiit: Zu zeigen ist: fiir jedes y € G gibt es ein « € G mit f,(x) = y.
Sei y € G beliebig. Wiihle z := @ oy, dann gilt: f,(z) =ao (@Goy) = (aoa@)oy =y.

e Injektivitiit: Zu zeigen ist: fiir jedes Paar x,Z € G mit « # T gilt: fo(z) # fo(T).
Es seien z, 7 € G beliebig mit x # Z. Annahme es gelte: f,(x) = f,(Z). Dann gilt:

fal) = fu@) & aox aoxT
= ao(aozxz) = ao(aol)
< (aoa)ox = (@oa)oz & a = T

Die letzte Gleichung ist ein Widerspruch zu = # .

Nun konnen wir mit Lemma den Satz beweisen:

Beweis: (Satz [4.10)) Es sei (G, o) eine endliche abelsche Gruppe mit n := |G| Elementen g1, ..., g, € G.
Weiter sei a € G beliebig (d.h. es gilt a = g; fiir ein 7).
Da f, : G — G mit f,(x) = a oz nach Lemma eine bijektive Abbildung ist, gilt:

G: {917927"'7gn} = {aoglua0927"'7aogn}

Die Gruppe (G, o) ist abelsch. Bildet man also die Verkniipfung aller Elemente in G, so spielt die Rei-
henfolge keine Rolle. Es gilt also

Verkniipfung aller g; sortiert Verkniipfung aller g; “durcheinander”

———
Gio---ogn = (aogj)o(aogy)o---0o(aogy,)

Da (G, o) abelsch ist, diirfen wir umsortieren, es gilt zum Beispiel Gog10a0gs=gioaoao gs.
Wiederholt man dies immer wieder, so erhélt man aus der letzen Gleichung schlief3lich:
g10°:0gy = (g10ga0---0gy ©@0GO---0q
—_——
n Stiick

Nun “kiirzt” man durch sukzessives Multiplizieren auf beiden Gleichungsseiten mit (g1)~ %, (g2)7%, ....
Dieses Kiirzen mit g; o - - - o g, liefert: e = a™ bzw. al€l = e. (Il
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} Beispiel 4.12 (Lemma 4.11)

(G, o) immer ein kleines “Sudoku” ist:
In jeder Zeile (und in jeder Spalte) kommt jedes Element aus G genau einmal vor.

Dies veanschaulichen wir am Beispiel der Gruppe (Z§, ©9). Es gilt fiir a := 5:

Element g‘1‘2‘457

Bild f5(9)z5@99‘5‘1‘2‘7‘8‘4‘<_

Hier ist die zweite Zeile “f5(g)” eine Zeile aus der Verkniipfungstabelle von ®g:

A
L Jedes g taucht genau einmal auf.

. b=
f; aGeb |1]2]45/78
% a= 1 7] 8]
o 2 5
= [
:% 4 1

é" 505 1 2 7 8 4 <« Jedes g taucht genau einmal auf.
& L
i 7 4
E L
;,3 8 2

Dass die Abbildung f, : x — a o z bijektiv ist, hat zur Folge, dass die Verkniipungstabelle einer Gruppe
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Beispiel 4.13 (Satz 4.10)

Wir untersuchen die Aussage al®! = e am Beispiel der Gruppe (Z%, @5).
Hier gelten ZF = {1, 2, 3,4} und fiir zwei Elemente a,b € Zf ist a ©5 b := Rest(a - b,5), d.h a ©5 b ist der
Rest der beim Teilen von a - b durch 5 entsteht .

Das Paar (Z%, ®5) bildet eine Gruppe, dies wurde in Beispiel (S. gezeigt.
Hier ist e = 1. Weiter gilt |G| = 4 wegen Z} = {1, 2, 3,4}. Wir untersuchen also nun a* fiir @ € {1, 2, 3,4}:

1* = Rest(1*,5) = Rest(1,5) =l
24 = Rest(2%,5) = Rest(16,5) = 1
3% = Rest(3,5) = Rest(81,5) = 1
4% = Rest(41,5) = Rest(256,5) = 1

Berechnet man alle Werte von 2% in ZZ durch sukzessive Multiplikation “©52”, so erh#lt man nach und
nach alle Elemente aus Z3: Man startet bei 1 = 2° und nach einem Zyklus von 4 = |Z;|-oft “mal-zwei-
nehmen” erreicht man zwangslaufig wieder die 1:




Kapitel 5

Vektorraume

5.1 Die Vektorriaume R"

In diesem Skipt erinnern wir zundchst an die aus der Schule bekannten Vektoren aus dem R"™. Eine genaue
Defintion dafiir, was ein allgemeiner Vektor ist findet sich im nachfolgenden Kapitel. Ein Vektor in der
Schulmathematik ist zunéichst einmal ein Vektor aus R? oder R?, d.h. eine Spalte mit Zahleneintrigen.
Diese Vektoren haben eine geometrische Bedeutung, die sich auf zwei verschiedene Weisen verstehen ldsst:

e Ein Vektor kann als Punkt in einem Raum aufgefasst werden. Wahlt man beispielsweise einen festen
Bezugspunkt im uns umgebenden dreidimensionalen Raum, so ldsst sich jeder Punkt in unserem
Universum durch einen Vektor mit drei Eintrigen (Hohe, Breite, Linge) relativ zu diesem Punkt
beschreiben.

e Andererseits reprisentieren Vektoren in der Physik Kriifte, also eine Messgrofie die mit einer Richtung
einhergeht: Im Gegensatz zu skalaren MessgroBlen wie Temperatur oder Masse, muss man um eine
Kraft vollstdndig zu beschreiben nicht nur angeben wie grof§ die Kraft ist, sondern auch in welche
Richtung sie wirkt.

Wdh: Vektoren des R" }

Fiir ein festes n € N ist R™ ein n-dimensionaler Vektorraum.
Ein Vektor & € R” ist ein Tupel mit n reellen Zahleneintrégen x1,zs, ...z, € R. Die allgemeine Form
eines solchen Vektors Z lautet:

Z1
T2
T =
Ln
Die Zahlen 1, ..., z, heilen die Komponenten des Vektors.

Wir fithren zwei Rechenregeln fiir Vektoren die folgenden Rechenregeln ein:

 Definition 5.1 |
Es sei n € N\ {0}. Fiir zwei Vektoren @,b € R” und A € R gelten:
ay b1 a; + b1 ay A (¢5)
g+b=| : |+ : |:= : Xa=x-| o |=

an, by, an, + by, an, A-an

33
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Bemerke: Man kann Vektoren mit gleich vielen Eintriigen addieren oder von einander abziehen (Dies
geht mit Vektoren mit veschieden vielen Eintragen nicht!). Fiir die Addition von Vektoren und die Mul-
tiplikation mit einer Zahl gelten die selben Rechenregeln, die man schon von “normalen Zahlen” kennt:

Fiir a, 5, c € R™ und A\, 4 € R gelten:
Kommutativgesetz: a+b=0

+a
Assoziativgesetz: (Ei + l_;) +c=d+ (5—!— E)

Distributivgesetze: AN+p)-@d=\-d+up-a A'(J+5>:)\~d+)\~5

Den Beweis iiberlassen wir dem Leser.

Addition

Die Addition zweier Vektoren @ und b entspricht geometrisch dem Aneinanderhéngen der entsprechenden
Vektoren (siehe AbbJ5.1)).

¢ (3)+(2)=(5)

o/,

T

Abbildung 5.1: Addition von Vektoren

Die Subtraktion zweier Vektoren, @ — g, wird einfach als Addition von @ und —b aufgefasst. Geometrisch
kann man dies verstehen als dass man den Vektor b umkehrt und dann an den Vektor @ anhingt.

Eine deutlich bessere Anschauung erhilt man jedoch, wenn man ¢ = a — b liest als “Cist derjenige Vektor,
der von b zu @ fiithrt. Denn es gilt:

b+ée=a

oL
Il
=T
|
Syl
(3

Dies liefert dann das folgende Bild:
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€2 €2

|+ (7 — ) =7

&\.

& T

i ()0 ()-8 o= (D)-()- ()

Abbildung 5.2: Addition und Subtraktion von Vektoren

In Koordinatenschreibweise sieht dies dann naheliegenderweise so aus.

ai b1 a; — by
- ag bo az — by

a — b = —_ =
an bn an — bn

Multiplikation mit einer Zahl

Die Multiplikation eines Vektors & mit einer Zahl ist vertrdglich mit der Vektor-Addion. Dies bedeutet
dass beispielsweise 2 - @ = @ + @ gilt:

ay 2'(11 a1 + a

ay 2-ay, an + ap

Geometrisch entspricht die multiplikation eines Vektors mit einer Zahl A also einer Streckung bzw. einer
Stauchung von @ um den Faktor A,

fiir 0 < |A| < 1list A-@ kirzer als d. fiir 1 < |A|ist A-d linger alsd.
Ist A negativ, so kehrt sich die Richtung eines Vektors @ beim Multiplizieren mit A um, der Vektor
—d = (—1) - d zeigt also genau entgegengesetzt zu d.
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5.2 Allgemeine Vektorrdume

Im weiteren Verlauf werden wir uns mit abstrakteren Vektorrdumen beschiiftigen zum Beispiel dem Vek-
torraum der Polynome. Die bereits bekannten Rechengesetze aus dem R™ wollen wir dabei “mitnehmen”
also auf ein abstrakteres Niveau anheben. Im Wesentlichen verlangen wir also einfach, dass die beiden
Rechenoperationen “Addition von Vektoren” und “Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl” sinnvoll
funktionieren:

Bei genauerem Hinsehen entdeckt man, dass (R™,+) eine Gruppe ist, dass also die Elemente aus R™
beliebig addiert und subtrahiert werden kénnen, und dass es eine Null (den Nullvektor) gibt. Die Multi-
plikation mit Zahlen A € R kommt dann als “Extra” hinzu. Die Addition innerhalb der Gruppe und die
Multiplikation mit Elementen “von aufien” aus R miissen bestimmte Vertraglichkeitsregeln erfiillen.

Wdh: Eigenschaften des R"

In der Menge V := R"™ sind die folgenden eigenschaften erfiillt:
1) Man kann in V' addieren, es gilt sogar: (V,+) ist eine abelsche Gruppe.

Man kann Vektoren aus V' mit einer Zahl A Multiplizieren: \ - ¥ € V gilt fiir alle A € R, v € V.

2) Es gelten Vertriglichkeitsregeln fiir 7, € V und A\, p € R:
2.1) (A+p)-v = AU+ p-v 2.3) A (u-0)=A\-p)-v
2.2) A(T4+wW) = A0+ A-d 24) l-v=w

Diese Eigenschaften wollen wir verallgemeinern.

Um dabei die Definition korrekt und so allgemein wie moglich zu halten, verwenden wir fiir die “neuen”
Operationen (Vektoraddition & skalare Multiplikation) hervorgehobene Symbole + und - .Im normalen

mathematischen Alltag schreibt man aber statt dessen einfach “+” und “.”. Dies werden wir nach diesem
Abschnitt auch so tun, im Prinzip sind aber die beiden Additionen ( 1 ) =+ ( ; ) und 1+ 2 tatséchlich

unterschiedliche Operationen.

Ein Vektorraum ist eine abelsche, additive Gruppe (V, 4 ) zusammen mit einer dufSeren Multiplikation
“.7” mit Elementen aus einem Korper. Die Addition innerhalb der Gruppe und die Multiplikation mit
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Elementen “von auflen” aus R miissen bestimmte Vertrdglichkeitsregeln erfiillen.

 Definition 5.3 |

Eine Menge V zusammen mit

e ciner inneren Verkniipfung + : V xV — V (“Vektor-Addition”)

e einer dufleren Verkniipfung - : R x V — V (“Multiplikation mit einer Zahl”)
nennt man einen Vektorraum tber R, falls gelten: die folgenden Bedingungen erfiillt sind.
V1) (V, + ) ist eine abelsche Gruppe.

V2) Es gelten fiir v,w € V und A\, p € R:

V2.1) (A+u) -0 = A
V2.2) A @+@) = X

SIS

In der Gruppe (V, + ) bezeichnet man ...

e das neutrale Element mit 0 (im bekannten R? gilt 0 = (g))

e das zu v € V inverse Element mit —wv.

Aus der Definition des Vektorraumes ergeben sich sofort konsequenzen:

} Korollar 5.4 }

In einem Vektorraum V' gelten:

1. Die Menge V ist nicht leer (Definition einer Gruppe, Def. .

2. Fir A\cRund VeV gelten die Rechenregeln:

2.1) 0-9=0 2.3) (-1)-d=—-¢ (-0 ist das Inverse zu ¢ in der Gruppe (V, + ) )
2.2) A-0=0 2.4) MU= — ((A=0 Vv (¥=0))
Beweis:

2.1) Wegen @ = (041) -7 VE) 1585 + ¥ folgt: 0 - ¢ ist das neutrale Element 0 in (V, + ).

2.2) Fiir A = 0 gilt wegen 2.1) sofort A - 0 = 0.
Es sei nun A # 0 und ¥ € V beliebig. Dann gilt:

«17:1.17T$k()\.§).17 v2.3) A (R0
=N G T 40
VED AL £ A0 = GHA-0
Wegen ¢ = X-0 + o folgt: X\ -0 ist das neutrale Element 0 der Gruppe (V, + ).

2.3) Den Beweis fiir 2.3) iiberlassen wir dem Leser.
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2.4) Die Richtung “<” folgt direkt aus 2.1) und 2.2).
“=7:Sei A - ¥ =0 und gelte A # 0 zu zeigen ist: Dann gilt ¥ = 0.

1 1 1
.07 =2 @007 = -0 =
3 ) -7 )\( V) )\G 0

T=1-7"="(

Wieso steht in V3.3) die scheinbar offensichtliche Bedingung “1 - ¢ = 77

Lisst man V3.3) weg, so bilden Vektor-Addition und Multiplikation mit einem Skalar auf V' zwei vollig
voneinander losgeldste Operationen: Denkbar wire, den uns bekannten R? mit einer “y- Weglassen-
Multiplikation” der Form A® (;) = ()“S> zu versehen. Diese Form der Multiplikation erfiillt alle Regeln
in V1) und V2) auler V2.4). Diese Definition liefert aber

~()-(5) + ()

Die Bedingung V2.4) stellt also sicher, dass Vektoraddition + in V und duflere Multiplikation “sinnvoll”
mit einander Funktionieren: Dank 1 - ¥ = ¢ kann man zum Beispiel auf 2 - ¥ = ¥ + ¢ schliefen und
entdeckt, dass die Multiplikation A - ¢ tatsdchlich das tut was man erwartet:

2. 9=(1+1)-7 2'1.5+1.5" 2 5+7

Beispiel 5.5 }

a) Die Bekannte Menge R3 := {(b> : a,b,c € R} bildet mit der iiblichen Vektor-Addition und

Skalarmultiplikation einen Vektrorraum.

b) Die Menge R[z]; := {ax? + bz + ¢ : a,b,c € R} aller Polynome vom Grad héchstens 2 bildet einen
Vektorraum zusammen mit der iiblichen Addtion von Polynomen und der {iblichen Multiplikation mit
einer Zahl. Der Nullvektor ist hier da Polynom 0 (bzw. das Polynom 0z2 + 0x! + 0).

Die Beispiele in sehen sich iiberraschend dhnlich und auch die Operationen (Addition und skalare
Multiplikation) laufen weitestgehend gleich ab:

(az? +bx +c) a ! a+a
+ (ax? +Bz +7) b l+| 8= 0b+5
+ ((a+a)x> +(b+B)zx +(c+7)) c ol c+y

Der Vektorraum R[z], ist also quasi nichts anderes als ein “hingelegter” R?, die Koeffizienten der Polynome
benehmen sich identisch zu den Koeffizienten der Vektoren des R3. Den R[x]3 als Vektorraum zu betrachten
bringt also auf im Sinne von Vektorrdumen nichts wirklich neues.

Den Umstand das diese Vektorrdume die gleiche (iso) Form (morph) haben werden wir in Def. ab-
strakt fassen. Vorher wollen wir jedoch mit zwei “unendlich dimensionalen Rdumen” ein neues abstraktes
Konzept entdecken. Diese Vektrorrdume lassen sich dann nicht mehr ohne weiteres mit den bekannten
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R™-Vektorrdumen vergleichen:

} Beispiel 5.6

a) Die Menge aller reellen Polynome R[x] bildet einen Vektorraum mit der iiblichen Addition von Poly-
nomen und der iiblichen Multiplikation mit einer Zahl. Der Nullvektor ist hier das Polynom p(x) := 0.

b) Die Menge aller reellen Funktionen C := {f : R — R} ist ein Vektorraum mit der iiblichen Addition
von Funktionen und der iiblichen Multiplikation mit einer Zahl.

} Definition 5.7 }

Zwei R-Vektorrdume (V, +,-) und (W, + , - ) heilen isomorphEI,
wenn es eine bijektive Abbildung f : V — W gibt mit:

1. f(v1 +v2) = f(v1) + f(v2) gilt fiir alle v1,v2 € V
2. f(A-v)=X- f(v) gilt fiir v € V und A € R.

Die Abbildung f nennt man dann einen isomorphismus.

%gleich-geformt

 Beispiel 5.8

Die Vektorriume (R3, +,-) und (R[z]2, + , - ) sind isomorph, der Isomorphismus lautet:

a
f:lo]|—=a?+bz+c
c

5.3 Basen und Dimension

Wir fithren ein Maf} fiir die Grofle eines Vektorraums ein, die Dimension. Die Dimension ist grob gesagt
ein Maf fiir die Bewegungsmoglichkeiten in einem Vektorraum, sogenannte Freiheitsgrade.

Es ist leicht zu sehen, dass man fiir die Wahl eines Punktes im R? drei Freiheitsgrade hat, wéahrend
es fiir einen Punkt im R? nur zwei Freiheitsgrade sind. Die hat direkte Konsequenzen beim Bau von
ferngesteuertem Spielzeug:

e Eine Spielzeugeisenbahn muss nur vor oder zuriick fahren. Mathematisch gesehen fahrt die Lok auf
einer Geraden, hat also nur einen Freiheitsgrad und benétigt deswegen auch nur einen Motor.

e Ein Modellauto dagegen benétigt mindestens zwei Kontrollmdglichkeiten, wei es sich abstrakt gese-
hen im R? (alias “der Fulboden™) frei bewegen koénnen muss.

e Ein Modellflugzeug muss mindestens drei Kontrollméglichkeiten besitzen, weil es sich frei im R3
bewegen kénnen muss.

Um die Dimension definieren zu kénnen miissen wir zunéchst definieren, was es bedeutet “mit bestimmten
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Laufrichtungen Punkte im Vektorraum zu erreichen”. Dazu definieren wir:

Definition 5.9

Es seien vy,...,v; € V Vektoren in einem Vektorraum V.
Eine Summe der Form pq - 91 + ... 4+ pg - U mit pq, ..., ur € R nennt man eine Linearkombination der
Vektoren v;. Die Menge aller Linearkombinationen der ; nennt man den Spann von oy, . .., Uk:

k
spann(¥y, ..., TU) := {Z,ui@'i DOy bk € ]R}
i=1

Die Addition von Vektoren entspricht dem “Hinterienanderhéingen” der entsprechenden Vektoren. Geo-
metrisch ist eine Linearkombination pq - U1 + . .. + pg - U also eine “Laufanweisung” der Form “Folge dem
Vektor v1, dann ve etc. ”. Dabei geben die pu; jeweils (grob gesagt) an, wie weit jeweils zu laufen ist.

Der Spann ist dann die Menge an Punkten, die {iber solche Laufwege erreichbar ist.

Beispiel 5.10 |

1 0
1) Fiir die Vektoren vy := <0> , Uy 1= (1) ist der Spann:
0 0

1 0 M1
spann(¥y, U2) := {,ul (8) + po <(1)) Doy, e € R} = {(u(z)) D1, Mo € R}

1
2) Fiigt man den Vektor o5 = (1) hinzu, dndert sich der Spann nicht, da sich ¥/3 bereits als Summe von
0

—

#1 und ¥, schreiben lésst (Die “Zutat” v liefert also keine “echt neue” Laufrichtung, das Verwenden von
U3 lasst sich durch das Verwenden von v; und vs ersetzen:

1 0 1
spann(i, Uy, U3) = {Ml (8) + p2 <(1)> + s <(1)> Dop, e, 3 € R}

p1tps
= /J«2+H8 DO, p2, M3 € R

{) )

Um das letzte Gleichheitszeichen einzusehen macht man sich klar, dass hier C stets gilt: Die letzte Menge
enthilt alle Vektoren mit drittem Eintrag 0 (und jeder Vektor der vorletzten Menge ist ein solcher).

xT

Umgekehrt gilt: Ist of := (g) ein beliebiger Vektor mit x,y € R, so ist «w auch ein Element der vorletzten

p1tps
Menge: Setze im Vektor <M2+M(3)> einfach 1 = x, uo =y, puz = 0 und erhalte .

Das letzte Beispiel zeigt: Geht es darum eine Menge als Spann von Vektoren zu beschreiben, so ist es nicht
Hilfreich “tiberfliissige” Vektroren zu verwenden. Um solche Mengen von Vektoren zu vermeiden, fithren
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wir den folgenden Begriff ein (das Lemma kldrt dann, was dieser fiir den Spann bedeutet):

| Definition 5.11 |

Eine Menge von Vektoren {¢,...,9x} € V in einem Vektorraum V heifit linaer unabhingig falls gilt:

P14t V=0 = pr=po=...=pu,=0

Gilt dies nicht nennt man die Vektoren linear abhdngig (oder auch kurz abhéngig).

Man Bemerke: Fiir die Gleichung gy -7 4+ ... + pg - U = 0 ist u3 = ... = pux = 0 immer eine Losung,
es kann aber noch weitere Losungen geben. Die Vektoren {¥, ..., 7} sind also linear unabhiingig, wenn
B = pg = ... = pp = 0 die einzige Losung der Gleichung py - 7 + ... + pg - U = 0 ist.

 Beispiel 5.12

1 0 0
Die Vektoren {(8) , <1> , <0>} C R3 sind linear unabhéngig, denn:

0 1

1 0 0 e 0
0 0 1 us 0

 Beispiel 5.13

1 1
Die Vektoren 9 := <0> , Uy 1= (1> ,Ug 1= <1> € R? sind linear abhhiingig, denn es gilt:
0 0

G (-0

 Beispiel 5.14

In jedem Vektorraum V gilt:
Die Menge {0} C V ist linear abhéngig, denn fiir A; - 0 = 0 ist jedes A\; € R eine Losung.
Ganz genauso ist jede andere Menge der Form {0, 7, ..., 7} C V linear abhingig.

In einer Menge von linear abhiingigen Vektoren ist beim Bilden des Spanns immer (mindestens) ein Vektor
iiberfliissig, weil er sich aus den anderen herstellen lésst:

Die Vektoren {71, ..., ¥} sind genau dann linear abhéngig, wenn es einen Vektor ¢; € {#1, ..., v} gibt,
der sich als Linearkombination der anderen Vektoren schreiben ldsst, wenn also gilt:

E',Ull,...,,ujfl, /J,j+1,...uk€R 5 Ej:Zﬂzﬁz (5].)
i=1
i#]

Beweis:
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k
“=” Annahme: Die Vektoren 1, ..., U) seien linear abhingig. Dann hat >  \;¥; = 0 mehr als nur die
i=1
triviale Losung A; = ... = A\ = 0, d.h. eine Losung mit mindestens einem A; # 0. Es gilt also:

k k Y
)\]7_)']4-2)\1171:@ — ﬁj:Z VZ '7_]'1‘
=1

— )
= =1
i#j i#]
Setzt man nun g; := =2t fiir alle ¢ € {1,...,k} \ {4}, so hat man die gewiinschte Darstellung von v;.
J
k
“<” Annahme es gilt (5.1), d.h. ¥; = > p; - ¥; mit p; € R. Setzt man zusétzlich 1, := —1 so gilt:
i=1
i#]

k k k
=1 i=1 1=1
i#£j i)

Die Gleichung Zf w;U; = 0 hat also mehr als nur die Losung py = ... = pg = 0, die Vektoren sind also
linear abhéngig.
O

Beispiel 5.16 }

1 0 0 5
Die Vektoren ¥ := <O) Ty 1= <1> , U3 1= (O> Ty = <7) aus R? sind linear abhiingig,
0 0

denn es gilt vy =501 + 7 - Us.

Beispiel 5.17 |

Es sei R[z] der Vektorraum aller Polynome. Die Vektoren p; := z, py := 2% + z, p3 := 2% + 5z aus R|z]
sind linear abhéngig, denn es gilt p3 = 4 - p1 + pa.

Betrachtet man Lemma so bedeutet “vy,...vy sind linear unabhéangig”, dass kein Vektor aus der
Menge {v1,...,vr} durch die anderen “hergestellt” werden kann.
Frage: Wieso verwendet man dies nicht als Definition fiir den Begriff “linear unabhingig”?

Antwort: Man verwendet dies nicht als Definition, weil diese Aussage kein praktisches Priif-Kriterium
bietet: Um zu Zeigen, dass vy, ... vy linear unabhéngig sind, miisste man fiir jeden der k Vektoren ein
eigenes ineares Gleichungssystem aufstellen und zeigen, dass jedes davon unlosbar ist.

5.3.1 Basis

Der Kernbegriff den wir benétigen, um die Dimension eines Vektorraums zu definieren ist der einer Basis.

Definition 5.18 |

Seien vy, . ..,v, € V Vektoren in einem Vektorraum V. Wir nennen {vy, ..., v,} eine Basis von V, wenn
erfiillt sind:

B1) Die Vektoren {v1,...,v,} sind linear unabhéngig.
B2) V =spann(vy,...,0,)




5.3. BASEN UND DIMENSION 43

Geometrisch bedeutet dies: Mit den “Laufrichtungen” v¢; kann man jeden Punkt in V' erreichen, und die
“Wegbeschreibung” ist eindeutig:

 Korollar 5.19

Ist {v1,...,v,} eine Basis des Vektorraums V,
so gibt es zu jedem Vektor @ € V' genau ein n-tupel Ai,..., A\, € R mit & = >0 | \; - T;.

Beweis: Es sei {v1,...,v,} eine Basis des Vektorraums V und sei @ € V beliebig.
Wegen V' = spann(vi,...,v,) gibt es (mindestens) ein Tupel A1,..., A\, € R mit & = Y"1 | \; - 7.
Nehmen wir nun an, es géibe noch ein anderes n-Tupel pi1, ..., pu, € R mit @ = Y"1 | p; - U; ist, dann gilt:

n
®=U7—U7=Z(/\i—ui)'77i
=1

Weil nach B1) die Vektoren vy, ..., v, linear unabhingig sind, muss \; — p; = 0 fiir alle ¢ € {1,...n}

gelten, d.h. die beiden n-Tupel sind identisch, ein Widerspuch zur Annahme g1, ..., u, sei ein anderes
n-Tupel als A1, ..., \,. O
Dimension
Hat ein Vektorraum V eine Basis {1, ..., 9, } mit n € N, so gilt: jede Basis von V hat genau n Elemente.

Satz folgt direkt aus Lemma dessen Beweis ist allerdings etwas technisch, weswegen wir ihn am
Ende dieses Abschnittes fithren. Satz motiviert die folgende Definition:

| Definition 5.21 |

Hat ein Vektorraum V eine Basis B = {71, ..., ¥, } mit n € N so sagt man die Dimension von V ist n.

Ist es nicht moglich, eine (endliche) Basis von V zu finden, so sagt man die Dimension von V' ist unendlich.

 Beispiel 5.22

1 0 0 a
e Die Menge {(8) , <1> , (?)} ist eine Basis des R? = {<b> :a,b,c € R},

0
d.h. der Vektorraum R? hat die Dimension 3.
e Die Menge {1, ,2%} ist eine Basis von R[]y := {az? + bx + ¢ : a,b,c € R},
d.h. der Vektorraum Rz]; hat die Dimension 3.

e Die Menge R[z] aller Polynome ist ein Vektorraum, der keine endliche Basis besitzt,

d.h. der Vektorraum Rz] hat die Dimension unendlich.

gL 5212 5:23 |

Jeder n-dimensionale Vektorraum ist isomorph zu R™ (wobei n € N\ {0}).

Beweis: Es sei V ein n-dimensionaler Vektorraum, dann besitzt V' eine Basis {v1, ..., v, }.
Zu jedem Vektor w € V gibt es genau ein n-Tupel (ay 1, .., 0w,n) € R™ mit w = a1 41 + ... + G wln.
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Die Abbildung f: V — R” mit w — f(w) := (w1, -, Gwn) ist bijektiv:

Injekt. : Klar ist: Fiir w # @ ist (aw,1,.--,0wn) # (@51, 85.n)-
Surjekt. : Umgekehrt gilt: Fiir jeden Vektor @ € R™ ist v := ajv1 + ... + a,v, ein Vektor
mit w € V und f(u) = da.

Basis-Austausch Sitze

Die folgenden zwei Lemmata sind von Thren Aussagen nur scheinbar rein technische Hilfs-Sétze. Das
Lemma [5.25| zeigt insbesondere:

e dass es Sinn macht von “n-dimensionalen” Vektorrdumen zu sprechen und

e dass im n-dimensionalen Vektorraum eine Menge von linear unabhéngige Vektoren hochstens n
Elemente haben kann.

Insgesamt beweisen Lemma und den Satz

Sei {vy,...,vx} eine Basis des Vektorraumes V, und z = ajv; + ... + axvy, eine Linearkombination mit
a; # 0. Dann ist auch {v1,...,vj_1, 2 ,vj41,...,v,} eine Basis von V.

Beweis: Nach Umnummerierung der v; diirfen wir annehmen, dass in z = ajv; +. . . + agvg gilt: a; # 0.
Wir zeigen, dass in diesem Fall {z,vs,...,v;} eine Basis von V ist:

Angenommen es gidbe Zahlen \q,..., A\ so dass gilt:
A2+ Aovg + ...+ Agvp = 0.
Setzt man hier \1z = A\jajvy + ...+ A\japv ein, so erhélt man:
Arayvr + (Mg + Aag)ve + ... + (A + A\ag)vg = 0.

Da {vy, ... v} linear unabhéngig sind, sind hier alle Koeffizienten Null, d.h. insbesondere gilt A\ja; = 0.
Wegen der Annahme a; # 0 folgt sofort \; = 0, und dies liefert

AU + ...+ Agvg = 0.

und damit Ap = ... = A =0, da {vy,...v;} linear unabhéngig sind.
Folglich sind {z,v1,...,v;} linear unabhéngig.
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Es gibt Zahlen ¢y, ...,cx € Rmit v; = c12 + covg + ... + vk , denn 16st man z = a0 +agva +. . . agvg
nach v, auf, so erhilt man:
1 as ay
V)= —2— —Ug —...— —Ug
aq aj aq
Da {v1,...,vr} eine Basis von V ist, lidsst sich jedes w € V' darstellen als Linearkombination:

W= p1v1 + povs ...+ v mit pg,...up € R

Ersetzt man hier v; = ¢1z+covs+. ..+ cxUg, so erhdlt man fiir w eine Linearkombination aus z, va, . . . v,
namlich:
w = Ui (812+CQ’L}2—|—...+Ck’Uk,) + UoVo ... + URVE

Es gilt also w € spann(z,va, ... vg).

O
 Lemma 5.25 (Basisaustasuchsatz von Steinitz)
Es seien {wy,...,w;} CV linear unabhingig, und es sei {vy,...,v,} eine Basis von V.
Dann gilt & < n, und es gibt n — k paarweise verschiedene vy11,...,0, € {v1,..., v}, so dass gilt:
{wy,...,wr, Vgt1,...,0, } ist eine Basis von V'

Beweis: Wir fiithren eine Induktion iiber k, beginnend bei k = 1.

I.Anf: Es sei {w;} linear unabhingig. Der Vektor w; lidsst sich darstellen als wy = ajvy + ... + anvy,
mit a,...,a, € R. Es gilt w; # 0, weil {w;} linear unabhéngig ist. Also gibt es ein a; # 0. Lemma
beweist: {v1,...,v;—1,w1,V;11,... 0} ist eine Basis.

I. Vor: Die Aussage gelte fiir ein £ mit 1 < /.

I. Schritt: Es sei {wy,...,ws,ws1} linear unabhingig, entsprechend sind {wj,...,wy} linear un-
abhéngig. Nach I. Vor. gibt es u; € {v1,...,v,}, so dass {wy,...ws, wgt1,...,u,} eine Basis von V
ist. Insbesondere lésst sich der Vektor wy; darstellen als

Wep1 = 1wy + ...+ agwp + bpprupys + ...+ bpuy
Da {w,...,wy,wprq} linear unabhéngig sind, ist wy,; keine Linearkombination der restlichen w; (s.
; , We, W g1g ) +

Lemma, [5.15)). D.h. es gibt ein j > ¢ + 1 mit b; # 0.
Nummeriert man die Vektoren w; so, dass biy; # 0 gilt, so zeigt Lemma dass

{wy,...we, wri1, Upga,...,u,} eine Basis von V ist.
k<n
Annahme: Es seien W := {wy,...,w;} C V linear unabhéngig. Per Induktion haben wir bewiesen:

Weil die Vektoren in W linear unabhéngig sind, lisst sich W zu einer Basis der Linge n auffillen]”]. Es
folgt also insbesondere |W| < n, d.h. es folgt k < n.

%(mit Vektoren aus B := {v1,...,vn})
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Frage: Eine Induktion iiber k beweist doch eine Aussage fiir alle k € N.
Hier kommt im zweiten Teil des Beweises aber eine Einschrankung k < n. Geht das {iberhaupt?

Antwort: Die Induktion beweist eine “Wenn-Dann-Aussage”, deren “Wenn-Teil” fiir k& > n einfach
nicht mehr eintritt:

“Wenn W :={wy,...wg} linear unabhéngig sind,
dann lédsst sich W zu einer Basis der Lénge n ergénzen.”

Diese “Wenn-Dann-Aussage” ist tatsdchlich richtig fiir alle k € N\ {0}, und das beweist die Induktion.

Allerdings gibt es einen kleinen “Twist”: Die Aussage gilt ab k > n trivialerweise, weil die Voraussetzung
“fwy, ... wk} ist linear unabhéngig” unerfiillbar (also immer falsch) ist. Dies ist dann die Aussage des
zweiten Teils des Beweises:

Ab k > n gilt fiir eine Menge mit k-vielen Vektoren: Die Vektoren sind nicht linear unabhéngig.

Lemma beweist also:

o firl<k<n-1:
Eine (tatséchlich) linear unabhéngige Menge W = {wy, ... wy} lédsst sich tatsdchlich zu einer Basis
der Lénge n auffiillen.

o fiir k=n:
Eine (tatséichlich) linear unabhéngige Menge W = {wy, ... w,} ist bereits eine Basis der Linge n,
denn “zu einer Basis der Lénge n auffiillen” bedeutet hier: keinen Vektor aus {vy, ..., v, } dazufiigen,
weil die Lange n bereits erreicht ist.

o fiir k> n:

Jede hypothetisch linear unabhingige Menge W = {wy, ... wy}, liefle sich zu einer Basis der Linge
n auffiillen. Da W aber schon mehr als n Elemente hat, kann dies nicht gehen, d.h. es gibt solche
Mengen W nicht.

5.4 Unterraume

Definition 5.27 |

Es sei V ein Vektorraum. Eine Teilmenge W C V' ist ein Unter-Vektorraum von V (kurz Unterraum),
wenn W ein Vektorraum ist.

Korollar 5.27 }
Fiir einen Unterraum W C V des Vektrorraums V gelten: 0 € W und z,y e W = z +y € W.

Eine Teilmenge W C V “erbt” vom Vektrorraum V (automatisch) die Rechenregeln:

Dies bedeutet, dass in W zum Beispiel weiterhin das Assoziativgesetz gilt, d.h. (z +y)+z=2+ (y + 2)
gilt fiir alle x,y,z € W. Ebenso gelten auch weiterhin alle Vertréiglichkeitsregeln V2.1) bis V2.4) aus den
Vektorraumaxiomen in W.
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Um also zu zeigen, dass eine Teilmenge W C V ein (Unter-)Vektorraum ist, geniigt es zu zeigen, dass W
abgeschlossen ist bezgl. Addition und die skalarer Multiplikation:

 Lemma 5.28 (Charakterisierung eines Unterraumes) }

Es sei V ein Vektorraum mit Vektoraddition 4+ und skalarer Multiplikation -.
Eine Teilmenge W C V ist ein Unterraum von V' genau dann wenn gelten:
a) Firallex,ye W gilt x +ye W
b) Firalle \e R,z e Wgilt \-ZFe W

Beweis: Es sei W C V eine Teilmenge des Vektorraums V.
“=" Ist W ein Vektorraum, so gelten nach Def. sofort a) und b).

“«<” Es seien a) und b) erfiillt. Wir zeigen nun: W ist zusammen mit + und - ein Vektorraum. D.h. wir
zeigen: (W, +) ist eine abelsche Gruppe, und die Anforderungen an die skalare Multiplikation sind erfiillt
(Abgeschlossenheit & Vertréglichkeit).

Da alle Elemente von v,w € W auch Elemente von V sind folgt sofort:
Die Vektoraddition ist assoziativ und symmetrisch, d.h. die Gruppenaxiome G2) und Ggymm) sind auch
in W erfiillt.

G1) Wegen a) gilt: W ist abgeschlossen unter Vektoraddition, d.h. Gruppenaxiom G1) ist in W erfiillt.
G3) Wegen b) gilt: fir w € W ist auch 0 = 0-w € W. D.h. das neutrale Element von (W, +) ist in W.

G4) Wegen b) gilt: fiir jedes w € W ist auch —w = (—=1) - w € W. D.h. zu jedem w € W gibt es auch
das additiv Inverse —w € W.

e Abgeschlossenheit. Wegen b) wissen wir: W ist abgeschlossen unter skalarer Multiplikation, d.h.
Vektorrraum-Voraussetzungen an “” sind erfiillt.
e Vertriglichkeit V2). Da alle Elemente von w € W auch Elemente von V sind folgt sofort:

Wie in V' gelten auch in W die Vertréglichkeitsregeln V2.1) bis V2.4) aus den Vektorraumaxiomen.
a

Zu erkennen, ob eine Teilmenge W C V ein Untervektorraum eines Vektorraumes V ist, erfordert also
“legiglich” zu priifen, ob W abgeschlossen ist unter Addition und skalarer Multiplikation. Ein erster
Anhaltspunkt ist das “Enthaltensein der Null”:

Gilt 0 ¢ W so ist W kein Vektorraum und damit auch kein Untervektorraum.

Es sei {v1,...,v,} C V eine endliche Teilmenge eines Vektorraumes V, dann ist W := spann(vy,...vg)
ein Untervektorraum von V.
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Beispiel 5.30 }

1. Der Vektorraum R = R! hat nur zwei Untervektorriume: sich selbst und die Menge {0}, die nur
den Nullvektor enthlt.

2. Die Untervektorrdume von R? sind genau
e die Menge {0},
e alle Mengen der Form V, = {(;) €R? : y=a -z} mita€R,
e die Menge V, = {(2) : y € R} und
e der gesamte Vektorraum R? selbst.

Geometrisch ist eine Menge V,, mit festem a eine Gerade durch den Ursprung 0 = (8) (genauso
auch V).

3. Die Untervektorriume des R? sind entsprechend die Mengen {0} und R? selbst sowie die Geraden
und Ebenen durch 0.

(Anti-)Beispiel 5.31

Die Menge W := {(Z) € R? : a,b > 0} ist abgeschlossen unter Vektor-Addition, aber trotzdem kein

Untervektorraum von R?:
Fiir G) ist (j) & W, das additiv Inverse zu G) € W ist also nicht Teil der Menge W.




Kapitel 6

Lineare Abbildungen

6.1 Matrizen

Im den vorherigen Abschnitten haben wir gezeigt, dass ein endlich-dimensionaler Vektorraum V' stets
isomorph ist zu einem R™. Im folgenden werden wir uns daher vorerst mit linearen Abbildungen der Form
f: R™ — R™ beschéftigen. Diese linearen Abbildungen lassen sich sehr kurz und knapp durch eine Matrix
beschreiben.

Matrizen (Einzahl: Matriz) sind ein Schliisselkonzept der linearen Algebra und tauchen in fast allen
Gebieten der Mathematik auf. Sie stellen Zusammenhinge, in denen Linearkombinationen eine Rolle
spielen, iibersichtlich dar und werden insbesondere benutzt, um lineare Abbildungen darzustellen.

Eine Matriz A € R™*™ ist grob gesagt eine Tabelle von m mal n Zahlen, die in einem rechteckigen Schema
von m Zeilen und n Spalten angeordnet sind. In A € R™*™ steht die erste Dimensions-Variable ,m* fiir
die Hohe der Matrix. Dies kann man sich merken, indem man sich vorstellt, dass ein (virtueller) Leser,

der von links nach rechts ,angelaufen kommt“ immer zuerst die Hohe der Matrix wahrnimmt.
\

Definition 6.1 (Allgemeine Form einer Matrix)}

Eine m x n-Matrix A € R™*" ist ein Zahlenschema mit m Zeilen und n Spalten. Dabei ist A;; € R
jeweils den Eintrag in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte:

Breite n
Der Leser nimmt
immer zuerst die
Hoh der Matri
wan, " deawegen A A Ay e Ain
steht m vorne. E A2’1 A2’2 A2’3 . A2,n
(]
s A= Az, Aso Az Az n
Am,l Am,2 Am,3 T Am,n

Die Eintriage A;; € R einer Matrix konnen beliebige Zahlen aus R sein, es ist aber unzuléssig eine Position
leer zu lassen.

Eine Matrix mit m Zeilen und n Spalten nennt man m x n-Matrix (sprich ,, m-Kreuz-n-Matrix“).

Aii=1 A2=2
. Dann ist A eine 3 x 2-Matrix (d.h. A € R**2) und es gilt As1 =5 Ay2=3
As1 =T A3p=4

49
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Matrizen sind sehr niitzliche Hilfsmittel in einer Vielzahl von Anwendungen. Sie eignen sich als Kurz-
schreibweise fiir groflere Mengen von Daten. Die wahrscheinlich wichtigste solcher Anwendungen sind
lineare Gleichungssyteme.

Beispiel 6.3 }

Betrachten wir die folgenden beiden linearen Gleichungen:

4dxy +6xy —8xr3 = 0
—21‘2 —8.%‘3 = 0

Die wichtige Information dieses Systems steckt lediglich in den Koeffizienten der beiden Gleichungen.
Wir kénnen diese in einer Matrix A zusammenfassen, indem wir im Eintrag A;; den Koeffizienten von
x; in der i-ten Gleichung schreiben. Taucht z; in der i-ten Gleichung nicht auf, so setzten wir A;; = 0.
Hier lautet die Matrix A also
. ( 4 6 -8 )
0 -2 -8/ °

Mit den Rechenregeln, die wir in Kiirze lernen werden, kénnen wir das Gleichungssystem dann folgen-

dermaflen schreiben:
0y _(4 6 -8\ (&
o)~ \o -2 -8 .
T3

6.2 Rechnen mit Matrizen

Definition 6.5 (Transposition)}
Es sei A € R™*" eine Matrix.
Die zu A transponierte Matrix AT € R"*™ ist die Matrix, mit den Eintriigen (A7), = Ay

Die Spalten der Matrix A (von oben nach unten gelesen) werden zu
Zeilen der Matrix AT (von links nach rechts gelesen)

Beispiel 6.5 |
Aus A € R**? wird wie folgt eine Matrix AT € R?*3
|7 1 2 3
A=|2 8 = AT =
3 9 7 8 9

Liest man einen Vektor als eine R”*!-Matrix so kann man diesen auch Transponieren.
Aus einem “stehenden” Vektor v € R? wird so ein “liegender Vektor”:

v = 2 = UT=(123)
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Addition

Matrizen mit gleichen Dimensionen lassen sich addieren. Die Addition funktioniert komponentenweise:

} Definition 6.8 }

Es seien A, B € R™*™. Die Matrix C' := A + B ist die Matrix mit den Eintragen C;; = A;; + B;;.

Beispiel 6.7

0 6 1 7 04+1 647 1 13
2 814+ 3 9 |=[2+3 849 |=1|5 17
4 10 5 11 445 10411 9 21

(Anti-)Beispiel 6.8

3 5 1 2 06\ . . .
<2 i 7) + < 1 2) ist nicht definiert.

Ganz analog definieren wir natiirlich die Subtraktion A — B ganz einfach als die komponentenweise Sub-
traktion aller Eintriage. Die Addition von zwei Matrizen ist nur definiert, wenn sie beide die gleiche Anzahl
von Zeilen und auch die gleiche Anzahl von Spalten haben.

Multiplikation mit Skalaren

Die Multiplikation einer Matrix A mit einem Skalar A € R funktioniert genauso wie bei Vektoren: Man
multipliziert jeden Eintrag von A mit \.

| Definition 6.10 |

Es sei A € R™*" und A € R. Dann ist B := A- A € R™*" die Matrix mit den Eintradigen B;; = A - a;;.
Beispiel 6.10

53\ _ (5 10 15
5-6)  \20 25 30

Bei der Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar miissen wir uns keine Gedanken um passende Zeilen-
und Spaltenanzahl machen. Diese Multiplikation ist immer definiert. Es gelten die folgenden Rechenregeln:

Rechenregeln fiir Addition und Multiplikation mit Skalaren

Seien A, B,C' € R™*"™ drei m x n-Matrizen und seien A, u € R Skalare. Dann gelten:
° A+B=B+A (Kommutativgesetz der Addition)
e (A+B)+C=A+(B+0C) (Assoziativgesetz der Addition)

. A(pA) = (M)A = p(ANA)  (Assoziativgesetz der Multiplikation)

A+p) - A=A+ LA

A-(A+B)=XA+\B
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Die Menge R™*™ bildet zusammen mit der Addtition und der skalaren Multiplikation einen Vektroraum.

Multiplikation mit Vektoren

Die Multiplikation einer Matrix A mit einem Vektor ¥/ ist so definiert, dass die in A gespeicherten Koeffi-
zienten wieder an die entsprechnden Eintridge von ¢ multipliziert werden. Das Berechnen von A - v erfolgt
also zeilenweise, fiir jede Zeile von A wird eine Summe berechnet:

Matrix-Vektor-Multiplikation |

Fiir eine Matrix A € R™*” mit n Spalten und einen Vektor ¢ € R™ mit n Eintrigen gilt:

Ain Az - Ain Aix-vi+ Az -ve+ oo +Ain - vn

U1

A1 Az -+ Agn va Ag1 -vit+ Agz-vet+ --- +An - Un

W

Aml Am2 o Amn Aml s U1+ Am? o WEP ©°° +Amn * Un

Das Ergebnis der Multiplikation A - ¥/ ist also ein Vektor aus R™.

In Beispiel haben wir bereits eine Multiplikation von einer Matrix A mit einem Vektor Z gesehen. Dort
wurde die Multiplikation verwendet, um die linke Seite eines Gleichungssystems in Kurzschreibweise zu

notieren.
Beispiel 6.11

1
9 7 5 , 9.1 47-2 45-3 (38)
8 6 4 n A 8.1 46.-2 +4.3 /) \ 32

Interpretation der Matrixmultiplikation

Die Multiplikation eines Vektors ¥ mit einer Matrix A ldsst sich auf zwei Weisen verstehen:

a) Skalarprodukt mit den Zeilen von A:

Es wird zeilenweise das Skalarprodukt der i-ten Zeile von A mit ¥ berechnet.
a b c x a-x +b-y +c-z
12 3 y " M1z 42y 432 -

b) Linearkombination der Spalten von A:

Es werden Vielfache der Spalten von A addiert — mit Vorfaktoren aus . Der Vektor ¢ ist also eine
Linearkombinations-Anweisung fir die Spalten von A.

"
a b c a-r +b-y +c-z (a) N <b) N (b)
1 2 3 - 1z TE29) 432 1 Y2 2

2



6.3. MATRIX-MATRIX-MULTIPLIKATION 53

6.3 Matrix-Matrix-Multiplikation

Ublicherweise wird die Multiplikation A - B einer Matrix A € R**" mit einer Matrix B € R"*¢  von
rechts nach links* durchgefiihrt. D.h. die Matrix A wird als Liste von Spalten aufgefasst, die jeweils mit
B multipliziert werden:

} Definition 6.12 }

Essei A€ RF™ it “Inputdimension” m
und B € R™*™  mit n Spalten by, by, ..., b, € R™:

Breite m

All-uAlm

A= : : B=1| . .
’ : : bi| |b by,
Agy ... Akl ol N

Die Matrix C':= A - B ist die k x n-Matrix mit den Eintrégen C; ; :=< a; , 5] >

Hohe m

Das heifit die Matrix C hat n-viele Spalten der Form . . € R*.

Das Produkt A - B zweier Matrizen A und B kann nur dann gebildet werden, wenn die Spaltenanzahl
von A gleich der Zeilenanzahl von B ist.

Die Matrix A - B “erbt” von A die “Output-Dimension” und von B die “Input-Dimension”.

Die Zwischen-Dimension m geht bei der Matrixmultiplikation verloren:

Ist A € RF>™ mit “Output-Dimension” & und “Input-Dimension” m

und B e R™*"™  mit “Output-Dimension” m und “Input-Dimension” n

Soist A-BeRF™ mit “Output-Dimension” & und “Input-Dimension” n

} Beispiel 6.13

Sei

159 11
A= und B := 0N Wl
2 6 9

Die Matrix A hat 3 Spalten und B hat 3 Zeilen.
Da diese Zahlen gleich sind, kénnen wir das Produkt A - B berechnen:

! ! 10 6
} Korollar 6.14

Es seien A € R¥*™ B € R™*" und € R™. Dann gilt: A-(B-2) = (A-B) -2
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Beweis:

Essei A€ RF™  mit “Inputdimension” m

und B € R™*™  mit n Spalten by, bs,...,b, € R™.  Weiter sei & € R".
Dann gilt B-J?:':ml~l_)>1—&—...—|—gcn~l;,2 e R™,

A-(B-%) A(zi-by 4 o+ 2,0 by)

z1-A-by + ...+ xn-A-gl (* Linearitéit von A - y)

[l

= (A.Bl A.E,,,).f:(A.B).f

Matrix mit Spalten A~177,

O

Die Rechenregeln fiir die Multiplikation (Lemma [6.15) von Matrizen sehen im Pinzip aus, wie Rechnen
mit Zahlen aus R. Allerdings gilt fiir Matrizen das Kommutativgesetz nicht! D.h. im Allgemeinen ist
A- B # B- A. Selbst wenn beide Produkte definiert sind, gilt nicht immer die Gleichheit.

Lemma 6.15 (Rechenregeln fiir die Matrix—MuItipIikation)}

Es seien A, g, B, E, C' Matrizen mit passenden Dimensionen, d.h.

A AeR™™ B BeRY™ undCeR

Dann gelten:

1) (A-B)-C = A-(B-0) (Assoziativgesetz)

2) A-(B+B) = A-B+A-B (Distributivgesetz)
(A+A)-B = A-B+A-B

3) A-(\-B) = MNA-B gilt fiir alle A € R

Im Allgemeinen gilt:
A-B # B-A (Kommutativgesetz gilt im Allgemeinen nicht)

Beweis: Die Aussagen in 2) und 3) lassen sich direkt aus der Definition der Matrixmultiplikation ableiten.
Zu 1) Es sei C = (¢1,..., ) mit Spalten ¢; € R*.

(A-(B-&) ... A-(B-&))
((A-B)-& ... (A-B)-& ) =(A-B)-C

A-(B-C)=A-(B-&...B-&)

111

Denn bei () gilt nach Korollar Assoziativitiit: A- (B - %) = (A- B) - 7 gilt fiir alle ¥ € R*.

Beispiel 6.16 (Kommutativgesetz gilt nicht) }

Fiir die Matrizen A := ((3) 8) und B := (O 1) gilt A-B # B- A, denn:

A-B=(a-() A.(é)):<8 g) wd  B-A=(B-(}) B.<3))=(8 8)
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Interpretieren wir Matrizen wiederum als lineare Abbildungen, so entspricht das Produkt zweier Matrizen
der Hintereinanderschaltung zweier linearer Abbildungen:

6.4 Lineare Abbildungen vs. Matrix-Abbildungen

g 5212 6.17 |

Jede lineare Abbildung f : R™ — R ldsst sich als eine Matrix-Multiplikation f(x) = A-z mit A € R"*"

beschreiben. Genauer gilt:
Die Matrix A hat die Spalten @, := f(e1),ds := f(e2),...,a, := f(e,) (wobei d; € R™), d.h.

A= = B
ai| |

Die Matrix A heiit darstellende Matriz von f, man schreibt kurz M(f) := ( f(e1),..., f(en) ).

Umgekehrt gilt: Ist B € R™*"™ so ist die Abbildung g : R — R™, z +— B - z linear.

Beweis: Essei f:R” — R™ und A € R™*" die Matrix mit Spalten a; := f(e1),...,a, := f(en).
Fiir x € R” gilt dann wegen © = x7 - €1 + ... + x,e, und wegen der Linearitidt von f:

f@ =flxy-e1+...+xn-e,) = x1-fler) +... x, flen)

‘ Beispiel 6.18

Es sei f:R? = R? mit ( f/ ) — < Z ) Diese Abbildung ist linear und es gilt:

re=1 ()= fe-1()- 0

Die darstellende Matrix lautet also A := < (1) (1) )
Es gilt tatsédchlich f(¢) = A - ¥, denn:

(G))=0)== () (6)=(5)-(5)
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Beispiel 6.19 }

Es sei f : R? = R? mit < zfj ) — < Tty ) Diese Abbildung ist linear und es gilt:

=y

o=t =)  re=r(O)=() e me=(1 1)

Wir berechnen nun den Funktionswert f( (3) = (gfﬁ) = (‘;’) auf zwei Weisen:

e Berechnung aus f(e1), f(e2) unter Nutzung der Linearitéit von f.

f((3)) = 1@+ ) = 5 £(() += #(()

e Per Matrixmultiplikation

Mo @) - (G 4)(0) - =0 = 0) -(9-0

Es seien f,g : R® — R™ und h : R™ — R lineare Funktionen mit den folgenden Matrixdarstellungen:
f(z) = M(f) @, g(x) = M(g)- = und h(y) :== M(h)-y.

Dann haben die linearen Funktionen f + g, Af und h o f die folgenden Matrixdarstellungen:
1) M(f+g)=M(f)+ M(g)
2) M(X-f) =X M(f)
3)  M(hof)=M(h)- M(f)

Beweis: 1) und 2) sind klar bei 3) gilt fiir alle & € R™:

ho f(@) =h( f(&))=M(h)-(M(f)-Z) = (M(h)- M(f)) &
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 Beispiel 6.21
Die Abbildung f : R? — R?, (Z) — (g) entspricht der Spiegelung des R? an der Geraden = = y.

. . . 0\ ., 1 0 1
Die darstellende Matrix hat die Spalten f(e;) = (1), fle2) = <0>, d.h. M(f) = < 1 0 )
Die Abbildung h : R? — R2?, (2) — (_§> entspricht einer Spiegelung des R? an der y-Achse.

. . . =il 0 -1 0
Die darstellende Matrix hat die Spalten h(e;) = ( 0), flea) = (l), d.h. M(h) = 0 1

Die Abbildung h o f : R? — R?, entspricht der Hintereinanderausfiihrung beider Spiegelungen:

iy )

Die darstellende Matrix hat also Spalten ho f(e;) = ((1)), hof(e2) = <7(1)>, d.h. M(ho f)= ( ? _(1) )

Es gilt hier:
ho f(@) = h(f(0))=M(h)- (M(f)-0)= (M(h)-M(f)) -7
Das heifit M (h o f) (die darstellende Matrix von h o f) sollte von der Form M (h) - M(f) sein. Dies ist

auch so M(h)-M(f) = (()1 (1J> ' ((1) (1)) - ( (1) _(1) >

6.5 Dimensionssatz

 Definition 6.22 |

Fiir eine Matrix A € R™*" definieren wir den Kern der Matrix und das Bild der Matrix als:

Kern(A) :={Z €R" : A-Z=0} Bild(4) :={A - ¥ : £ € R"}

Bemerke: Fiir A = (dy . ..d,) mit Spalten @; € R™ gilt: Bild(A) = spann ( {a@1,...,an})

Bemerke: Fiir die Abbildung F': R™ — R, z +— A -z gilt:

e Der Kern ist Teilmenge der Urbildmenge R™ der Abbildung F'
e Das Bild ist Teilmenge des Bildmenge R™ der Abbildung F

 Lemma 6.23 |
Fiir jede Matrix A € R™*™ sind Kern(A) € R™ und Bild(A) € R™ Vektorrdume.
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Beweis: Hat A € R™*" die Spalten dy,...,d, € R™, dh. A = (di,...,d,) so gilt Bild(A) =
spann ( {d1,...,dn}):

Bild(A) = {A-7:ZeR"}
= {z1-a1+...+ 2,0, : x1,...2, €ER} =spann({dy,...,dn})

Der Spann von endlich vielen Vektoren ist stets ein Vektorraum (s. Beispiel , d.h. Bild(A) ist ein
Vektorraum.

Kern(A) C R™, “erbt” als Teilmenge von R™ fast alle Eigenschaften des R™. Deswegen geniigt es nach
Lemma zu zeigen: Kern(A) ist abgeschlossen unter Addition und skalarer Multiplikation.

o 2.2 VZ, iy € Kern(A) : ¥+ i € Kern(A).

Seien z,y € Kern(A), dann gilt A- (¥ +¢) =A-Z+ A- ¢ = 0 und das heifit: £+ i € Kern(A).

=0 -0

{
{

o 2.2.: V¥ € Kern(A),\ e R: - ¥ € Kern(A).

Seien z € Kern(A) und A € R, dann gilt A- (AZ) = A+ A-Z = 0 und das heifit: A - Z € Kern(A).
=0

Lemma 6.24

Es sei A € R"*" dann gilt fiir die Vektorrdume Kern und Bild:

dim (Kern(A)) + dim (Bild(A)) = n
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Beweis: Wir konstruieren aus einer Basis von Kern(A) und (den Urbildern von) einer Basis von Bild(A)
eine Basis von R™:

Es sei {u1,...,ur} C R™ eine Basis von Kern(A4), d.h. dim(Kern(4)) = k.
Es sei {wy,...,w;} C R™ eine Basis von Bild(A), d.h. dim(Bild(A4)) = ¢.

Nach Definition von Bild(A) ist jeder der Vektoren w; von der Form w; = A - v;.

Es sei {v1,...,v} CR™ so dass fiir jedes i = {1,...¢} gilt: A-v; = w;.
Wir zeigen nun, dass uq,...,ug, v1,...v, linear unabhéngig sind: Es seien p1, ..., g, A\1,..., ¢ € R
(%) p1-upF otk ur AN v+ Ao = 0
e A-(M1~u1+...+uk-uk +)\]~m+...+/\g-w) = A0
— ,u1A~u1+...+ukA~uk +M A v+ N Ay = 0
—— —— —— ~——
=0 =0 =wy =wy
EXN=Xd=...=X=0 * Wi, ..., wp sind linear unabhéngig
Setzt man Ay = Ao = ... =X\, =0 in (x) ein, so erhélt man

1w+ pgcug+0-v 4+ +00, =0
== 1 =...=up =20 weil uq, ..., uy linear unabhéngig sind
Aus (%) folgt also py =...=pr=0und \y = X2 = ... = N\, = 0, d.h. die Vektoren sind linear
unabhingig.

Wir haben k+ ¢-viele linear unabhiingige Vektoren im R™ gefunden. Damit gilt nun: k+/¢ < dim(R") = n

Es bleibt zu zeigen: Fiir V :=spann ({uy, ..., u,v1,...v,}) gilt R* C V.

Es sei € R™ beliebig und 3 := A - 2. Wegen y € Bild(A4) gilt ¥ = Ajwq + ... + Awy.

Es gibt damit also Z € spann(vy,...vy) mit AZ = g ndmlich Z := Aoy + ... + Aoy

Wegen Az = A7 folgt A(x —2) =0, d.h. Z:= 2 — 7 € Kern(4).

Insgesamt folgt: * = zZ + & mit z € spann(uy, ..., ur) und T € spann(vy,...,vy).

Weil z € R” beliebeig gewiahlt wurde, gilt also R™ C V. O

6.6 Lineare Selbstabbildungen: Die Welt der quadratischen Ma-
trizen

Eine Matrix A € R™*"™ bei der die Anzahl der Zeilen mit der Anzahl der Spalten iibereinstimmt heifit
quadratisch (“Input-” gleich “Output-Dimension”).

Quadratische Matrizen stehen fiir lineare Selbstabbildungen, d.h. eine Matrix A € R™*" liefert eine Ab-
bildung f(z) := A(z) mit f : R™ — R™. Fiir solche “Automorphismerﬂ’ gibt es viele Anwendungen und

1 Automorphismus= Strukturerhaltende Selbstabbildungen, von ’auto’ selbst & 'morphismus’ Verformung
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deswegen eine reichhaltige Theorie.

Definition 6.26 (Identitatsmatrix)

Fir n € N ist I,, € R"*™ mit I,, := (€} ...¢é,) die Finheitsmatriz der Dimension n. Die Matrix I,, hat
also in allen Diagonaleintrégen eine 1, und 0 sonst:

/1 wenni=j
(I”)ivj - { 0 sonst

Wenn klar ist, welche Dimension n gemeint ist, so schreibt man fiir I,, auch kurz I.

o O =
o = O
= O O

Korollar 6.27 |

Fiir jede Matrix A € R"*™ gilt I, - A= A-I, = A. Fiir jeden Vektor & € R" gilt I,, - T =&

Definition 6.28 |

Eine Matrix A € R™*™ heifit invertierbar mit inverser Matrix B € R™*" falls gilt: B- A = I.
Man sagt in diesem Falle “A ist regulér” und schreibt A=! := B.
Ist A nicht invertierbar, so sagt man “A ist singulér”.

Lemma 6.29

Eine Matrix A € R"*" ist genau dann invertierbar, wenn die Abbildung f4 : R” — R" mit z — A -z
bijektiv ist.

Beispiel 6.30 }

. (37 . 1 5 —7
FurA.( 5>g11tA <_2 3>

\}

1 d —c
Ao 1.
ad — cb ( b a )

1 d —c a ¢ 1 ad — cb 0
-1 5 — 3 5 _ . —
A7-4 ad — cb (b a) (b d) ad — cb ( 0 adcb) B




Kapitel 7

Das Skalarprodukt

7.1 Das Skalarprodukt und die Euklidische Norm im R"

 Definition 7.2 |

Es seien &,y € R™ dann ist das Skalarprodukt von & der beiden ¢ defniniert als:

(Z,9) =21 -y1+ ...+ Tn Yn

Y1
eine Weitere Notation fiir das Skalarprodukt ist (¥, %) = ()T - 7= (21,...,7,) - ( > .
Yn

Beispiel 7.2

1 4
Es gilt: <<§) <2>>:1-4+2-5+3-6=32

Man beachte, dass das Skalarprodukt eine Zahl berechnet.

A

Fiir das Skalarprodukt gelten die folgenden Rechenregeln:

} Korollar 7.3 }

Es seien &, 7,2 € R™ und A € R dann gelten:
1) (%, 2) = (& @) (Symmetrie)
2a) (T+y,2) = (2,2 + ({7, 2
Wegen der Symmetrie ergeben sich sofort: (Linearitét in beiden Eintrédgen)
(Z,9+2) = (Z,2) + (Z, 9
(Z, A% = XN-(Z, 2

61
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(U, W) betrachten

17|

Phytagoras: | 7|2 + ]2 = |5+

Abbildung 7.1: Phytagoras fiir Dreiecke im R?

Definition 7.5

Fiir # € R™ ist die euklidische Norm definiert als ||z|| := /(Z,Z) = \/2? +... + 22.
Die euklidische Norm eines Vektors entspricht geometrisch seiner Linge.
Beispiel 7.5 |

Es gilt: || (*f;) |=/(32+42=25=5

F: Warum wird die Lange eines Vektors mit Doppelstrichen angegeben?
A: Um den Unterschied zum Betrag einer Zahl klar darzustellen (z.B. | — 3|)

Definition 7.6

Zwei Vektoren v, w € R™ heiflen orthogonal, wenn gilt: (v, o) = 0.
Geometrisch stehen zwei orthogonale Vektoren v und w senkrecht aufeinander.

Die Vektoren ¢, @ und ¢ + @ bilden die Seiten eines Dreieckeﬂ (s. Abb. [7.1)). Nach Satz des Phytagoras
ist das Dreieck rechtwinklig genau dann wenn gilt: ||+ @||? = ||¥/]|? + ||@]|? .

Nach der Definition des Betrags gilt jedoch: |7+ @|]? = ||T]|*> + ||@]|* + 2(F, @) (s. Bew. Lem.[7.7).
Das Dreieck ist also genau dann rechtwinklig wenn gilt: (7, @) =0 .

Aus der Gleichung oben lassen sich zwei Formeln ableiten, die helfen, die geometrischen Eigenschaften des
Skalarprodukts zu kléren:

2 = |l — )
2

|+ w

Fir 7, w € R™ gilt: (7, W) =

IDieses Dreieck sieht man sich relativ zur 2-dimensionalen Ebene spann (7, @) an.
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Beweis: Es seien v, @ € R™. Dann gilt:

!
II*

*x

(§, 0)+T, @)+ {0, 0+ (@, @) =

==l =41

|7+ @ = 7+, 7+ )

Hier haben wir verwendet: x Das Skalarprodukt ist bilinear, *x Symmetrie (¥, @) = (W, ¥)

Es gilt also (7,7) = 1 ( 1 + @2 — |32 — ||| )

Die Formel in Lemma verrit:

63

2 1 2(0, )

15> + ||

—\

} Korollar 7.8 }

Das Skalarprodukt ist Invariant unter Drehungen und Spiegelungen des R™.

Denn: Drehungen und Spiegelungen verdndern die Lénge der abgebildeten Vektoren nicht, und sie erhalten

den Winkel, der zwischen zwei Vektoren eingeschlossen wird.

=

+
=

7oy

Wendet man also eine Drehung oder eine Spiegelung also gleichzeitig auf ¢ und @ so dndern sich deren
Langen nicht, und der eingeschlossene Winkel dndert sich ebenfalls nicht. Dies fithrt dazu, dass sich die
Lénge der Summe ¥ + W ebenfalls nicht &dndert: Ist ¢ das Bild von ¢ und @’ das Bild von @, so gilt:

17+ @] = |7 + @]

Es seien v, w € R™ und « € [0, 7] der Winkel, der zwischen ¥ und w eingeschlossen wird, dann gilt:

(&, @) = 9] - [[] - cos(a)
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Beweis: Um die Geichung (¥, W) = ||||-||@||-cos(a) zu zeigen bedienen wir uns einer geeigneten Drehung:
Man drehe den gesamten R"™, so dass ¢ auf die x1-Achse gedreht wird, und « in die x1-z5 Ebene gedreht
wird.

i)

AN
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Ist (¥)" das Bild von ¢ unter der Drehung und (/)" das Bild von w, so gibt es A, a,b € R mit:
A
0 b
@ =|°1 w=1° und (U,0) = (@), (@)") =A-a
0 0

\/

Um die Rechnungen kurz zu halten, streichen wir die letzten n — 2 Nullen aus (7)

(@) = (g) (@) = (,) mit weiterhin (7, ) = ((8)", (@)") =\-a

, (@)" und erhalten:

Wir zeigen nun A = ||7|| und a = ||@]| - cos(e). Daraus folgt dann die Behauptung (7, &) = ||||- ||7]| - cos(cx)
Es gilt ||0]| = ||(¥)’|| weil das Drehen von ¢ auf (¢)" die Lingen der Vektoren nicht dndert.
Es muss also ||0]| = A gelten, weil ||7|| = ||(¥)’|| (drehen) und ||(¥)'|| = ||(¥)”|| = A (nachrechnen!) gelten.

Auch fiir « ist Drehen Léngenerhaltend, d.h. ||@| = ||(@)’]|, und es gilt ||(@)’|| = ||(@)"|| = Va? + b2.
Weiter gilt a = ||(w)”||-cos(a), denn das Dreieck Mit den Ecken (8), (8) und (@)’ = (Z) ist rechtwinklig:

b

a=c-cos() a = [[(@)"] - cos(c)

Im Rechtwinkligen Dreieck mit Hypothenuse ¢ und AnkatheteEl a gilt:

cos(a) a Lénge der Ankathete
)= — =
¢ Lénge der Hypothenuse

bzw. a = c- cos(w)

Angewendet auf das Dreieck mit Hypothenuse ()" liefert dies: a = ||(w)”|| - cos(«x), und wegen ||(@)"|| =

||5|| folgt die Behauptung.

b(zum Winkel «, der zwischen ¢ und a eingeschlossen wird)

Fiir Vektoren Z,y € R™ gilt stets |(Z, )| < ||Z] - ||¥]|
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Lemma 7.11 (Rechenregeln fiir die Norm)

Fiir alle z,y € R™ und A € R gelten:
1. Es gilt ||z|| = 0 genau dann wenn z = 0.

2. [[Az]] = |A] - ]

3. e +yll < ll=ll + Iyl

Beweis: Aussagen 1) und 2) folgen direkt aus der Definition der Norm . Fiir 3) berechnen wir:

lz+yl? = (@+y,z+y) = (z,z) 2,y + @y
< =l> +2llzlllyll + > = (lzll +]lyl)*® (nach Cauchy Schwarz)

Waurzelziehen auf beiden Seiten von || + y[|> < (||| + [|y||)? liefert die Aussage. O

Definition 7.12 |

Fiir einen Vektor & € R ist ﬁ der zu T gehorige normierte Vektor.

Fiir ¢ := ﬁ gelten: ||7]] = 1 und ¢ hat die selbe Richtung wie 7.

7.2 Orthonormalbasen

Im folgenden betrachten wir besonders “schéne” Basen des R", die sogenannten Orthonormalbasen. Diese
sind deshalb sehr beliebt, weil sich die Darstellung eines Vektors beziiglich einer solchen Basis leicht
berechnen l&sst.

1
Die Notation 7 = <2) steht “eigentlich” fiir eine Linearkobination der kanonischen Einheitsvektoren:
3

1 0 0
f:1.<0)+2.<1>+3.<0> =1-14+2-é+3-¢;
0 0 1

Dabei sind 1,2, 3 die “Mengenangaben” fiir die “Zutatenliste” {€7, &, ¢5}. Natiirlich lassen sich Vektoren
aber auch aus beliebigen anderen “Zutatenlisten” (d.h. Basen) “erstellen” (d.h. linearkombinieren). Den
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zu einem Vektor gehorigen Koeffizienten-Vektor definiert man wie folgt:

 Definition 7.13 |

Es sei B := {51, ol En} C R™ eine Basis des R™.

e Die Linearkobination der I;i mit Vorfaktoren A1,..., A, € R schreibt man kurz als

A1
An/g

o Ist umgekehrt # € R™, so ist Z eine eindeutige Linearkombination der l_); Es gibt also /1, . .. j1,, mit

M1
=y -by+ ...+, b, = ( >
/g
M1

) die Darstellung von Z beziiglich der Basis B.
B

Hn

Hier heift (

Die Dastellung eines Vektors in einer Basis ldsst sich besonders leicht berechnen (s. Lemma , wenn die
gewdhlte Basis nur Vektoren der Lénge 1 enthélt, die paarweise senkrecht zueinander stehen. Deswegen
gibt es eine eigene Bezeichnung fiir solche Vektor-Mengen/Basen:

Eine Menge von Vektoren {by, ..., by} heift
e orthogonal, wenn die Vektoren paarweise orthogonal sind,
wenn also (l_);,l_J}) =0 fiir alle ¢ # j mit 4,5 € {1,...,k} gilt.
e orthonormal, wenn die Vektoren paarweise orthogonal sind und alle Lénge 1 haben,

wenn also fiir alle 4,5 € {1,...,k} gilt

» 7y J 0 fallsi#j
<b“b>_{1 falls 4 = j

 Beispiel 7.15

Die Vektoren {#,w} mit 7 = & ( Z ) , W= 1 ( sind orthonormal, denn :

)
)00 -

—4
orthognal (W) = << g % + g . é -0
5
. . R 32 42
Linge A= () — << ) ( >> Cowte T
. o 74/5 4/ —4)2 32
@ = (@) << ( V. >> - BV -
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(Anti-)Beispiel 7.16

1 1 0 1
Die Vektoren {(1) , (1) , (0)} sind orthogonal aber nicht orthonormal, denn || <1> | =v2#1
0 0 1 0

Die Vektoren {((1)) , % (i)} sind weder orthogonal noch orthonormal.

(Die Vektoren sind zwar normiert (d.h. haben Lénge 1), sind aber nicht orthogonal.)

Genau so wie die n-vielen Vektoren €1, ...¢, eine Basis des R" bilden,
bilden auch beliebige andere n-viele paarweise orthogonale Vektoren stets eine Basis von R™:

Ist B := {51, ceey En} C R™ eine orthogonale Menge mit n-vielenVektoren, so ist B eine Basis des R™.

Beispiel 7.18 |

Die Menge B := {G), (ﬂ)} bildet eine Basis des R?, denn (G), (1)} =0.

_ 1 1\ /0
Die Menge B := {<(1J), <1>, <(1J)} ist eine Basis des R3.
0

1 1
Die Menge { ((1)), <l> } ist keine Basis des R? (denn jede Basis des R? hat genau 3 Elemente).

Definition 7.19 |

Eine orthonormale Menge B := {51, cey 5n} C R” aus n-vielenVektoren, nennt man Orthonormalbasis
des R".

Dass eine Orthonormalbasis tatséichlich auch eine Basis ist, zeigt Lemma [7.17]

g Lemma 7.20 |

Es sei B := {b1,...,b,} C R™ eine Orthonormalbasis des R™. Dann gilt fiir jedes 7 € R™:

A1
= mit N = <T,l_);> firi € {1,...,n}

B

Eine geometrische Anschauung dieses Sachverhaltes findet sich in Abbildung
Der Beweis erfordert Wissen aus dem folgenden Abschnitt iiber orthogonale Matrizen.
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Beweis: Es sei # € R” und B := {by,...b,} C R" cine Orthogonalbasis des R™.

Weiter Sei B := (51 ...by) die Matrix mit den Spalten I;l, ...b,. Nach Korollar ist B eine orthogonale
Matrix und es gilt deswegen BT - B =B - BT =1.

Der Vektor X lisst sich mittels B berechnen:

T (by, &) D
BU-z=|  |@=f =
bT (by, ) An
Und es gilt:
/\1 )\1
D =i+ 4N b =B | ¢ | =B-(B"-3)£(B-B")i=1
An @ An
Bei x verwendet man die Assoziativitit der Matrix-Multiplikation. O

| Beispiel 7.21

Es sei B := {51, 52} mit 51 = % (_;L) , by = % (;) und ¥ := G) dann gelten:

no= (z8) = (()1(8) = tea+1(-3) =1
e = (@h) = (1)) = tes+1y =2

[SURNTN
N—
+
[N}
| =
7N
> o
~~
I
7N
— N
N—

G HE
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Berechnen von A1, \> per Skalarprodukt.

KAPITEL 7. DAS SKALARPRODUKT

F=X\ T4+ N0
/,,,// - N
/ \
/ N,
/ U
QT) “ U1
2
a 1

Zusammensetzen von I aus v, w.

Abbildung 7.2: Darstellung eines Vektors & in einer Orthonormalbasis {#, @/} C R?
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Orthogonale Abbildungen

(A-B)' =BT . AT

@l die Zeilen der Matrix A, so gilt:

Beweis: Sind al,al,...

Q
LS
81

7

A 7= “ — a 2
X

1
#oaT= [ || |||
ai| |az

In den Ergebnissen von A -# und #7 - AT sind die Eintriige ! - ¥ = (@;, &) = &7 - @; Zahlen. Transponiert

e e e
= ( Flai] |7T-dy zTa )

S
S
g

man also A - Z so erhiilt man #T - AT.

71
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Fiir Matrix-Matrix Multiplikation ergibt sich:

—

e Hat B = (by ...b,) die Spalten b; und A hat (wie oben) die Zeilen @7, ...,aZ, so sind die Eintriige
von C := A - B die Skalarprodukte C; ; := a. - Ej der Zeilen von A mit den Spalten von B.

e Die Matrix AT = (@, ...d,) hat dann die Spalten @, ...,a@, und BT hat die Zeilen 51T, . ,Z_)Z die
Eintrége von D := A - B die Skalarprodukte C}, ¢ := gf - dy der Zeilen von A mit Spalten von B.

o Es gilt also: C; ; = D, ; fiir alle 4,5, € {1,...,n}.

Skizze: A-B= g el = : =
I I e [}
o]
=
=T mEE = " 5
b bT'a'l b1 Qnp =t
BT . AT = : : - c =
- a i ~ "
br 4 b~a1 b -ay,

Definition 8.2

Eine Matrix A € R"*™ heifit orthogonal wenn gilt: AT - A = 1.

Korollar 8.3 }

Ist A € R™ "™ orthogonal so ist A invertierbar mit Inverser Matrix A~ = AT
Es gilt A-A=' =1 bzw. A- AT = I und damit ist auch A” orhogonal, denn (AT)T = A.

Korollar 8.4 }

Eine Matrix A = (@ ...d,) € R™ "™ ist orthogonal genau dann wenn ihre Spalten d,...,d, € R™ eine
Orthonormalbasis bilden.

Beweis: Es sei A= (d;...d,) € R"*" mit Spalten dy,...,d, € R™.
Die Eintrige der Matrix AT A sind die Skalarprodukte der @;, es gilt: (ATA);M = (A, dp) = d’f - dy:

| al-a, - ala,
AT A= - . N . = 5{51 JTJZ coo (72T 6n
: ai| |az .
e 1 o
G,-G1 @, 0> a: -Gy
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Es gilt ATA = I genau dann wenn,
e fiir die Diagonal-Eintréige (AT A);, , = 1 gilt (oben hervorhgehoben) und
e fiir alle anderen Eintriige (AT A)y = 0 gilt.

D.h. AT A ist orthogonal genau dann wenn gilt:

T _ |1 fallsk=¢
(A7 Ae = ax, ae) = { 0 falls k ¢
Dies ist dquivalent zur Aussage, dass {d1,...,d,} eine Orthonormalbasis ist. O

} Beispiel 8.5

Die folgenden Matrizen sind orthogonale Matrizen

1/\/5 1/\/§ 1/2

=y %) mem(i ) o] e P

Es sei A € R™*™ eine orthogonale Matrix. Dann gilt fiir alle %, 7 € R™:
@, 9) =(A-Z, A7)

Die Abbildung v+ A - ¥ ist also Langen und Winkelerhaltend:
a) |9l =147
b) Ist @ € [0, 7] der zwischen ¢ und @ eingeschlossene Winkel, so ist
der zwischen A - ¥ und A - W eingeschlossene Winkel ebenfalls .

Fiir eine geometrische Anschauung: Siehe Abbildung

Beweis: Fiir eine Matrix B € R™*" und einen Vektor # € R” gilt (B - #)T =27 - BT. (s. Lemma .
Es seien Z, 4 € R™ und A € R™*"™ eine orthogonale Matrix. Dann gilt:

Az, A = (A9 (49 .
* ToA .o T oz
= (@ -AT).(A-y) = i"’T~((A -A)~y> = ' -y=(Z,7)

=Y

In x haben wir die Assoziativitit der Matixmultiplikation verwendet.
Die Zusatzaussage a) folgt dann durch Wurzelziehen in ||7]|? = (7, 7) = (A%, A¥) = || Av]|%.

Fiir die Zusatzaussage b) sei « der von ¥ und @ eingeschlossene Winkel, und 5 der Winkel zwischen Av
und Aw@. Dann gilt cos(a) = cos() wegen:
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(¥, W) (Av, Aw)
cos(a) = 7o = 5 = = cos(p)
[ | P2 P
Da fiir die Winkel 0 < o, 8 < 7 giltﬂ muss « = (3 gelten, denn auf dem Intervall [0, 7] ist die Funktion
cos(t) injektiv. O

Es sei B := {51, ey En} eine Orthonormalbasis des R und B = (51 e gn) die zugehorige orthogonale
Matrix. Dann lésst sich die Darstellung von & bzgl. B wie folgt berechnen:
B B

| =BTz gilt = : bzw. =1 b1+ ...+ Bn - by
B Ba /s
Der Beweis ist eine direkte Konsequenz von Lemma und der Beweis lduft vollig analog zum Beweis
dort:

Fir

—

Beweis: Es sei B := {51, .. ,gn} eine Orthonormalbasis des R” und B = (b; ...b,) die zugehdrige
orthogonale Matrix.

Dann gilt:
B by o -7 (b1,7)
D=BTE= | E= | | =
Bn bl bl - ¥ (bn, T)

Es gilt also 3; = (b;, #) und damit gilt nach Lemma (weil B eine Orthonormalbasis ist):

E=B1-b1+...+Bn b

8.1 Die Determinante

8.1.1 Ubersicht

Die Determinante ist ein Maf} fiir eine quadratische Matrix A, mit dem sich entscheiden lisst, ob die
Spalten von A linear abhéngig sind.

Genauer gilt: Die Determinante misst das (orientierte) Volumen des von den Spalten von A aufgespannten
Parallelotops (s. Def Bsp. . Dieses Volumen hat den Wert 0 genau dann wenn die Spalten von A
linear abhéngig sind. Diese geometrische Interpretation als Volumen der Determinante ist jedoch nur eine
Hilfe, um sich die Regeln bei der Deteminantenberechnung dauerhaft merken zu kénnen. Wichtig sind die
drei folgenden Einsichten:

e Es gilt det(A) = 0 genau dann wenn die Spalten von A linear abhéngig sind.
o Die Determinante ist multilinear (dies Hilft beim Berechnen per Gauf-Verfahren).

e Die Determinante lésst sich. ..

'Winkel werden hier im Bogenmafl angegeben, im Gradmaf entspricht dies «, 8 € [0°, 180°].
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— — . Xy _ — — X _ - =
.1'2T (iz): To - €1+ 1 - € €2 A~($2)—(a1,a2)-( )— To - A1 + 1 - G2

2

Y
RSy

Die Spalten der Matrix A = (@, d») sind \

e orthogonal und
e haben jeweils Lénge 1

Abbildung 8.1: Orthogonale Abbildungen sind Winkel- und Langenerhaltend

1

: e\ . . = =
'IZI ($2)_x2.el+x1~e2 I2>=$2~a1+331-a2

@lv

-

Die Spalten der Matrix A = (a1, d2)
e haben jeweils Lénge 1
e sind nicht orthogonal

Abbildung 8.2: Gewdhnliche lineare Abbildungen sind nicht Winkel- und Léngenerhaltend
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— per Zeilen- oder Spaltenentwicklung berechnen

(Verfahren hat theoretische Bedeutung, in der Praxis nur fiir kleine Matrizen geeignet)
— per Gauss-Verfahren berechnen

(Verfahren hat grofie praktische Bedeutung ).

Hat die quadratische Matrix A € R™*" die Spalten dq,...d, € R", so ist die Determinante von A das
orientierte Volumen, des von dy, ..., d, aufgespannten Parallelotopsﬂ
Die Orientierung bedeutet hier ein Vorzeichen, dass die Reihenfolge der Vektoren wiederspiegelt.

Definition 8.8

Fiir n Vektoren d1,...,d, € R" sei
P({(_il,,(_in}) = {)\1-5:1 + .o+ a0 A, A, < 1}

Fiir die Matrix A € R™*™ mit Spalten @; schreibt man auch kurz P(A) fir P({d1,...,d,})

Beispiel 8.9 |

Sind die @y, ..., d, linear unabhingig so ist P(A4) das Parallelotop mit Kanten parallel zu den a;.
Sind die dy, ..., d, linear abhiingig so ist P(A) flach.

2 )

x T
2 0 1 2 0 2

Das Parallelotop P <<0> , <2> , <1>) Das Parallelotop P (<0> , <2> , (2)> ist flach.
0 0 2 0 0 0

Volumen ist 8 = Hohe 2 mal Grundfliche 4 Volumen ist 0

Die Determinante det(A) einer Matrix A € R™*™ ist das orientierte Volumen von P(A) (die Genaue
Definition folgt in Def. XX). Das tatsichliche Volumen ist in den seltensten Fillen interessant! Was
wirklich interessiert ist der Fall det(A) = 0:

Lemma 8.10
In einer quadratischen Matrix A sind die Spalten linear abhéngig genau dann wenn det(A4) = 0 gilt.

Eine Richtung dieser Aussage ist leicht zu sehen: Sind die Spalten von A linear abhéngig, so ist der Korper
P(A) relativ zum Raum R"™ flach. Das Volumen hat in diesem Falle den Wert 0.

Spalten von A sind linear abhiingig = P(A) ist flach = vol (P(A4)) = 0 = det(4) =0

Das die Umkehrungen “<” hier auch gelten werden wir spéter zeigen.
Die Determinante ist also ein (schneller!) Weg zu entscheiden ob Vektoren linear Abhiingig sind.

2das Parallelotop ist die mehrdimensionale Verallgemeinerung des Parallelogramms im R2.



8.1. DIE DETERMINANTE 7

8.1.2 Berechnung und Rechenregeln

Die Formel zur Berechnung des orientierten Volumens von P lésst sich in allgemeiner Dimension am besten
durch ein Verfahren ausdriicken. Wir werden zwei solcher Verfahren kennenlernen:

e Das Entwickeln der Determinante — dieses Verfahren hat theoretische Bedeutung, in der Praxis nur
fiir kleine Matrizen geeignet.

e Berechnen per Gauss-Verfahren — dieses Verfahren hat grofie praktische Bedeutung.

} Definition 8.11 (Streichungsmatrix) }

Fiir eine Matrix A € R®*™ und zwei Indices &,/ € {1,...,n}
ist die Streichungsmatriz AR e Ra-D)x(n-1) gje jenige Matrix, die aus A hervorgeht durch
Streichen der k-ten Zeile und Streichen der /-ten Spalte :

A e Are Aie A+ e A
A1 - A1 Ap—ie Ap—iepr 0 Ag—ig
A= Ay, oo Apeaa Ay Apta o Apg
Apt11 - Apvie-1 Akt1r Artie11 0 Aktin
An,l e An,éfl An,é An,EJrl T An,n
A N C Avppn 0 Aig
Y Ap_ia o Apciemr Ap—ien o Ap—in
Arv11 - Ars10-1 Aktie+1 0 Akt
An,l e An,ffl An,[+1 e An,n

} Beispiel 8.12

A=

(SRS
N——

W N =
o o
= @ Q2

} Definition 8.13 }

Fiir eine A € R™*™ mit n € N\ {0} gilt:
e Falls n =1 gilt, so hat A = (A;1) genau einen Eintrag A; ; € R und des gilt det(A) = A1 1

e Falls n > 1 gilt, so konnen wir eine Spalte £ € {1,...,n} wihlen und nach dieser Spalte die

Determinante entwickeln .

det(A) = S (~1)"* Ay - det (AM)

=1
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Bemerkung 8.1 Das Vorzeichen (—1)"* fiir das Element A; ; ist nur bestimmt durch die Zahlen i und ¢,
d.h. bestimmt durch die Position in der i-ten Zeile und /-ten Spalte. Die Zahl (—1)"** ist also unabhingig
von der Dimension n (und auch unabhiingig vom Wert 4, ;).

Hilfreich zum Ermitteln des korrekten Vorzeichens ist eine “Vorzeichen-Matrix”: Man triagt in einer Matrix
in Zeile i und Spalte £ nur das Vorzeichen von (—1)"** ein, dies sieht dann wie folgt aus:

fiir R3%3 fiir R**4

W+ [ ==
[+ |
-+ [ ==
I == 0 =
-+ I == |
I == 0 =
+ I+ |

} Aufwand O(n!) }

Diese rekursive Definition der Determinante ist nicht fiir grofie Inputdaten geignet:

Um det(A) fir A € R¥** zu berechnen, muss man die Determinanten von k-vielen verschiedenen
(k — 1) x (k — 1)-Matrizen berechnen. Ist R(n) der Aufwand beim Berechnen der Determinante einer
n X n-Matrix, dann gilt also (grob) die Rekursionsformel:

R(n)=n-R(n—1).

Mit dem Wissen R(1) =1 fithrt dies zu R(n) =n-(n—1)----- 2-1=nl

Beispiel 8.14 ‘
Fir A := Z Z € R?x2 gilt stets: det(A) =a-d —c-b.

Entwickelt man die Determinante nach der ersten Spalte so erhélt man:

det(4) = (1) a-det (ﬁ) +(=1)- b -det (ﬁ)

= a~det(d) —b-det(c)
Beispiel 8.15 |
1 4 7
Essei A:=| 2 5 8 |.Entwickelt man die Determinante nach der zweiten Spalte so erhélt man:

3 6 9

1 7 1 7

det(A) = (=1)- 4 -det 8 +(1)- 5 -det +(=1)- 6-det | 2 8

9 3 9

8 1 7 1 7
9> +5~det(3 9> —6~det(2 8)

= —4-(2-9-3-8) 5(1-9-3-7) 6-(1-8—2-7)
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Fiir die Fille det(A) mit A € R?*2 bzw. A € R3*3 gibt es Sonderformeln:

 Lemma 8.16 |

Essei A € R?*2 mit A = ( N ¢ ) dann ldsst sich det(A) tiber das Bilden von 2 Summanden berechnen:

b d .
o
)
> Man erhilt det(A) =a-d—1b-c
S
..
 Lemma 8.17 (Sarrusregel)
a o X
Essei A € R®3 mit A= | b S y | dann lisst sich det(A) iiber das Bilden von 6 Summanden
v oz

berechnen.

Fiir das Ermitteln der Summanden schreibt man die drei Spalten von A in ein Schema und wiederholt
die ersten beiden Spalten. Dann bildet man drei “Abwirts-Produkte” mit positivem Vorzeichen, und
drei “Aufwirts-Produkte” mit negativem Vorzeichen. Die Detrminante ist dann die Summe dieser 6
Produkte:

a-f-z +ay-c +x-b-y
—c-fx —yy-a —z-ba

Man erhélt: det(A) = {

8.1.3 Rechenregeln

Fiir die Determinante gelten die folgenden Rechenregeln:

}Lemma 8.18 }

Fiir A, B € R™"*"™ gelten stets
a) det(A-B)=det(A) - det(B) (Multiplikativitéit)
b) det(A) =det(AT)

} Lemma 8.19 (alternierend) }

Tauscht man in d1,...,d, € R™ zwei Vektoren, so dndert die Determinante ihr Vorzeichen:
det ( (@1y ey Al1, Af o Glg1y -y Qo—1y Qg s Aoty .-, 0p) )
- _det((al,--.,&k_l,a[,ak+1,.-.,a[_1, a'ktaaf+la"'7an))
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Lemma 8.20 (Multi-Linearitat) |

Fiir d@y,...,d, € R™ sowie beR" und A € R gilt stets :

det((ﬁl,...,agfl,)\'(_l‘g,6@+1,...,6n)) = )\'det((617...,6471,Jg,5@+1,...,EL'”))
det ( (671,...,&},1, 5g+g,@'g+1,...,5n)) = det( (517...,(_&,1, &} ,5@+1,...,L_in))
+det((dl,...,6g_1, b ,dg+1,...,6n))
Beispiel 8.21 }
Es gilt
2 3 1 3 11
det( 1 15 ) —2~det< 9 15 ) —2~3-det( 9 5 ) =2-3-3=18
2.15—-3.4=18 1.5-2.1=3
Weiter gilt:
11y 11 0 1 1\ _ (1 0
det<2 5>det(0 5>+det<2 5) wegen (2)—<0)+(2)
5—2=3 5—0 0—2

' Die Determinante ist nicht Additiv

Im Allgemeinen gilt nicht det(A + B) = det(A) + det(B), wie das folgende (einfache) Beispiel zeigt.

(5 ) -0 5 )< )

=0 =0

8.1.4 Rechentricks

Das rekursive Enwickeln einer Determinante nach einer Zeile oder Spalte ist fiir “grofie” Matrizen im
Allgemeinen schlicht nicht moglich.
Fiir Matrizen mit vielen Null-Eintrégen ist dies aber weiterhin moglich:

Beispiel 8.22 |

Beim Entwickeln der Determinante nach einer Spalte (bzw. Zeile) sollte man eine Spalte (bzw. Zeile) mit
vielen Nulleintrigen wéhlen. Hierdurch veringert sich der Rechenaufwand erheblich!

1 2 3 4 5
6 7 8 9 1
Essei A= 1|1 0 0 0 O0]. Entwickeln nach Zeile 3, dann nach Original-Zeile 4 und dann nach
02 0 0 0
00 1 00
Original-Zeile 5 liefert:
2 3 4 5
7 8 91 (3 15 4 5
det(A) = +1 - det =41 -2det|8 9 1] =+41-2-1 -det
2 0 0 O 1 0 0 <9 1>
01 00
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Eine Matrix heifit obere Dreiecksmatrix, wenn alle Eintrdgen unterhalb der Diagonale Null sind:

Eine Matrix A € R™*™ heifit obere Dreiecksmatrix, wenn gilt: A, ; = 0 fiir alle Paare 1 < s < z <mn.

Ist die “Zeilennummer” ist grofler als die “Spaltennummer”, so steht A, ; unterhalb der Diagonale.
In einer oberen Dreiecksmatrix sind also alle Eintrage unterhalb der Diagonale Null.

Aiqn A A1z ... Alg
0 A2,2 A2)3 ce Agm

A= 0 0 Asz ... Asn (allgemeine Form einer oberen Dreiecksmatrix)
0 0 . 0 Ann

}Lemma 8.24 }

Fiir eine obere Dreiecksmatriz A € R™ ™ ist die Detereminante das Produkt der Diagonaleintréige:
det(A) = Al,l 0 A272 © 500 ° An,n

Beweis: Der Beweis erfolgt durch eine Induktion iiber die Dimension n der Matrix A € R™*™,

Induktions-Anfang: Man bemerke: Jede 1 x 1-Matrix A € R'*! ist eine obere Dreiecksmatrix]
Es sei n = 1 und A € R'! eine obere Dreiecksmatrix. Die Matrix hat die Form A = (A;;) mit
Diagonalelement A; 1, und es gilt det(A4) = A ;.

Induktions-Voraussetzung: Fiir ein n € N mit n > 1 gelte:
Fiir jede obere Dreiecksmatriz A € R™*™ ist die Detereminante das Produkt der Diagonaleintréige.

Induktions-Behauptung: Dann gilt auch:
Fiir eine obere Dreiecksmatriz A € RO x(+1) jst die Detereminante das Produkt der Diagonaleintrige.

Beweis: Es sei A € R(TD*(+1) ¢ine obere Dreiecksmatrix. Entwickelt man die Determinante nach der
ersten Spalte so erhdlt man wegen Ay | = Az =... = 4,411 =0:

det(A) = A1 - det(AT)  —0-det(A*F) ... +0- det(4>T)

Die Streichngsmatrix A*' ist eine obere Dreiecksmatrix aus R"*"™ mit Diagonalelementen

As2, ..., Api1ni1. Ensprechend gilt nach I.Vor. det(A*T) = Ag o ...+ Apyq s
A- A A e Ay,
11 A2 Ais Ln+1 Asg Azs ... Asnn
0 A2 A3 ... A2np1 0 Ass Az i1
det 0 0 A3_’3 A A37n+1 = Al.l . det . 7 . 7.n
; ; 0 Amnn 0 . 0 Apiinn

=A2 2 .. Anti,nt1

Insgesamt gilt also det(A) = A11 - Aso ... Ayt ngr. O

3Um eine Dreiecksmatrix zu sein miissen in A Elemente unterhalb der Diagonalen 0 sein (wenn es solche Elemente gibt).
Die Matrix (A171) erfiillt dies, denn sie hat keine solchen “nicht-diagional-Elemente”.
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8.2 Lineare Gleichungssysteme

Definition 8.25 |

Ein lineares Gleichungssystem ist ein System von Gleichungen der Form

A171 T +A172 - Tg +...4+ Al,n Ty = bl
A2,1 L1 +A272 T2 + ...+ Ag’n - Tp = bg
Ay -1 +Am,2 “Tg +...F Am,n ‘T, = by

mit A1,17-~-7Am,n € R und by,...b, € R.
Jedes Lineare Gleichungssystem lésst sich dquivalent schreiben als A-Z = b mit A € R™*™ und b € R™.

Das Losen eines Linearen Gleichungssystems kann per Gaufi’schem Eliminationsverfahren erfolgen. Dabei
wird eine Gleichung der Form A - # = b durch ein Tableau der Form A|b ersetzt, auf dem Umformungen
durchgefiihrt werden (sog. Gaussschritte), bis ein Tableau entsteht, das eine Matrix in Zeilen-Stufen-Form
enthilt:

Eine Matrix A € R™*™ hat Zeilen-Stufen-Form, wenn in jeder Zeile z > 2 mehr fithrende Nullen stehen
als in der vorherigen Zeile z — 1 (es sei denn die Zeile z — 1 bestand schon komplett aus Nullen).

Definition 8.27 |

Eine Matrix A € R™*"™ hat Zeilen-Stufen-Form, wenn es einen Zeilen-Index ¢ € {1,...,m + 1} gibt mit:

e Jede Zeile mit Index in {2,...,¢— 1} enthilt mindesten eine fithrende Null mehr als die Zeile davor.
o Jede Zeile mit Index in {¢,...,m} enthélt nur Nullen (falls £ = m + 1 gibt es keine solchen Zeilen).

Beispiel 8.27 }

Die folgenden Matrizen haben jeweils Zeilen-Stufen-Form mit ¢ = 4:

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
A= 03579 03 5 7 9 Anzahl fithrender Nullen
000 2 4 B— 000 2 4 steigt bis Zeile 3 =40 —1
00 000 Anzahl fithrender Nullen
0O 0 0 0 O ist maximal ab Zeile 4 = /¢

(Anti-)Beispiel 8.28

Die folgende Matrix ist nicht in Zeilen-Stufen-Form, den Zeile 2 enthélt genauso viele fithrende Nullen
wie Zeile 3, obwohl beide nicht maximal viele Nullen enthalten:

A:

S O =
O O N
N Ot W
IS (TSN
S © Ot
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Ein Gleichungssytem A-Z = b mit einer Matrix in Zeilen Stufen-Form zu l6sen ist leicht rekursiv moglich.

| Definition 8.29 |

Fiir eine Gleichung A - ¥ = b mit A € R™*" und b € R™ ist das zugehorige Tableau

Ain .. Ay | b

Die Losungen eines Tableaus sind die Losungen der zugehorigen Gleichung A - & = b.
Zwei Tableaus heiflen dquivalent, wenn sie dieselben Losungen haben.

Im Gaufiverfahren sind folgende Schritte Zuléssig auf einem Tabeau:

 Lemma 8.30 |

Die Losungen eines Tableaus verdndern sich nicht, wenn man einen der folgenden folgenden Schritte
anwendet:

Typ I) Addiere eine das Vielfache einer Zeile zu einer anderen Zeile.

Typ II)  Multipliziere eine Zeile des Tableaus mit einer Zahl.

Typ III)  Vertausche zwei Zeilen des Tableaus.

Typ IV)  Streiche eine Nullzeile (eine Zeile deren Eintriige alle Null sind).

... wobei jeweils die anderen Zeilen des Tableaus unberiihrt bleiben.

Der Beweis fiir Schritte vom Typ I)-III) ergibt sich direkt aus den Eigenschaften von Gleichungen.

} Beispiel 8.31

11 1
Gegeben sei A := 4 3 3 und b:= 3 gesucht ist die Losung & von A% = b
-6 -5 —5 -5
2 1 1| 1 2 1 1| 1 2 1 11
4 3 3| 3 O—-(2)-I o 1 1| 1 0 1 1|1
-6 -5 —5|-5 oI+ 3)-I o -2 -2| -2 I+ (2)-II o o oo

Das letzte Tableau hat bereits Zeilen-Stufen-Form. Die letzte Zeile iibersetzt sich zu der Gleichung 0 = 0,
die die Losungsmenge nicht einschréinkt. Diese Gleichung kann also gestrichen werden. Nach Streichen
der letzten Nullzeile erhélt man aus dem Resultierenden Tableau die Gleichungen:

I 2501 +132 +£Z?3 = 1
I 0z +zo +z3 =

Setzt man 23 := A mit A € R so erhilt man nach umstellen:

—
=

0
I 2.2 = 1 —zp —ax3 1-(1-XA)-A=0 — Z=[1=X | mitAeR
I T = 1 —a3 = 1-A

0 0
Die Lésungsmege lautet also: L := {(é) +A- (}) A€ R}
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8.2.1 Interpretation eines Tableaus mit Nullzeilen

Das Interpretieren eines Tableaus mit Nullzeile ist {iblicherweise anfianglich etwas schweirig, aber im Grun-
de genommen einfach: Eine Nullzeile entspricht einer Gleichung 0 = 0, und weil diese Gleichung immer
wahr ist, schrinkt sie die Startmenge R™ nicht ein.

e “Fragt” man alle 2 € R, ob sie 22 = 4 erfiillen, so “antworten” nur 2 und —2 mit ja:
{reR : 2?2 =4} ={-2,2}

e “Fragt” man alle x € R, ob sie 0 = 0 erfiillen, so “antworten” alle mit ja, denn diese Gleichung ist
stets erfiillt! Es gilt also:
{reR:0=0}=R

e “Fragt” man alle z € R, ob sie 0 = 1 erfiillen, so “antworten” alle mit nein, denn diese Gleichung
ist immer falsch! Es gilt also:

{zreR:0=1}=0

Hat man ein Tableau, dass (am Ende) eine Nullzeile enthélt, so entspricht dies der folgenden Situation:
Das Tableau hat einen “Vorspann” aus einer Matrix A € R™*" und b € R™, gefolgt von einer Nullzeile.
Dieses Tableau hat dann die selben Losungen wie A - & = b:

Aﬂl,l R Al,n by A'lel +...+ Al,nxn = b
Tableau: _'E : Gleichungssystem | :
Am,l ce Amm bm Am71131 A oo o AR Am,nxn = bm—l
0o ... 0 0 0 =0

Die Losungen dieses Systems sind:

{feR" : AT=b} (| {F€R" :0=0} = {F€R" : AT =1b}

=R"

} Fast-Nullzeilen }

Hat man ein Tableau, dass (am Ende) eine Nullzeile mit Rechter Seite ungleich Null enthélt, so hat das
zugehorige Gleichungssytem keine Losung

Allgemein sieht dies wie folgt aus: Nach umsortieren der Zeilen, hat das Tableau hat einen “Vorspann”
aus einer Matrix A € R™*" und b € R™ gefolgt von einer weiteren Zeile:

Aﬂl,l R Al,n by A'lel +...+ Al,nxn = b
Tableau: - : : Gleichungssystem | :
Am,l oo Amm bm Am71$1 +...+ Am,nxn = bm—l
0 e 0 1 0 =1

Die Losungen dieses Systems sind:

{feR" : AT=b} () {FeR":0=1} = 0

=0
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8.2.2 Interpretation eines Tableaus mit Spriingen

Hat in einem Tableau eine Zeile z + 1 mehr als eine fithrende Nullen mehr als die vorhergehende Zeile so
bezeichnet man dies als einen “Sprung”. Die folgende Matrix hat zwei Spriinge:

e cinen Sprung der Linge 3 von Zeile 2 zu Zeile 3

e cinen Sprung der Linge 2 von Zeile 4 zu Zeile 5

Lénge 3 IL%inge 2
Hat ein Tableau in Zeilen-Stufen-Form einen Sprung der Lénge k, so bedeutet dies, dass sich k — 1 der
gegebenen Variablen nicht konkret festlegen lassen (s. Beispiel . Diese Variablen bleiben als Variablen
in der Losung erhalten, man driickt dies durch ersetzen der Variable mit einer weiteren, neuen Variable
(meist Griechische Lettern) aus.

 Beispiel 8.32
1 01 0 11]9 1 =9 —x3 —Zs
0120 4|7 — =7 —2r3 —4zs
0001 1/|5 T4=5 —x5

Hier lésst sich
e x4 nur ausdriicken in Abhéngigkeit von =5 (oder umgekehrt).
e x5 nur ausdriicken in Abhéngigkeit von x5, 24 und x5 (oder umgekehrt).
e 1 nur ausdriicken in Abhéngigkeit von zo, 3, 24 und x5 (oder umgekehrt).

Hat man dies getan (s. Gleichungen oben), und legt man x5 und x3 fest, so lassen sich alle weiteren
Variablen aus x5 und x3 berechnen. D.h. fiir alle Werte von x5 und 3 gibt es eine Losungsvektor .
Die Losung hat also 2 Freiheitsgrade, bzw. ist 2 dimensional. Konkret erhdlt man mit z3 := \ und
x5 = u ist die Losungsmege:

T =X —u
7T =2)\ —du
L=/{ A : A u€eR}

5  —u
1
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Kapitel 9

Folgen und Reihen

9.0.3 Folgen

} Definition 9.1 }

Eine Folge (a,,)nen reeller Zahlen ist eine Abbildung N — R, der form n — a,,.
Man Schreibt die Folge in der Form (ay,)nen = (a0, a1, as,as, .. .).

Eine Folge kann angegeben werden:

R

ool

)

=

e aufzéhlend, z.B. (as)nen = (1, 3,

1

e definierend, z.B. a,, := 5

e rekursiv durch einen Startwert und eine Rekursionsgleichung: z.B. ag = 1 und a, 11 = % - Q.

D105 |
‘ Beispiel 9.2

Die Folge (an)neny = (0,1,2,3,4,...) der natiirlichen Zahlen lisst sich wie folgt angeben:

e durch die Definition a, :=n

e rekursiv durch einen Startwert und eine Rekursionsgleichung: z.B. ap = 0 und a,4+1 = a, + 1.

' Definition 9.3 |

Eine Zahl a € R heifit Grenzwert (oder Limes) der Folge (a,)nen, wenn folgende Bedingung erfiillt ist:
Zu jedem reellen Abstand € > 0  existiert ein Index N € N, ab dem fiir alle n > N gilt:

a,, ist dichter an a als der Abstand «.
Eine Folge (a,,)nen konvergiert also gegen a wenn gilt:

VeeRe>0 : ANeN : Ja,—a|<e VneNn>N

In diesem Fall schreibt man a = lim,,_,, a,, an und sagt, dass “an)nen gegen a konvergiert”.

87
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Beispiel 9.4 |

Die Folge (ay)nen mit a, = % hat den Grenzwert a = 0:

Zu gegebenem & > 0 definiert man N, := [1] (dies ist Aufrunden von 1). Fiir alle n > N gilt dann

g

zunéichst |a, — a| = |a, — 0| = |a,| = 1/, und dies ldsst sich wie folgt gegen e abschétzen:

| | 1 ” 1 1 N 1

an —qa| = — S == ——" S —F = &

n= N O[] T Ve
Ein Beispiel: Fiir ¢ = 0.15 ist N, := f15/1 1=T81="
100
Es gilt also: Ab n =7 ist der Abstand |a,, — 0| kleiner als 0.16, d.h. |az — 0|, |as — 0],]ag — 0],... < e
agar; ag a5 a4 = 1/4 asg = 1/3 as = 1/2

EEE———ee 9 o-0-—0 o & . — { ‘ . ‘ { -
0 0.1 € 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

(L)

Definition 9.5

Eine Folge (ay,)nen heifit:
e nach oben beschréinkt, falls es eine obere Schranke A € R gibt, so dass a,, < A fiir alle n € N gilt.
e nach unten beschrénkt, falls es eine untere Schranke AeR gibt, so dass a,, > A fiir alle n € N gilt.
° monoton wachsend, falls fir alle n € N gilt: a,, < a1
e streng monoton wachsend, falls fiir alle n € N gilt: a,, < a1
° monoton fallend,  falls fiir alle n € N gilt: a,, > a,41

o streng monoton fallend, falls fiir alle n € N gilt: a,, > a,41

Beispiel 9.6 |
Die Folge (an)neny = (0,1,2,3,4,...) ist
e streng monoton wachsend denn es gilt a,, < a,+1 = a, + 1 fiir allen € N
e nach unten beschréinkt, denn es gilt a,, > 0 fiir alle n € N
Hinweise: Die Folge ist nicht nach oben beschrinkt.

Die Folge ist auch “monoton wachsend” (ohne den Zusatz “streng”) denn die schwichere Forderung
“p, < apy1” ist auch erfiillt!
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} Beispiel 9.7

Die Folge (an)nen = (1,4, 1)) mit a, :=

1 .
7929408 on ist

e streng monoton fallend denn es gilt a,, > a,+1 = a, - % fiir alle n € N
e nach unten beschréankt, denn es gilt a,, > 0 fiir alle n € N
e nach oben beschrinkt, denn es gilt a,, < 1 fiir alle n € N

Hinweis:

Die Folge ist auch “monoton fallend” (ohne den Zusatz “streng”) denn die schwiichere Forderung “a,, >
” ist auch erfiillt!

an+1’

Das folgende Konvergenzkriterium liefert eine qualitative Aussage iiber das Konvergenzverhalten einer
Folge, d.h. wir erfahren ob eine Folge konvergiert oder nicht. Das Kriterium liefert aber keine quantitative
Aussage, d.h. wogegen die Folge konvergiert bleibt unklar.

Jede nach oben beschrinkte und monoton wachsende Folge ist konvergent.
Jede nach unten beschrdnkte und monoton fallende Folge ist konvergent.

} Beispiel 9.9

Die Folge (ap)nen = (0, %, %, %, ...) mit a, := I3 ist konvergent, denn:

n+

e Offensichtlich gilt nL_H < nL_H + %_H = 1 und damit ist die Folge nach oben beschrénkt.

e Weiter ist die Folge monoton wachsend, d.h. es gilt stets a,, < a,+1 wegen:

) < 2 | (n+1) (n+2)
& n-(n+2) < (n+1)-(n+1)
& n?+2n < n?+2n+1 (eine wahre Aussage)

} Beispiel 9.10

Sei 0 < ¢ < 1. Die Folge (an)nen mit a, := ¢"™ konvergiert, denn diese Folge ist monoton fallend und
nach unten beschrénkt durch 0.

9.0.4 Berechnen von Grenzwerten

Das folgende Lemma enthélt implizit ein Rechenverfahren zum Berechnen von Grenzwerten von zusam-
mengesetzten Funktionen. Im Prinzip darf man das Bilden des Grenzwerts an allen bekannten Rechenzei-
chen “zerteilen”.

Um formal korrekt zu bleiben ist es wichtig, dass in der entsprechenden Berechnung zuerst in einer
Nebenrechnung die Grenzwerte der Teilfunktionen berechnet werden, um diese erst danach zu einem
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Ganzen zusammenzusetzen:

mm Lemma 9.1

Es seien (ay,)nen und (b,,)nen zwei konvergente Folgen mit Grenzwerten

lim a, =a und lim b, =0b
n—oo n—oo

Dann gelten fiir die zusammengesetzten Folgen:

e Addition lim (ap, +b,) =a+b sowie
n—oo
lim (a, —bp)=a—"b
n— o0

e Multiplikation lim (a,-b,) =a-b

n— oo

Gilt zusétzlich b # 0 so folgt

e s . a
e Division lim — = 3

Beispiel 9.12 |

Aus Beispiel wissen wir bereits, dass lim,, % = 0 gilt.
Enstprechend folgern wir fiir %:

. 1 . .

lim — =0 wegen lim — = lim—--— = 0-0
n—oo M, n—,oo N n—,oo N, n

. . 1 .11

lim — =0 wegen lm — = lm—-— = 0-0
n—oo N n—oo N n—oon n

Induktiv lisst sich analog lim,, ., — = 0 fiir alle k € N\ {0} zeigen.

n

Fiir rationale Funktionen (Briiche aus Polynomen) in n € N gibt es ein einfaches Verfahren zum Berechnen
des Grenzwertes:

1. Finde die grofite im Nenner auftretende Potenz n* und kiirze den Bruch mit dieser.

2. Berechne den Grenzwert unter Verwendung von lim 1/nk =0 und lim nF = co und
n—oo

n—oo
Beispiel 9.13 }

L2 -
Es sei a,, := M Dann gilt:
3-n+2-nt fO fO
8- n2+3-n3 8- L+3-Hynt 8- L+3.LH o0+0
im ————— = lim L & = lim L n- — =0
N\
\0 2

Denn es gelten: lim 1 =0, lim 4 =0und lim % =0
n—oo ™ n—oo "

3
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} Beispiel 9.14

8- n2+3.-nt
Es sei a, 1= u Dann gilt:
3-n+2-nt fO f5
. 8-n?4+3.nt . (8-L&%+3-1)-n* o (8-L5+3-1) 0+3
lim ——— = lim 2 = lim 4 1.5
nsoo 3-n42-nt oo (305 4+2-1)-nt noo (305 +2-1) 042
N
\0 2
Denn es gelten: lim %:Ound lim #:0.
n—oo n—oo

Ist der Grad des Zéihlers grofler als der Grad des Nenners, so kann das Konvergenzverhalten durch
Abschétzungen bestimmt werden:

‘ Beispiel 9.15

8- n24+3.n°

3tz ot Dann gilt:

Es sei a,, := >0

/

8-n2+3-n° (8-H+3-n)-n* (8-%+3-n)_ 8.0+3-n 3
ap = >

3-n+2-nt  3-L+2-1)nt 3-5+2-1) 731421 5
NN

<1 Lo

Es gilt also lim a, = oo, denn die Folge ist monoton wachsend und unbeschrankt.
n—oo

Rechnen mit oo ist nicht moglich!

Das Symbol oo steht nicht fiir eine Zahl, entsprechend versagen bei oo die iiblichen Rechengesetze.

Insbesondere der Wert von “22” ist nicht bestimmt.
2/00
42 -n 42
a) “27 st 07 lim = lim — =0
n— 00 n\ n—oo M
00
00
3/
42 -n 42 -n
b) “22” ist co? lim = lim =00
ce n—o0 nQ\ n—oo
00
00
2/
42 -n 42 -1
c) “7 ist 427 lim = lim —— =42
00

9.0.5 Reihen

Vereinfacht ausgedriickt, ist eine Reihe eine “Summe unendlich vieler Summanden”. Wenn aber unendlich
viele Werte addiert werden, kann der Wert dieser Summe auch unendlich grofi werden und dadurch gar
nicht existieren. Bei manchen Summen ist ihr Wert, oder sogar die Existenz des Wertes, unklar:

1 -1 +1 -1 41 £... =7
Lo+ Y5 +Y, +Ys 4 =7

1 4l sz 1 lfe 4.0 =7
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. . . Wi - yw wie wir sie v
Bei solchen “unendlichen Summen” miissen wir also offensichtlich Grenzwerte betrachten, wie wir sie von
Folgen bereits kennen:

Definition 9.16 |

Es sei (ay)nen eine Folge. Die Partialsumme der Folge bis zum N-ten Glied ist Zszo ag.
Die Reihe tiber die a,, der Grenzwert der Partialsummen, d.h.

(o) N

ap := lim E ay
Z N —o0
k=0 k=0

Nicht konvergente Reihen heiflen divergent.

Bemerkung 9.1 Die Reihe muss nicht bei k¥ = 0 oder k£ = 1 beginnen, sondern kann bei jeder ganzen
Zahl m € Z beginnen: Analog zu obiger Definition definiert man dann Y ;- ay.

Andert man in einer Reihe (nur) endlich viele Summanden, so éndert sich das Konvergenzverhalten (Kon-
vergenz oder Divergenz) nicht. Natiirlich kann sich hierdurch der Wert der Reihe &ndern (falls die die Reihe
konvergiert, d.h. falls sie iiberhaupt “einen Wert hat”). Gleiches gilt fiir das Weglassen oder Hinzufiigen
von endlich vielen Summanden.

Beispiel 9.17 |

Es gilt
= 1 1 1 1 1
1 = — = 44—t
’;(k—l)-k st T2 T

Diese Reihe ist also konwvergent. Denn wegen ﬁ — % = G-DF (kkjll)k = (]‘]’;]‘S_}f (ein Trick!) folgt fiir

die Partialsumme bis N € N:

Es folgt also
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 (Anti-)Beispiel 9.18 |

Die Reihe ZEOZO k=04+1+24+3+44+5+ ... ist divergent, denn die Folge der Partialsummen
0,1,3,6,10,15,... ist divergent. Genauer gilt >~  k = oo wegen

N N
TR YD g (Zk) g YD
k=0

2 N —oc0 N—oc0 2
k=0

Die Reihe ZZOZO(—l)k =1—-1+1-14...ist divergent, denn die Folge der Partialsummen 1,0,1,0,1,...
ist divergent, weil sie zwei Héufungspunkte hat (ndmlich 1 und 0). Hier lasst sich als “Wert” fiir die
Reihe nichts angeben, im Gegensatz zur ersten Reihe in diesem Beispiel.

} Lemma 9.19 (Majorantenkriterium)
Es sei Y b, = b eine konvergente Reihe mit Grenzwert b € R.

Gilt fiir eine Folge (a,)neny die Abschitzung 0 < a,, < b, fiir alle n € N, so ist die Reihe iiber die a,,

konvergent und es gilt:
o0 (e9)
0<> an<D bu=b
n=0 n=0

Beweis: Es seien (a,)nen und (by,)nen zwei Folgen mit 0 < a,, < b, und die Reihe iiber die b,, sei
konvergent mit Grenzwert b =~ b,. Dann gilt fiir die Folge der Partialsummen Sy := Ziv:o G :

e Die Folge Sy ist monoton wachsend, es gilt also Sy > Sy fiir alle N € N:

N+1 N
5N+1=Zan = GN+1+Z% > 0+ SN
n=0 ¥ n=0
>0
=8

e Die Folge Sy ist nach oben beschrénkt, denn es gilt Sy < b fiir alle NV € N:

N . N N fo'o)
SN= an<D> by < D bt Y bu=b
n=0 n=0 n=0

n=N-+1
——
>0

Die folge (Sn)nen ist also monoton wachsend und nach oben beschréinkt und damit konvergent. O
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Beispiel 9.20 |
Die Reihe Y2, # ist konvergent, denn die konvergente Reihe 1 = >, ﬁ aus lasst sich als
Majorante nutzen.

Um dies zu erreichen miissen wir die Folge (n% “vorne” ergénzen, weil dieser Bruch fiir n = 0 nicht

1)n

definiert ist. Wir setzen:
1 falls n =1
b, = 1

—  sonst
(n—1)-n

Fiir die Folge a,, := % und b, gilt dann 0 < a, < b, fiir alle n € N, denn
1 1
<

= (nfl)m,:b” fir n € N\ {0}

ap=1=b; und an =

Es gilt also
0

IA

o0 o0 o0 1
;“nﬁgbn:HZm:?

n=2

=1 s. Bsp. m

9.0.6 Wichtige Reihen
Die folgenden Reihen sind in der Mathematik und Informatik wichtig:

Lemma 9.21 (geometrische Reihe)}

o0
Die geometrische Reihe hat die Form Z ¢" mit g e R
k=0

Fiir die Partialsummen der geometrischen Reihe gilt fiir jedes ¢ € R:
n n+1

quflfq

k=0 L=
Fiir —1 < ¢ < 1 konvergiert die geometrische Reihe, es gilt:

= 1

E F=—— fir —1<qg<l1
I—gq

k=0

Fir 1 < g gilt Zzozo ¢* = oo und fiir ¢ < —1 ist die geometrische Reihe ist unbestimmt divergent.
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Beweis: Fiir die Partialsumme S, := ZZ:O q"* gilt:

1- EZ:O @ =1 49 +¢> +... +¢*
—q-Yp0d" = ¢ —¢ +... —¢" ¢!
L- (ZZ:O qk) —q- (ZZ:O qk) = 1 —q" !

Es gilt also (1 —¢) - S, =1 — ¢""'. Teilen durch (1 — ¢) auf beiden Seiten liefert:

k=0 L=
Fiir —1 < ¢ < 1 gilt lim,, .o ¢"*! = 0 und es folgt:
- 1—¢g" 1-0
Y= lim —L =
n—oo 1 —q 1—g¢q
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Kapitel 10

Taylorreihen

Dieser Abschnitt beschiiftigt sich mit Taylorreihen, Taylorpolynomen und der Restgliedabschitzung fiir

Taylorpolynome.

Die Taylorreihe einer reellen Funktion ist eine spezielle Potenzreihe, die sich recht leicht aus den Ablei-
tungen der Funktion berechnen l&sst. Unter bestimmten Voraussetzungen ist die berechnete Taylorreihe
identisch mit der gegebenen Funktion. Dies macht Taylorreihen zu einem #uflerst wichtigen mathemati-
schen Hilfsmittel im Umgang mit Funktionen, sie sind sowohl beim Modellieren von Problemen als auch
beim Losen von Gleichungen duflerst Hilfreich.

Taylorpolynome, die “endliche Version” und quasi der “kleine Bruder” der Taylorreihe, werden hiufig als
Approximation fiir Funktionen benutzt: Wenn das Rechnen mit der tatséichlichen Funktion nicht oder nur
schwer moglich ist, bietet ein Taylorpolynom eine leicht handhabbare Approximation der Funktion — mit

einer Glitegarantie.

10.1 Voraussetzungen

Im folgenden benétigen wir die folgenden Namenskonventionen:

nl =
4! =

o =

Fiir ganze Zahlen n € N ist die Fakultét n! das Produkt aller ganzen Zahlen bis zu n:

1-2:3:4---(n—1)-n
1-2-3.4=24

Als besondere Definition setzt man:

Ein Monom hat die Form a - z*.

Hierbei ist
o 1 die Variable
e k € N der ganzzahlige Exponent
e a € R der reelle Koeffizient

Null als Exponent:
Fiir alle reellen Zahlen z € R gilt 2° = 1
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10.1.1 Potenzreihen

Potenzreihen sind zum einen Funktionen, d.h. zu einer Variable z wird ein Funktionswert errechnet.
Gleichzeitig ist jede Potenzreihe eine Reihe, also die Summe unendlich vieler Summanden, ndmich die
Summe unendlich vieler Monome a,x".

Entsprechend ist beim Umgang mit Potenzreihen Vorsicht geboten: Nicht immer ergibt sich beim Einsetzen
von Werten fiir z ein sinnvoller Wert (s. Beispiel [10.3)).

Definition 10.1 }

Die allgemeine Form einer Potenzreihe lautet
(o)
flz) = Zak(w —m)* =ag+ a1(z — m)! + ax(x —m)? + az(x —m)3 +...
k=0

e Hier ist “a” die Variable, fiir die spezielle Werte eingesetzt werden kénnen.

e Die Zahl “m” nennt man den Mittelpunkt der Potenzreihe.

e Die Folge aus reellen Zahlen (a,,),cn = ao, a1, as,as, ... heilen die Koeffizienten der Potenzreihe.
Beispiel 10.2 }
Die Reihe
=1 , I S R P
2T = gttt
k=0

f . “Piinktchen-Schreibweise”
Summen-Schreibweise unitehen-sehrerbwerse

nennt man die Fulersche Funktion oder auch e-Funktion, abgekiirzt e®.

e Hier ist der Mittelpunkt m = 0 und

e die allgemeine Formel fiir die Koeffizenten lautet a; = %
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10.1.2 Einsetzen von Zahlen in Potenzreihen

Das Auswerten einer Potenzreihe f(z) muss nicht immer “gut gehen”: Es kann Werte fiir « geben, fiir die
f(x) divergiert:

} Beispiel 10.3

Die bereits bekannte geometrische Reihe

o0
Zl-xk = 1+a'+2°+2°+ -
k=0

kann fiir z = 1 keinen endlichen Wert annehmen, weil eine Summe von unendlich vielen Einsen grofier
sein muf} als jede bekannte Zahl. Man sagt entsprechend “diese Potenzreihe divergiert am Punkt x = 1”.
Setzt man jedoch % fiir = ein, so ergibt sich der Wert 2:

S (D)F = 1+ 18 +12 + 13 ++.. =o0
[eS) 1 2 3
Yoo = 1+(3) +G) +(E) + =2

Allgemein gilt: Die geometrische Reihe konvergiert fiir alle z € R mit —1 < x < 1.

Fiir weitergehende Informationen iiber das Konvergenzverhalten von Reihen, insbesondere iiber den soge-
nannten Konvergenzradius, empfehlen wir einen Blick in die entsprechende Literatur.

10.2 Die Taylorreihe einer Funktion

Die Taylorreihe einer Funktion f ist eine spezielle Potenzreihe, die sich recht leicht aus den Ableitungen
von f berechnen lisst. Die Taylorreihe stimmt unter bestimmten Umstéinden(!) rund um den Entwick-
lungspunkt mit der gegebenen Funktion iiberein.

Entsprechend benutzt man die Taylorreihe (bzw. das Taylorpolynom) einer Funktion hiufig in komplexe-
ren Rechnungen, weil sich mit ihr haufig leichter rechnen lésst als mit der eigentlichen Funktion selbst.
Ein Taschenrechner verwendet beispielsweise zum Berechnen (d.h. eigentlich: zum Ann&hern) von Wur-
zelausdriicken ein Taylorpolynom der Funktion \/@ .

Der anstrengende und fehleranfillige Teil der Berechnung einer Taylorreihe ist das Bilden der zahlreichen
bendtigten Ableitungen. Hierzu verwendet man heute meistens spezielle Software.

10.2.1 Die allgemeine Form der Taylorreihe:

In der nachfolgenden Definition ist f (k)(m) die k-te Ableitung von f an der Stelle m, beispielsweise gelten

FOm) = f(m), fH(m) = f'(m), f&)(m) = f"(m) ete.
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Definition 10.4 |

Sei f: R — R eine am Punkt m € R unendlich oft differenzierbare Funktion, dann heifit

—m)k

(@) = 3 9 (m) - E27
k=0 ’

die Taylorreihe der Funktion f am Entwicklungspunkt m.
Fiir die Taylorreihe am Entwicklungspunkt m = 0 schreibt man auch kurz Tf, d.h. es gilt:

Tf(z) := ;ﬂ Ym) -

Beispiel 10.5 }

Um die Taylorreihe von f(z) := e” am Entwicklungspunkt m = 0 zu berechnen, benétigen wir zunéchst
alle Ableitungen an diesem Punkt.

flz) = e, fl@)=e f'(z)=¢" [O(z)=e,
f(O) =el = 1, fl(o) =1, f”(O) =1, f(3)(0) =1,

Entsprechend ergibt sich die Taylorreihe wie folgt:

o] z—0)*
T@) = Yoo fW(0) - &

Man beachte, dass beim Berechnen einer Taylorreihe zunéchst stets Zahlen berechnet werden, d.h. die

Werte fir f*) (0) sind vom Typ “reelle Zahl”. Ein Typischer Anfingerfehler sind “Reihen” der Form
¢“ +¢e" x4 e” - 2°/y + ... Dies sind dann aber keine Potenzreihen und schon gar keine Taylorreihen!

10.2.2 Eigenschaften der Taylorreihe

Die Taylorreihe muss nicht fiir jeden Wert von x konvergieren. Wenn die Taylorreihe jedoch in einem
Intervall konvergiert, so ist sie auf dem Intervall identisch mit der Ausgangsfunktion:

Sei Tf(z) :=> 1oy [ (A’)(O)% die Taylorreihe von f am Entwicklungspunkt m = 0. Falls Tf (z) fiir alle «
in einem Intervall [—a, a] um die 0 konvergiert, gilt:

f(z) =Tf(x) fir alle z € (—a,a).

Grob gesagt folgt aus diesem Theorem: Wenn man bereits “irgendeine” Reihendarstellung von f gefunden
hat, so ist diese Reihe die Taylorreihe von f.

Korollar 10.7 }

Es sei f:R — R eine beliebig oft differenzierbare Funktion und g(z) := Y7 a,z" eine Potenzreihe.

Falls auf einem Intervall (—a,a) mit @ € R und a > 0 gilt:

i) g(x) konvergiert fiir alle € (—a, a) i) f(x) = g(z)gilt fiir alle z € (—a,a)

dann gilt Tf(z) = > .7, arz”®
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 Beispiel 10.8

Fiir f(z) = 1= lautet die Taylorreihe Tf (z) = >;° 2.
Denn nach Lemma gilt fiir die geometrische Reihe:

i) Die Reihe konvergiert fiir alle z € (—1,1)

i) es gilt >, 2% = = fiir alle z € (—1,1).
Probe: Rechnet man tatséchlich nach, so erhilt man fiir die k-te Ableitung die allgemeine Formel
¥ (z) =k (1 —z)*t? bzw. F®(0) = k!
und daraus ergibt sich

Tf(x):ik!%]: = imk
k=0 k=0

Diese Berechnung von Tf(z) kann man sich durch Korollar sparen.

Die in Satz genannte Eigenschaft der Taylorreihe Tf rithrt daher, dass die Taylorreihe am Punkt Null
k
die selben Ableitungswerte besitzt wie f. Wir verdeutlichen dies mit einem Blick auf den Baustein: 7.

Der Baustein %1:
Der Baustein %T, ein normiertes Monom, hat fiir k& # 0 zwei bemerkenswerte Eigenschaften:
1) Der k-te Baustein hat als Ableitung stets den (k—1)-ten Baustein, hier einmal am Beispiel demonstriert:

@) -G -G) G) -6 -()

2) Fiir fast alle Bausteine ergibt sich der Wer 0 beim Einsetzen von = 0, mit Ausnahme von & = 1.
Ableitung Ableitung Ableitung

. o’ ¢ bid 3
Baustein ”6—, % g—, %
Wert bei z =0 1 0 0 0

Mit diesen Eigenschaften ergibt sich die folgende Eigenschaft der Taylorreihe:

} Korollar 10.9

Sei g(z) =Yoo f W(O)% die Taylorreihe am Entwicklungspunkt m = 0. Falls g(z) fiir alle z in einem
Intervall [—a, a] um die 0 konvergiert, gilt:

g®(0) = f®(0) fiir alle k =0,1,2,3...

Mit anderen Worten: Die Funktion Tf hat an der Stelle x = 0 die selben Ableitungen wie f. Dies wird
deutlich, wenn man die Ableitungen der Taylorreihe Tf(x) berechnet und z = 0 einsetzt.

Die folgende Tabelle verdeutlicht, wie die beiden zentralen Eigenschaften der %T—Bausteine die Ableitung
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der Taylorreihe bestimmen:

Die Ableitungen der Taylorreihe

g@) = f0)1 +F(0)-% +f(0)- L +f"'(0)-§j>+%eft?"-g
g@) = F0)0 +/0)- 1 +f(0) % +f/"<o>-§>4f“‘e-“?"-g
g"(x) = FO0)0 +F(0) 0 +f7(0) 1 +f7(0) &+ -

Einsetzen des Entwicklungspunktes z = 0

9(0) = fO-1 + +
g = +10)- 1+
g”(O) — + +f//(0)' 1 +

10.3 Wichtige Taylorreihen

Die folgenden Taylorreihen sind wichtig zu kennen:

Selbst wenn man in miihevoller Arbeit die Taylorreihe eines Polynoms berechnet, so erhdlt man am Ende
doch nur wieder das Polynom selbst:

Lemma 10.10 |

Ist f(x):=ap+ a1z + ...+ a,z"™ ein Polyom mit koeffizienten ay, ..., a, € R, so gilt fiir jeden Entwick-
lungspunkt m:
T"f(z) =ap+ a1z + ...+ aya”

Fiir die Trigonometrischen Funktionen gilt:

Lemma 10.11 }

Fiir f(z) := cos(z) und g(x) := sin(z) gelten:

. o0 . a2k 22 24
cos(z) = f(ac)—’;)(—l) ReL = 1 —3r +E £...
o0 2k+1 1 3
' — L N L T _r
sin(z) = Tg(z) = I;)( 1) k1) T 20 SIS

Diese beiden Reihen konvergieren fiir alle z € R.
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Die geometrische Reihe liefert nach Korollar m eine Taylorreihe fiir ﬁ, es gilt:

' Lemma 10.12 |

Fiir f(z) := L gilt

oo
Tf(x):Za:k = 1 4z +a?
k=0

Die Reihe konvergiert fiir alle z € (—1,1) und divergiert sonst.

10.4 Das Taylorpolynom als Approximation einer Funktion

10.4.1 Die allgemeine Form des Taylorpolynoms:

 Definition 10.13

Sei f: R — R eine am Punkt a € R n-mal differenzierbare Funktion, dann heif3t

n (J/‘ _ a)k

Ti@) =Y ¥ - T

k=0
das Taylorpolynom vom Grad n der Funktion f am Entwicklungspunkt a.

Ist a = 0 so schreibt man fir T, f kurz T, f. Es gilt dann:

xn

n!

= . :L'k :cl < :E2
Tof@@)=>_ fP0) -5 =FO)+ VO + PO+ + ()
2 . . _

Das Taylorpolynom vom Grad n ist eine “endliche Version” der Taylorreihe. Dies hat den entscheidenden
Vorteil, dass das Taylorpolynom —als endliche Summe-— fiir alle Werte von z einen endlichen Wert ergibt.
Die Taylorreihe ist -auf dem Konvergenzintervall- identisch mit der urspriinglichen Funktion (s. Satz .
Im Gegensatz dazu ist das Taylorpolynom allerdings “nur noch” eine Approximation der urspriinglichen
Funktion. Je hoher der Grad des Taylorpolynoms, um so besser stimmt das Taylorpolynom rund um den
Entwicklungspunkt mit der gegebenen Funktion iiberein. Dies sieht man zum Beispiel in Abbildung

dort werden die ersten vier Taylorpolynome der Eulerfunktion e mit der Funktion selbst verglichen.
\

‘Beispiel 10.14 (Anwendungsbeispiel)

Will man den Wert der Eulerzahl e nidherungsweise berechnen, so kann man das Taylorpolynom der
Funktion e” an der Stelle ¢ = 0 entwickeln und den Wert x = 1 einsetzen. Wir tun dies mittels des
Taylorpolynoms vom Grad 3:

1 2 3
Tsf(z) = 1 +% +% +%4
= 14z +2 +2

Tsf(l) = 1+1 +3 +1 =8=26

10.4.2 Restgliedabschitzung

Wie genau ist die Approximation von e aus Beispiel [[0.14]? Die Eulerzahl hat ungefiahr den Wert 2, 71828,
den Fehler zum berechneten Wert 2, 6 kann man jedoch auch ohne dies zu wissen mit dem Satz von Taylor
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2 -3
e? 1+axz+ ’7 + ’(—)

2
1+o+ %

57 1+x

Abbildung 10.1: Die ersten vier Taylorpolynome der Eulerfunktion e®.

abschétzen:

Satz 10.15 (Satz von Taylor) }

Die Funktion f : R — R sei auf dem abgeschlossenen Intervall [0, Z] n-mal stetig differenzierbar und die
Ableitung £+ (z) sei auf dem offenen Intervall (0,z) definiert.

Dann gibt es eine Zahl £ € (0, Z) so dass gilt:

=l 71
f@ = fO+PO5+FPO% + -+ IPOT +E)

das Taylorpolynom vom Grad n

i.n+1
(n+1)! (10.1)

Fehlerterm

Definition 10.16 |

xn+1

Der Term R, (z,§) := f("‘*‘l)(g)W in Gleichung 1D heiflt Lagrangesches Restgliedﬂ

¢ Es gibt noch weitere mogliche Formen fiir das Restglied, die hier nicht erwahnt werden.

Wenn man die Grofle des Lagrangeschen restgliedes abschétzen kann, so kann man tiber das Umstellen
der Gleichung (10.1]) den Fehler abschitzen, den man macht, wenn man statt f(z) den Wert des Taylor-
polynoms T, (Z) berechnet:
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‘Beispiel 10.17 (Fortsetzung Anwendungsbeispiel 10.14)

In Beispiel [10.14] wird der Wert der Eulerzahl e ndherungsweise berechnet:
Tsf(l) = 141 43 +% =8=256
Nach Satz gibt es nun ein £ € (0, 1) so dass gilt:

1 et

FO) =Tef(1) =195 =7

Mit dem zusitzlichen Wissen, dass e < 3 gilt, und dass e < e! gilt folgt:

et 3 1

f(l)—T3f(1)=E§74.3.2.1 =3

Mit dieser Rechnung kénnen wir zeigen, dass der errechnete Wert 2, 6 hochstens um 1/8 = 0, 125 kleiner

ist als die Eulerzahl e.

Dies ist natiirlich nur eine obere Schranke mit gehoriger “Sicherheitsreserve”, der tatséchliche Fehler ist
deutlich kleiner. Zum Vergleich: Der tatsichliche Fehler liegt etwa bei 2,71828 — 2,6 ~ 0.051615161 .
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Kapitel 11

Komplexe Zahlen

11.1 Warum imaginire Zahlen so heiflen wie sie heiflen

Dieses Kapitel widmet sich den komplexen Zahlen, einer Zahlenmenge, die zusammen mit Addition und
Multiplikation einen Zahlkdérper bildet. Die folgenden Zahlenmengen sollten bereits bekannt sein:

e die natirlichen Zahlen N={1,2,3,4,...}

e die ganzen Zahlen z=10,1,-1,2,-2,3,-3,...}
e die rationalen Zahlen Q= {%’ : p,qE€Z,q#0}
o die reellen Zahlen R={a+0,didads... : a € Zund (dp)ney mit dj, € {0,1,...9} }

Nachkomma-Ziffern
Diese Mengen von Zahlen haben Entsprechungen in der echten Welt:

e Die natiirlichen Zahlen entsprechen der Anzahl z&hlbarer Gegensténde.
e Briiche (rationale Zahlen) stehen fiir “Anteile eines geteilten Ganzens” (Pizza).

e Auch reellen Zahlen treten im Alltage auf: zum Beispiel ist /2 die Linge der Diagonale in einem 1-
mal-1 grofien Quadrat (Fliese). Auch das Verhiiltnis der Seiten eines Blatt Papiers im DinA4-Format
ist 1 zu v/2.

Alle diese Zahlen bis hin zu den reellen Zahlen lassen sich also in der Umwelt anschaulich darstellen.
Nicht so die imaginéire Einheit bzw. die komplexen Zahlen: Sie entsprechen den nicht ganz so greifbaren,
abstrakten Losungen von Polynomgleichungen. Man kann sich diese Zahlen zwar veranschaulichen, also
auf ein Blatt Papier zeichnen, man findet Sie jedoch in der Natur nur hinter den Kulissen, im Wirken von
physikalischen Gesetzen.

11.2 Definition

Die Klasse der reellen Zahlen ist sehr grof, trotzdem lernt man in der Schule, dass a- 22 +b-2+¢c=0
nur dann l6sbar ist, falls ihre Diskriminante A = b? — 4ac nicht-negativ ist, da aus einer negativen Zahl
keine Wurzel gezogen werden kann.

Beispielsweise hat die Gleichung z? = —1 keine reelle Losung, was etwas unbefriedigend ist. Lésst sich
nicht vielleicht doch irgendwie eine Zahl \/—1 definieren? Die Antwort ist jein. Tatséichlich gibt es keine
reelle Zahl z € R mit 22 = —1, hier wurde Ihnen also nichts vorenthalten, trotzdem konstruieren wir nun
eine Losung, indem wir uns eine entsprechende Zahl definieren.
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11.2.1 Die imaginire Einheit

Definition 11.1 }

Wir definieren eine Zahl i (genannt die imaginire Einheit) so, dass i = —1 gilt.

Die Zahl 7 ist in sofern imaginér, als dass sie keine reelle Zahl ist, und keine direkt greifbare Entsprechung
in der “echten” Welt besitzt. Mit dieser neuen, zusitzlichen Zahl kénnen nun die Losungen fiir 22 = —1
angeben, dies sind namlich ¢ und —1.

Aus der Regel i2 = —1 lisst sich folgern, dass sich Potenzen von i wieder als +1 oder i schreiben lassen:
k 0 1 2 3 4
i* i0 it i2 i3 it
Wert L] i =1 —i, 1

Eine Komplexe Zahl z hat die Form z = a + i - b dabei sind a,b € R und ¢ ist die imagindre Finheit.

Fiir z =a+i-b ist Re(z) := a der Realteil von z und Im(z) := b der Imagindrteil von z.

Die Menge aller Komplexen Zahlen kiirzt man ab mit C:={a+4-b : a,b € R}

} Typische Fehler }

Der Imaginérteil von z = a + i - b ist die reelle Zahl b und nicht i - b.

Mit 4 kénnen wir nun Losungen fiir alle Polynomgleichungen angeben — nicht nur eine Losung fiir 22 = —1.

g 52tz 11.3

Fiir das Polynom z2 + pz + ¢ mit p,q € R sei (P/2)2 —q<0.
Dann hat die Gleichung 22 + px + ¢ = 0 die komplexen Losungen

2 2
zlzz—g—l—i- ‘(Z) —q’ und 22221::—§—i~ ‘(Z) —q’

Den Beweis fithrt man durch einfaches Einsetzen und Nachrechnen, unter Beachtung, dass hier gilt:

B v o | oo

Beispiel 11.4 |

Gesucht sind die Losungen von 22 + 22 + 10 = 0 mit der p-g-Formel ergibt sich:
T1o=—-14+v/1-10=-14+/(-1)-9=-143-v/—1.

In reellen Zahlen gibt es hier keine Losung, in komplexen Zahlen lauten die Losungen x5 = —1 43 -4.

@ ist nicht “\/—1"
Obwohl es verfithrerisch azussieht, ist es nie richtig “i = \/—1” zu schreiben. In Beispiel sieht
es zwar so aus als hdtte man “y/—1" durch i ersetzt, trotzdem gilt nicht “i =+/—17.
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Die Wurzelfunktion /z liefert fiir € R mit > 0 das nicht-negative y, fiir dass y*> = z gilt. Wegen
der Einschrankung “nicht-negativ” funktioniert die Wurzelfunktion nicht bei —1:

e Die Losungen fiir y2 = 16 sind zum Beispiel 4 und —4,

die Wurzelfunktion liefert aber nur die postive Losung /16 = 4.

e Die Losungen fiir 42 = —1 sind ¢ und —i,

aber hier ist (und bleibt!) unklar, wer “die positive” Losung ist.

Sowohl ¢ als auch —i sind weder positiv noch negativ!

Auch das Argument “; hat kein Vorzeichen” zieht hier nicht, denn: Bei der Definition von C hétte man
(statt die Zahl ¢ zu wihlen) ebenso gut die komplexen Zahlen iiber j := (—4) definieren kénnen! Dann
hétte die Zahl j (also eigentlich —i) “kein Vorzeichen”.

Ein anderes, etwas schwierigeres Argument fiir ¢ = /—1 ist das Folgende:
Wiire /—1 eine echte Zahl, so diirfte man also aus —1 die Wurzel ziehen, d.h. fiir die entstehende Zahl
v/—1 miisste dann die iibliche Wurzelrechenregel v/a - b = \/a - v/b gelten.

(¥)  Annahme: Es gelte i = /—1.

(%x) Dann gilt die Wurzelrechenregel va - b = \/a - v/b auch fiir a = b = —1.

Es gilt dann also: 1) i = (-1)-(=1)
) 81 = () -/D
3) & 1 = i
4) & 1 = -1

Wirend hier 1) unstrittig wahr ist, ist 4) unstrittig falsch, d.h. die Annahme i = /—1 fiihrt zu einem
Widerspruch (und zwar durch (xx), das direkt aus i = v/—1 folgt).

11.2.2 Rechnen mit komplexen Zahlen

Das Rechnen mit komplexen Zahlen folgt im Wesentlichen den Rechenregeln fiir reele Zahlen, d.h. auch
hier gilt beispielsweise die Regel “Punkt- vor Strichrechnung”. Fiir das Multiplizieren von komplexen
Zahlen benotigt man zum einen ein gutes Verstdndnis der Binomischen Formeln, und zum anderen die
einfache Einsicht, dass sich Potenzen von ¢ wieder als 1 oder +i schreiben lassen:

Addition in C Addition von Polynomen
a+ b1 a+ b-x
+ c+ d-i + c+ d-z
= (a+c)+(b+d)-i = (a+ce)+(b+d) - x
Multiplikation in C Multiplikation von Polynomen
(a+b-9)-(c+d-i) (a+b-z) - (c+d-z)
= a-c+(a-d+c-b)i+ b-d.i? = a-ct+(a-d+c-b)z+b-d-a?

=1
= a-c—b-d+(a-d+c-b)i
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11.3 Komplexe Zahlen als kartesische Vektoren

Die Menge der komplexen Zahlen C lisst sich auffassen als ein zwei-dimensionaler reeller Vektorraum.

Jeder Zahl z = a + 7 - b kann man einen Vektor (

= (‘Z) zuordnen.

Im zugehorigen R? bezeichnet man die z,-Achse mit Re und die zo- Im

Achse mit Im. Den entstehenden besonderen R? nennt man die “kompleze
Zahlenebene” oder auch die “Gaussche Zahlenebene”.

Beide Koordinaten-Achsen (auch die Im-Achse!) werden Zahlen aus R 1
beschriftet. So liegt die Zahl z := 2i als Vektor (g) auf der Im-Achse, 04

Beispiel 11.5

3+1-2

und zwar beim Achsenabschnitt “2” (d.h. bei Im(2i) = 2). Der Wert der !
komplexen Zahl z ist aber weiterhin 2¢ und damit komplex.

Die Addition von zwei Komplexen Zahlen durch getrenntes Addieren von jeweils zwei Realteilen und zwei
Imaginirteilen liuft ganz analog zur Addition von Vektoren im R? ab. Wie dort so entspricht auch in C

die addition dem Aneinanderhingen der Zahlen bzw. Vektoren:

+

Addition in C

a4+
Chly

b-i
d-i

(@a+c)+(b+d)-i

Addition von Vektoren

(7

)+

i)

(

a-+c
b+d

)

4

3

2

Beispiel 11.6
A m

w

Jede Zahl zu € C hat als Vektor eine Liange und einen Winkel (zur Re-Achse):

Definition 11.7 |

Der Betrag einer komplexen Zahl z = a + b - i ist die Lénge des Vektors (‘Z), es gilt |z| := Va2 + b2.

Das Argument arg(z) € [0,27) einer komplexen Zahl z € C ist der Winkel, der zwischen der Re-Achse
und der Strecke von 0 nach z eingeschlossen wird.
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 Beispiel 11.8

e Fiir die Zahl z = —2 +2i st |2| = V22 + 22 = 2- /2 und arg(z) = T

e Fiir die Zahl w = 2 —2i ist \z|:\/22—|—22:2~\/§undarg(z):27r—%:27[7r.

z=-2+2i [Im Im
arg(z) arg(w)
4 |
% Re Re
2
w=2—2

Winkel vs. Argument

Man beachte, dass nach obiger Definition fiir arg(z) stets 0 < arg(z) < 2w gilt.
Gibt man jedoch Winkel an, so sind zwei Winkel dquivalent, wenn sie sich nur um ein Vielfaches von
27 unterscheiden.

11.4 Konjugiert komplexe Zahlen und Division

 Definition 11.9 |

Fiir eine komplexe Zahl z = a + b - i, bezeichnet man mit Z = a — b - ¢ die zu z konjugiert komplexe Zahl,
die aus z durch Spiegelung an der reellen Achse hervorgeht.

Beispiel 11.10
Alm Offensichtlich haben z und Z die selbe Linge, aber entgegenge-

z=34+1-2 setzte Winkel. Es gelten:

[Z| = |2] und arg(z) = 2 — arg(z).
I -
% Bei Summen und Produkten kann das Konjugieren vor oder nach
0 INSE ] ! | Re dem Addieren bzw. Multiplizieren geschehen. Genauer gelten fiir
] z,w e C:
_ad F=3-i2 (z+w)=ZzZ+w und (z-w)=z-w

11.4.1 Verwendung

Die zu z konjugierte Zahl wird beim Berechnen von reellen Zahlen aus z genutzt. Einer der dabei genutzen
Umsténde ist, dass fiir z =a + b - i gilt:

2. Z=(a+b-i)-(a—b-i)=a*>—(i-b)*> =a®> +V*
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Dies kannn beim Teilen durch komplexe Zahlen verwendet werden: Um auf einen reellen Nenner zu kom-
men, erweitert man einen komplexwertigen Bruch w/z mit z, dem komplex-konjugietrten des Nenners.

Beispiel 11.11

Fir z =4+ 3¢ und w =1+ gilt:

(1+i)-(4—3-4) T+i 7T 1

T 4+3-49)-(4—3-i) 42+32 25 ' 25

g
SRS

Firz=a+0b-7iund w =c+ d -1 gelten:
(c+d-i)-(a—b-i) ca+db ad—bc

@tb9) (a—b1) a2+ @+ "

w w-z
% zZ2-Z

Das Ergebnis der Division 7 ist also stets wieder eine komplexe Zahl.

Die zu z konjugierte Zahl wird benétigt, um aus z die Gréen Re(z), Im(z) und |z| zu berechnen.

Lemma 11.13 (Berechnungen mittels T)}

Fiir 2z = a + ib gelten:

Re(z) = 2—52 _ (a+i~b)—5(a—i-b):27a:a
Im(z) = zQ—iZ _ (a+i~b);i(a—i-b):27g?:b

lZl=  Vz-z = \ati-b)(a—i-b) =+/aZ—(i-b)% = Va? + 2.

11.5 Polardarstellung komplexer Zahlen

Anstatt Real- und Imaginirteil einer komplexen Zahl z zu kennen, reicht es auch ihren Betrag r, d.h. den
Abstand vom Ursprung, und den Winkel «, den die Strecke vom Ursprung zu z mit der reellen Achse

einschlie3t, zu kennen.

Definition 11.14 |

Die Polarkoordinaten einer komplexen Zahl z € C \ {0} bestehen aus dem Paar (r,a) € R? mit

e Lange r > 0, d.h. r := |z| und

o Winkel a € R so dass « dquivalent zu arg(z) ist, d.h. a = arg(z) + k- 27 mit k € Z.

Fiir z = 0 sind die Polarkoordinaten von der Form (0, «), dabei ist der Winkel « beliebig.
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 Beispiel 11.15 |

Fiir die Zahl z =2 —2i ist |z| =2 /2 und arg(z) = 27 — {f
Als Polarkoordinaten kommen beispielsweise in Frage: (2v/2 , 27 — %) aber auch (2v/2, —%)

Im Im

4 4
z =2—-2 .
z =2—-2

Lemma 11.16 (Umrechnen von Polarkoordinaten in kartesischen Koordinaten)

Liegt z in Polarkoordinaten z = (r, ) vor, so gilt z = r - cos(a) + 7 - sin(«) - 4, d.h.

Re(z) = r-cos(a)
Im(z) = 7r-sin(«a)

Schulwissen: rechtwinkliges Dreieck Komplexe Zahlen

Alm
/ z=a+1b
2\
b /‘ b
X
= . > Re
a a
Ankathet = =r.
cos(a) = % = % = a=c-cos(a) Re(z) a=r-cos(a)
g Gegenkathete b . Im(z)= b=r-si
sin(a) = % =z = b=c-sin(a) m(z) r-sin(a)

Lemma 11.17 (Umrechnen von kartesischen Koordinaten in Polarkoordinaten)}

Sind die kartesischen Koordinaten z = a+b-¢ # 0 bekannt, so kénnen die zugehoérigen Polarkoordinaten

(r, ) wie folgt berechnet werden:

r=|z| = Va®+b? a =

arccos (/) falls b > 0
— arccos (a/r) falls b < 0

dabei ist arccos(x) die Umkehrfunktion des Cosinus (auf dem Taschenrechner cos™!).
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A

Im Im R
z=a+b-1 / z=(r, )
<
b

a ¥/ a

Abbildung 11.1: Kartesische vs. Polar-Darstellung einer komplexen Zahl

11.6 Multiplizieren und Dividieren in Polarkoordinaten

Fiir zwei komplexe Zahlen ist die Multiplikation in Polarkoordinatendarstellung erheblich einfacher als in
kartesischen koordianten. Kurz gesagt gilt:

Léngen werden multipliziert, Winkel werden addiert.

Lemma 11.18 |

Es seien z,w € C mit z = (r,«) und w = (R, ). Dann gilt fiir das Produkt und den Quotienten:
z-w=(r-R, a+p) und EQ(E,[)’—Q>
z r
Beispiel 11.19
z= (15,2 %)
w = ( 2,3 %T)
|
I 4 I
z-w= (3,52
Aw
Z- W |
\Z
b
Rl
@
0.5 1 15 2 25 3 pRe
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Den Beweis werden wir mit der Eulerschen Darstellung einer komplexen Zahl fithren, dafiir benétigen wir
das Verhalten der Funktion e® beim Einsetzen von rein komplexen Zahlen i - a:

}Lemma 11.20 }

Fiir « € R gilt stets e"* = cos(a) + i - sin(a). Insbesondere gelten: e™ = —1 und e"3 =
Die Zahl e*® ist die Zahl auf dem Einheitskreis mit Winkel a:
Imﬂ Im
e’z
et T .
z =" = cos(a) + 7 - sin(a)
/'\/
% =
Re XN S
B N =
wn
= et T — et 717" ‘/ & o
T Re
0 cos(a) 1

Beweis: Die Taylorreihentwicklungen von e*, cos(x) und sin(x) lauten:

=

2 3 4 5
e = 1 4o +5 +% +% +%H +..
2 4
cos(z) = 1 f% +ﬁ—! e
3 i
sin(z) = x f% +75—, ZEooc
Setzt man in e® die Zahl i - « ein so erhilt man (wegen i' =i, i = -1, 4% = —i,i* =1,4° =1i,...)
. 2 R 4 . 5
e = 1 +ira +i%- G 4G+t G -G 4.
1 : +9 (@)
— —a 3 G 5 cos(a
+i-« 2l 4. (é—, a4y & *... } = { +i - sin(«)
. J.

Es gilt also e = cos(a) + i - sin(a)

 Satz 11.21 (Eulerdarstellung)}

Fiir eine komplexe Zahl z € C mit Polarkoordinaten z = (r,«) gilt: z = r - €@

Umgekehrt gilt 7 - e** = (r,a), d.h. r-e"® hat die Linge r und den Winkel .
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Beweis: Die Zahl z = (r, a) lésst sich nach Lemma [11.16] schreiben als

z=r-cos(a)+i-r-sin(a) =r-(cos(a) +i-sin(a)) ,

et

d.h. es gilt z = r - ',
Fiir die Zahl r - ¥ gilt:

[r-e"*| =r-|cos(a) + isin(a)| = r- V/cos(a)2 + sin(a)?

=il

Dariiberhinaus hat e*® nach Lemma [11.20{den Winkel «, und entsprechend hat r - e*® den Winkel . O

Jetzt konnen wir Lemma [11.18 beweisen: es lautet:

Es seien z,w € C mit z = (r,«) und w = (R, 5). Dann gilt fiir das Produkt und den Quotienten:

z-w=(r-R, a+B) und w£<R,ﬁ—a>
2 T

Beweis: Es gelten z =7 - e und w = R - ¢"'? und es folgt:
Z-wWw=r- ei'a . R. ei'ﬂ = r-R. ei-(a-i—ﬁ)

Die letzte Zahl hat offensichtlich den Betrag (Linge) r - R und den Winkel o + 3. Das heifit es gilt
z-w=(r-Ra+p)

Fiir den Quotienten gilt: B '
w_ReP R i R
z r.eve r r

Die letzte Zahl hat offensichtlich den Betrag (Léinge) R/T und den Winkel 5 — . Das heifit es gilt
u‘/z;(R/r’ﬁ*a) U

11.6.1 Einheitswurzeln

Definition 11.22 (Einheitswurzeln) |

Es sei n € N\ {0}. Die Losungen von 2" = 1 mit z € C heilen die n-ten Einheitswurzeln.

Fiir n € N\ {0} sind die Losungen von 2" = 1 die folgenden Punkte auf dem Einheitskreis:

L:— {eiaec : a:k-%mitk:O,l,Z...n—l}
n

Eine Losung ist (bei k = 0) die Zahl z = 1, alle Losungen liegen auf einem symmetrischen n-Eck.
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 Beispiel 11.24 |
Fiir n = 3 sind die Losungen von z® = 1 die drei komplexen Zahlen 2 Im
i-0-27 i-1-27% i-2.2m
21 =€ 3 29 =€ 3 z3=¢€ 3
Diese Zahlen liegen gleichmdfig iber den Einheitskreis verteilt mit Winkeln R
e
~ 2 o 2T o
0=0 1~?—120 und 2-3_240 A

Mit dem Taschenrechner erhilt man per “z = rcos(«) + 4 - rsin(a)” die kartesischen Koordinaten:

1 . V3 1 £
2

w

z1=1 22:—§+[~7 24:_5_1‘.

Satz[11.23]ldsst sich mit den Multiplikationsregeln (Léngen multiplizieren, Winkel addieren) fiir Polarko-
ordinaten veranschaulichen. Wir betrachten das Beispiel z° = 1:

Die Zahl z = 7 - ¢® hat Polarkoordinaten (r, ), d.h. 2° = 7% - ¢¥°@ hat die Polarkoordinaten (7°,5 - a).
Die Zahl 1 hat Polarkoordinaten (1, ) mit moglichen Winkeln g € {..., =27, 0, 27, 227, ...}

Damit 2z° = 1 gelten kann, muss also gelten: 7° =1 und 5-o =k 27 mit k € Z.

e Radius: Aus r° = 1 folgt sofort » = 1, denn es gelten »r € R und r > 0 (r ist eine Lingenangabe),
und in R gibt es nur eine Losung von 2° = 1, némlich z = 1

o~

e Winkel: Wegen den Multiplikationsregeln (Winkel addieren!) folgt: z = (1,a) = 2% = (1, 5a)
Die Zahl 1 hat Polarkoordinaten (1, 5) mit moéglichen Winkeln 5 € {..., —2m, 0, 27, 227, ...}.
Es folgt also

Sa=—1-2w oder ba=0-2r oder bSa=1-27 oder 5a=2 27 oder

d.h. es gilt 5a = k - 2 mit k € Z beziehungsweise a =k - 2% mit k € Z

— Fiir £ =0,1,2,3,4 ergeben sich Punkte auf dem Einheitskreis mit Winkelabstand 27 /5 zuein-
ander (die Ecken eines symmetrischen 5-Ecks!), z.B. ergibt £ = 0 die Losung z = 1, d.h. die
Zahl mit Winkel « =0 - 271/5 = 0.

— Fir k € Z\ {0,1,2,3,4} ergeben sich zwar neue Zahlen «, aber nicht neue Lisungen z €
C, denn ab k = 5 wiederholen sich die Ergebniszahlen z, weil sich immer Winkel der Form
“echtes-2m-Fiinftel plus Vielfaches-von-27” ergeben. Die Punkte mit Winkel “echten-Fiinftel-
27”7 sind mit k = 0,1,2, 3,4 schon entdeckt, wihrend “Vielfaches-von-27” fiir Winkelangaben
unbedeutend ist! Zum Beispiel gilt wegen 5 - 27/5 = 2

k=05 heifit a=5-21/5 =21+0 ergibt selbes z wie bei k = 0.
k=6 heifit a=0bB+1)-2n/5=2r+1-27/5 ergibt selbes z wie bei k = 1.
k=7 heifit a=(bH+2)-2n/5=2r+2-21/5 ergibt selbes z wie bei k = 2.
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