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49.)

50.)

51.)

ii)

iii)

52.)

Die Funktion f : RT — R sei definiert durch f(x) := y/x. Verifizieren Sie — entweder
direkt mittels der Definition der Ableitung oder mittels der Formel zur Berechnung von
Ableitungen inverser Funktionen — dass f auf Rt differenzierbar ist und dass fiir alle

x> 0gilt: f'(2) = 57

(3 Punkte)

Es sei I C R ein Intervall, und die Funktion f : I — R sei differenzierbar. Beweisen
Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

(I) f ist auf I monoton steigend, das heift, fir alle z1,xo € [ mit z; < x5 ist auch

flar) < flzs).
(I) Fiir alle z € I ist f'(z) > 0.
Hinweis zu (I11) = (I) : Benutzen Sie den Mittelwertsatz.

(3 Punkte)

Wir betrachten die Funktion f : [0,1] — [0, 1], definiert durch f(x) := /1 — 22.

Die folgenden einfithrenden Uberlegungen miissen nicht weiter begriindet werden; man
sollte sich aber natiirlich davon tiberzeugen:

Nach dem Satz von Pythagoras ist die zu f gehorige Kurve der vierte Teil einer Kreis-
linie. Fir 0 < z < 1 sei A(z) = {(u,v) € R*|0 < u < 2,0 < v < f(u)}, und
F(z) sei der Fliacheninhalt von A(z). Aus dem Hauptsatz der Infinitesimalrechnung
folgt dann: F'(xz) = f(z). Andererseits setzt sich die Fliche A(x) zusammen aus
einem rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten-Léangen x, f(z) und einem Kreissektor,
dessen Mittelpunktswinkel 6 die Beziehung sin(0) = x erfiillt. Der Flacheninhalt dieses
Kreissektors ist % -0, wobei 6 im Bogenmafl anzusetzen ist.

Fertigen Sie zu obigen einfithrenden Uberlegungen eine Skizze an.

Es bezeichne arcsin : [0,1] — [0, 1 - ] die Umkehrfunktion zu der — auf dem Intervall

0,1 - 7] definierten — Sinusfunktion. Mit obigen Bezeichnungen ist dann also 6 =
arcsin(z). Zeigen Sie aufgrund obiger Darlegung — zusammen mit Aufgabe 49.), dass

arcsin auf [0, 1) differenzierbar ist und dass fiir alle = € [0,1) gilt: arcsin’(x) = 1112.

Zeigen Sie mittels ii), dass fiir alle ¢ € [0, 1 - 7) gilt: sin’(t) = cos(t).

Anmerkung: Aus der Periodizitiat der Funktionen sin und cos sowie aus der Formel

cos(t) = sin(% - m —t) folgt weiter fiir alle t € R : sin/(t) = cos(t), cos'(t) = —sin(t).
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(8 Punkte)

Berechnen Sie die folgenden Integrale:
i) fOQ(:cg + 2% — )dx, i) [ - cos(x)dx, i) fi cos(m- (2> —x+1)) - (22 — 1)du.
(6 Punkte)



