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53.) Wir betrachten die Funktion f: R — R, definiert durch f(z) := e* - sin(z).
i) Berechnen Sie f; f(z)dz fir alle a,b € R.

ii) Berechnen Sie den Fldcheninhalt der Fliche, die der Graph zu f auf dem Intervall
[0, 27] mit der z— Achse einschliefit.

(6 Punkte)

54.) Es sei a € RT, und f : [—a,a] — R sei eine stetige Funktion. Ferner sei f ungerade;
das heift, fiir alle z € [—a, a] gilt: f(—z) = —f(2).

i) Beweisen Sie, dass jede Stammfunktion F' von f gerade ist; das heifit, fiir alle z € [—a, a]
gilt: F(—z) = F(x).

i) Verifizieren Sie: [° f(x)dz =0.
(3 Punkte)

55.) Beweisen Sie — ausgehend von den Potenzreihen-Darstellungen der Exponentialfunktion
und der trigonometrischen Funktionen — die Eulersche Formel: Fiir alle t € R gilt:

et = cos(t) + i - sin(t).
(3 Punkte)

56.) Wir betrachten die Fibonacci-Folge (f,)n>0, die rekursiv durch folgende Vorschriften
definiert ist:

fO = 07 fl = 17 fn+2 = fn+f7l+1 fur n Z 0.
i) Beweisen Sie durch vollstindige Induktion: Es gilt f,, < 2" fiir alle n > 0.

ii) Die erzeugende Funktion () der Fibonacci-Folge ist definiert durch
Q(Z) = ZZO:O fn - 2"

Aus i) folgt, dass diese Potenzreihe fiir mindestens alle z € Uy := B(0, 1) konvergiert.
Beweisen Sie, dass fiir alle z € Uy gilt:

z-(2+1)-Q(2) = Q) — 2.
iii) Sei wy := 1 (14 +/5) und wy := 1. (1 —/5). Beweisen Sie, dass fiir alle z € Uy gilt:
Q) = 5= (G + %),

Schlielen Sie weiter — entweder durch Entwicklung in geometrische Reihen oder durch
direkte Verifikation der anfangs gegebenen Vorschriften:

fn = % ~(wh — wh) fir alle n > 0.

iv) Zeigen Sie: lim, le = w.

(8 Punkte)



