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1 Elementare Zahlprinzipien

§1 Elementare Zihlprinzipien

Fiir eine endliche Menge M bezeichne

|M| = #M = card(M)
stets die Kardinalitdt von M, das ist die Anzahl der Elemente von M.
Beispiele:
(i) 0] =
(i) [{1,2,3}[ =3
(iii) |{2,4,6,8,10} =5
(iv)

Héufig ist die Kardinalitat einer endlichen Menge zu bestimmen, die mit einer zuséatzli-
chen Struktur versehen ist oder aus anderen Mengen konstruiert worden ist.

{p € N|2 < p <100, p ist Primzahl}| = 25

Anzahl-Untersuchungen beruhen in der Regel auf folgenden Grundtatsachen:

(Z1) Zwischen zwei endlichen Mengen M | N gibt es genau dann eine Bijektion, wenn
|M| = |N| ist.

(Z2) Fur zwei disjunkte endliche Mengen M, N ist

|IM UN|=|M|+ |N|.

Dabei heilen M und N disjunkt, wenn M NN = () ist.



http://elearning:euler@math.uni-frankfurt.de/~elearn/sose16/mfi2/Zusatzmaterial/Kardinalit%26auml%3Bt//Video
http://elearning:euler@math.uni-frankfurt.de/~elearn/sose16/mfi2/Zusatzmaterial/Kardinalit%26auml%3Bt/Video/Zeit/72.5

1 Elementare Zahlprinzipien

Satz 1.1. Fur endliche Mengen A,B gilt:
|Ax Bl = [A]-|B]

Veranschaulichung fiir |[A] = 3, |B| =4, A = {a1,a2,a3}, B = {b1, by, b3, by }.
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Abbildung 1: Jeder Stern in obigem Rechteck, das genau |A| - |B| Felder hat, entspricht
einem Paar (a,b) € A x B.

Satz 1.1 laB3t sich - durch vollstdndige Induktion nach £ - leicht verallgemeinern:
Satz 1.2. Fir endliche Mengen My, ..., My gilt:
|My X -+« X My| = |M| - | Mgl
Insbesondere gilt im Falle M = My = --- = M, :

|M¥| = |M x - x M| = |M|*.

k—mal

Bemerkung 1.3. Fir endliche Mengen M, N setzen wir
MY = {f: N — M| fist eine Abbildung}.
Dann ist |MN| = | M|V,
Beispiel:
Sei etwa N = {1,2,3}. Wir identifizieren jedes (my, my, m3) € M? mit der Abbildung
f:{1,2,3} — M, definiert durch
f() =my,  f(2) =ma,  f(3) =ms.

Wir schreiben dann
(m1,ma,mg) = f, M® = M123



http://elearning:euler@math.uni-frankfurt.de/~elearn/sose16/mfi2/Zusatzmaterial/Kardinalit%26auml%3Bt//Video/Zeit/237.6

1 Elementare Zahlprinzipien

Konventionen 1.4. Fur eine Menge M setzen wir
P(M) = {A|A C M}.

P(M) heifit die Potenzmenge von M.
Fiir k < |M| setze

P = () = 4 e PODIEA = 0

Satz 1.5. Fine n—elementige Menge M besitzt genau 2™ Teilmengen.

Beweis. Die Abbildung « : {0, 1} — P(M), definiert durch
a(f) ={me M|f(m) =1}
ist eine Bijektion. Damit liefern (Z1) und Satz 1.2:
[P(M)] = {0, 1} =2
[

Konventionen 1.6. Es seien My, ..., My beliebige Mengen, die paarweise disjunkt sind,
es ist also M; N M; =0 firi # j.

Fiir die Vereinigung M, U- - -UM,, dieser Mengen schreiben wir dann auch MU ... UM,,.
MU. ..UMy, heifst auch die disjunkte Vereinigung der Mengen M, ..., M.

Satz 1.7. Es seien M, N endliche Mengen mit 1 < m = |M| < n = |N|. Dann gibt es
genaun-(n—1)---(n—m+ 1) injektive Abbildungen von M in N.

Beweis. Sei ohne Einschrankung N = {1,...,n}. Wir fithren Induktion nach m.
Im Falle m = 1 gibt es genau n injektive Abbildungen von M in N wie behauptet.
Sei nun m > 2, und sei ag € M beliebig. Fiir 1 < k < n setzen wir

I, ={f: M — N|f ist injektiv und f(ag) = k}.

Dann ist
I=1LU...Ul,

die Menge der injektiven Abbildungen von M in N. Weiter gilt fir 1 <k <n:
1] = |{g : M\{ao} — N\{k}|g ist injektiv}|,

denn jede injektive Abbildung g : M\{ao} — N\{k} korrespondiert -umkehrbar eindeutig-
zu der Abbildung f € I} mit

k fir m = ay.

fm) = {g(m) fir m # ay



http://elearning:euler@math.uni-frankfurt.de/~elearn/sose16/mfi2/Zusatzmaterial/Potenzmenge//Video
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Nach Induktionsannahme gibt es (n —1) - (n —2)--- (n —m + 1) injektive Abbildungen
von M\{ap} in N\{k}. Daher folgt - mittels wiederholter Anwendung von (Z2):

1= 3 Il = (1) (0 =2) (= m+ 1)

wie gewiinscht. O

Konventionen 1.8. Es sein € N und J, = {1,...,n}. Dann ist S, die Menge der
Permutationen von J,, das sind die Bijektionen von J, in sich.

Satz 1.9. Firne N st |S,|=nl=n-(n—1)---2-1.

Beweis. Mit M = N = J, folgt die Behauptung direkt aus Satz 1.7, da jede injektive
Abbildung « : J, — J, automatisch auch bijektiv ist. O

Satz 1.10. Sei N eine endliche Menge und 0 < k < n := |N|. Dann gilt:

Pai=|(1)]= () =

Beweis. Zu beweisen ist ,nur® die mittlere Gleichung.
Ist £ =0, so ist die Formel trivial, denn es ist

(o) =1mr=1=(3)

Sei also 1 < k < nsowie M = J, ={1,...,k}.

Das Bild jeder injektiven Abbildung f : J, — N ist eine k—elementige Teilmenge A von
N, und fir jede solche Menge A € Py () gibt es - nach Satz 1.9, angewandt auf k statt
n- genau k! verschiedene injektive Abbildungen f mit f(J;) = A.

Zusammen mit Satz 1.7 folgt also

Beispiel:
Beim Zahlenlotto ,,6 aus 49* gibt es

= 13983816

49\  49-48-47-46-45- 44
6/ 1-2-3-4-5-6

Moglichkeiten.
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Bemerkung 1.11. Ist f: M — N eine Abbildung und A C N, so setzen wir
f7H(A) = {m € M|f(m) € A}.

Fiir a € N st also insbesondere
F'({a}) = {m € M|f(m) = a}.

Satz 1.12. ,,Das Schubfachprinzip“ :

FEs seien M, N endliche Mengen, setze m = |M|,n = |N|, und sei k € N mitm > n-k.
Ist dann f: M — N eine Abbildung, so gibt es ein a € N mit |f~*({a})| > k.

Interpretation:
Ist m > n - k, und verteilt man m Elemente auf n Fécher, so gibt es ein Fach, in das
mindestens k + 1 Elemente gelegt werden.

Beweis von Satz 1.12: Wir nehmen an Va € N : |f~'({a})] < k.

Dann folgt:
m=|M|=| U (e} = X I Hap < n- k.
aEN aeN
Das widerspricht aber der Voraussetzung m > n - k. O

Satz 1.13. Es seien A und G endliche Mengen, und R C A x G sei eine Relation. Fir
a€ Aundge G setzen wir

r(a) = [{g € Gla X g}|,s(g) = |{a € Ala % g}|.
Dann folgt:
i) Es ist
) Dorla)=>_s(g).
acA geqG
it) Es gebe natirliche Zahlen k und [, sodass fiir alle a € A und alle g € G gilt:
r(a) =k , s(g)=1.

Dann folgt:
(%) Al - k=G| -1

Beweis. i) Beide Seiten in (x) stimmen iiberein mit

R| =1{(a,g) € A x Gla < g}|.

ii) ist Spezialfall von i).
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Beispiel 1.14:
Seien ¢,n € N, sei A :={1,2,...,¢}" C R", und sei G die Menge aller achsenparallelen-
affinen-Geraden in R”, die A schneiden.
Wir setzen R = {(a,g) € A X Gla € g}.
Mit den Bezeichnungen in Satz 1.13 gilt dann:

r(a) =n firallea € A, s(g) =¢q furalle g € G.
Satz 1.13 ii) liefert daher wegen |A| = ¢™

Al -
|G|:| | n:n.qnfl
q

Abbildung 2: Skizze fiir q=4 , n=2
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Definition 1.15. Sei E eine endliche Menge, und w : P(E) — RtJ{0} sei eine Funk-
tion. Fiir e € E schreiben wir

w(e) = w({e}).

i) w heifit eine Gewichtsfunktion, wenn fir alle A C E gilt:

ecA

it) Ist w eine Gewichtsfunktion mit w(E) = 1, so heifit das Paar (E,w) ein endlicher
(oder diskreter) Wahrscheinlichkeitsraum.

Bemerkung;:

i) Definition 1.15 i) besagt:

Fiir eine Gewichtsfunktion stimmt das Gewicht einer Menge iiberein mit der Summe
der Gewichte der Elemente dieser Menge.

ii) Fiir jede Gewichtsfunktion w : P(E) — RTU{0} ist w(()) = 0.



1 Elementare Zahlprinzipien

Beispiele:

i) w:P(E) — R*UJ{0}, definiert durch w(A) := |A] ist eine Gewichtsfunktion.

A
ii) Definiere w : P(E) — RTU{0} durch w(A) : 4 Dann ist (E,w) ein Wahr-

~[E]
scheinlichkeitsraum. w wird auch Gleichverteilung auf £ genannt.
A
w(A) = ||E|| ist die Anzahl der fir A | giinstigen“ Falle, geteilt durch die Anzahl

der ,moglichen® Félle.
Beim Werfen eines idealen“ Wiirfels konnen wir speziell E = {1,2,3,4,5,6} und

w(A) = l? fir A C E annehmen.

Satz 1.16. Sei E eine endliche Menge, und w : P(E) — RTU{0} sei eine Gewichts-
funktion. Dann gilt:

i) Sind Iy, ..., I, paarweise disjunkte Teilmengen von E, so folgt fir I == I;:
1<j<n

n

w(l) =>_w(l;).

j=1
i) Fir alle A,B C FE gilt:

w(A) +w(B) =w(AUB) +w(AN B).

Beweis. i) Laut Definition der Gewichtsfunktion folgt:
w(l;) =YY wle)=> wle) =w().

1 Jj=le€l; ecl

J

ii) A\B, B\A und AN B sind paarweise disjunkte Teilmengen von A U B mit
(A\B)U(B\A)U(ANB)=AUB.
i) liefert daher:

w(AUB) +w(ANB)

= w(A\B) + w(B\A) + w(ANB) +w(AN B)

= (w(A\B) + w(AN B)) + w((B\A) + w(AN B))
= w(A) + w(B).

10



2 Elementare Zahlentheorie

§2 Elementare Zahlentheorie

Definition 2.1. Es seien a,b € Z mit a # 0. Die Zahl a heifit ein Teiler von b |
b
falls — € Z ist.

In dem Fall sagen wir auch:

b ist ein Vielfaches von a oder
b ist durch a teilbar oder
a teilt b.

Wir schreiben dann auch: a | b.
Ist a kein Teiler von b, so schreiben wir: a{b.

Beispiele:
316 ; 7|49 ; -13|39 .
Bemerkung 2.2. i) Fir alle a € Z\{0} gilt:

ala , —ala , 1]a , =1]a , alO.

i) Sind a,b € Z\{0} und c € Z mit a | b und b | ¢, so folgt auch: a | c.

iii) Sind ay,ay € Z\{0} und by, by € Z mit ay | by und ay | by,
so folgt auch: (ay - ag) | (by - by).

iv) Sind a,b € Z\{0} mit a | b und b | a, so ist a = b oder a = —b.
v) Jede Zahl b € Z\{0} hat nur endlich viele Teiler;

diese liegen alle im Intervall [—b, b].
vi) Sind b,c € Z und a € Z\{0} mit a | b und a | ¢, so folgt fir alle m,n € Z:

al(m-b+n-c).

Definition 2.3. Sei M eine nichtleere Menge und R eine Relation auf M. R heifit eine
Aquivalenzrelation, falls gilt:

(1) R ist reflexiv ; das heifit, fir alle x € M gilt: = R z.

(II) R ist symmetrisch ; das heifst:
Sind x,y € M mitx R y , so gilt auch y R .

(III) R ist transitiv ; das heifst:
Sind x,y,z€ M mitx Ry undy R z, so gilt auch: © R z.

Ist R eine Aquivalenzrelation auf M, so heien z,y € M Aquivalent, falls R y gilt.
Auf diese Weise wird M in lauter Aquivalenzklassen eingeteilt.

11
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Beispiele:

i) Die Gleichheitsrelation auf einer nichtleeren Menge M ist eine Aquivalenzrelation ;
die ist gegeben durch

R = {(z,y) € M* | x = y}.

Jede Aquivalenzklasse enthélt nur ein Element.

ii) Die volle Menge M? ist ebenfalls eine Aquivalenzrelation ; das heifit, fiir alle z,y €
M gilt:
xR y.

In diesem Beispiel gibt es nur eine Aquivalenzklasse.

iii) Sei f: M — N eine Abbildung, und setze

R = {(x,y) e M* | f(z) = f(y)}.

Dann ist R eine Aquivalenzrelation. Zwei Elemente x,y € M liegen genau dann in
der gleichen Aquivalenzklasse, wenn ihre Bilder unter f tibereinstimmen.

Definition 2.4. Sei m € N. Zwei Zahlen a,b € Z heiflen kongruent modulo m , falls
b — a durch m teilbar ist, falls also gilt: m | (b— a).
Wir schreiben dann auch: a =b mod m.

Beispiel:
3=7 mod2 , 2=5 mod3 , —3 =7 mod 10.
Satz 2.5. Ist m € N fest, so ist die Relation ,=* eine Aquivalenzrelation auf 7Z.

Nachweis der Transitivitdt. Seien a,b,c € Z mit a = b mod m und b = ¢ mod m.
Dann ist sowohl b — a als auch ¢ — b ein Vielfaches von m. Folglich ist auch
¢c—a=(c—0b)+ (b—a) ein Vielfaches von m; das heiit: a=c mod m. O

Satz 2.6. Sei m € N, und seien ay,as, by, by € Z mit
a1 =b; modm , as=by modm.
Dann gilt auch:
i) a1 + ag = by + by mod m,
i) a3 — as = by — by mod m,
ii1) ay - ag = by - by mod m.

Kongruenzen konnen also addiert, subtrahiert und multipliziert werden.

12
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Beweis von iii). Wir erhalten:
bl'bg—al'ag:bl'<b2—a2)+(bl—a1)'a2.
Die rechte Seite ist durch m teilbar, weil by — as und b — a; durch m teilbar sind. [

Satz 2.7. Die Division mit Rest:
Seien m € N und a € Z. Dann gibt es genau eine Zahl q € 7 und genau eine Zahlr € 7
mit:

a=q-m+r , 0<r<m-—1

Das bedeutet:
a kann auf eindeutige Weise durch m mit einem Restr, 0 < r < m—1, dividiert werden.

Beweis.
Nachweis der Eindeutigkeit:
Seien ¢y, qo, 71,72 € Z mit 0 < 7,79 < m — 1 und

a=q -m-+1r=qx -m-+ 7.

Dann folgt einerseits |y — 3| < m und andererseits 1 —ro = m - (¢ — q1),
also 71 = r9 mod m. Das ist nur moglich, wenn r; = ro ist. Wegen m # 0 folgt dann
auch: ¢ = qo.

Nachweis der Existenz:

Sei q € Z die grofite Zahl mit ¢ - m < a, und setze r :=a — ¢ - m.

Dann ist 7 > 0. Laut Wahl von ¢ ist weiter (¢+ 1) -m > a, alsor =a — ¢-m < m und
folglich r < m — 1. O

Definition 2.8. Fir n,m € Z mit (n,m) # (0,0) bezeichnet ggT(n,m) den grifsten
gemeinsamen Teiler von n und m, also die gréfite Zahl t € N mit tjn und tim. Ist
ggT(n,m) =1, so heiffen n und m teilerfremd.

Bemerkung 2.9. Sind m,n,q € Z mit (n,m) # (0,0), so ist eine Zahl t € N genau
dann ein gemeinsamer Teiler von n und m, wenn sie ein gemeinsamer Teiler von m und
q-m+mn st
Man beachte dazu: n=—q-m+ (q-m+n).
Insbesondere gilt:

geT(n,m) = ggT(q-m +n,m).

13
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Satz 2.10. Der Euklidische Algorithmus zur Berechnung des ggT
Es seien ag,a; € N mit ay < ag. Dann kann d = ggT(ap,a1) nach dem folgenden
Euklidischen Algorithmus berechnet werden:

Schritt 0:

Falls a|ag, setze d = a;.

Stopp!

Schritt 1:

Bestimme q; € Z und ay € N mit

(EA1) ap=q-a1+ay , 0<ay<a; —1
Falls as|ay, setze d == as.

Stopp!

Schritt i, 1 > 1:
Wihle ¢; € Z und a;+1 € N mat

(EAY) a1 =¢qi-a;i+ain , 0<apg <a;—1.
Falls a;i1|a;, setze d == a;y1.
Stopp!

Beweis. Dass der Algorithmus abbricht, folgt sofort aus der Tatsache, dass die natiirli-
chen Zahlen ag, ay, as, ... immer echt kleiner werden. Weiter liefert Bemerkung 2.9 fiir
alle moglichen 1¢:

ggT(a;—1,a;) = ggT(qi - ai + air1, ;) = ggT(ait1, a;)-

Bricht der Algorithmus nach j Schritten ab, so gilt a;i1]a;, und fir d = a;4, folgt
induktiv:

d = ggT(aj, a;11) = ggT(a;1,a;) = - = ggT(ag, a1).

Weiter gilt

Satz 2.11. Sind ag,a; € N, so folgt fir d == ggT(ag, a1):
Es gibt b,c € Z mit

d=b-ayg+c-a;.

Der Beweis folgt induktiv direkt aus den obigen Formeln (EA1).

Beispiel:
Zu berechnen ist ggT (182, 325).

14
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Wiederholte Division mit Rest liefert:
325 =1-182+4 143 ,
182 =1-143+39 |
143=3-39+26 ,
39=1-26+13 |,
26 =2-13.
Damit folgt: 13 = ggT(182,325).
Lesen wir die letzten Gleichungen von unten nach oben, so erhalten wir:

13=39—-1-26=39— (143 —3-39) =4 -39 — 143
=4-(182—143) — 143 =4-182—5-143
=4-182 — 5 (325 — 182)
=9.182 —5-325.
Definition 2.12. Fine natirliche Zahl p € N mit p > 2 heifit eine Primzahl, falls kein
ke N mitl <k <pundk|p existiert. P bezeichne die Menge der Primzahlen.
Bemerkung:
Die kleinsten Primzahlen sind:
2,3,5,7,11,13,17, 19, 23, 29.
Satz 2.13. Es seien n,m € N, und es sei p eine Primzahl mit p|(n - m). Dann gilt p|n

oder plm.

Beweis. Wir nehmen an, es gelte p{n und p { m.
Wegen p € P gilt dann: 1 = ggT(p,n) = ggT(p,m).
Nach zweimaliger Anwendung von Satz 2.11 existieren a, b, ¢, d € Z mit:

a-p+b-n=1 , c-p+d-m=1.
Laut Voraussetzung ist weiter k .= —— € N.
p
Damit folgt:
1
=(a-p+b-n)-(c-p+d-m)
=p-(a-c-pta-d-m+b-c-n+b-d-k).
Das ist ein Widerspruch, denn 1 ist kein Vielfaches von p. O

Satz 2.14. Fundamentalsatz der Elementaren Zahlentheorie:
Zu jeder natirlichen Zahl n > 2 gibt es Primzahlen py,...,ps mit py < --- < ps und

(2) n=pi-ps =l pi
Sind auch qi, . ..,q Primzahlen mit ¢; < --- < ¢ und
(Z2) n=q---q =1l ¢,

soist s =t und p; = q; furl <1 <s.

15
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Beweis. Wir fiihren Induktion nach n.
Fiir n = 2 und n = 3 ist nichts zu zeigen, weil 2 und 3 selbst Primzahlen sind.
Sei nun n > 4, und sei p; der kleinste Primteiler von n; das ist die kleinste Primzahl mit

p1|n.

Nachweis der Existenz:
Nach Induktionsannahme ist

n
— =p2ps
D1

fiir gewisse Primzahlen po, ... ps mit ps < --- < p;.

Damit folgt auch (Z).

Nachweis der Eindeutigkeit:

Gelten (Z) und (Z2), so liefert Satz 2.13 wegen p; € P: p|g; fir ein i mit 1 <7 < ¢.
Wegen ¢; € P ist das nur moglich, wenn p; = ¢; ist. Weil p; der kleinste Primteiler von
n ist, folgt: p; = ¢1. (Z) und (Z2) liefern also:

n
— =P D=
b1

Anwendung der Induktionsannahme auf die Zahl ™ Viefert die Behauptung. O

p1
Bemerkung 2.15. Satz 2.1 besagt auch:
Jede natirliche Zahln > 2 hat eine eindeutig bestimmte Primfaktorzerlegung der Gestalt

k
n=]p"
=1

mit pr,...,prk €P, p1 <---<pr, ar,...,a € N.

Bemerkung 2.16. Gegeben seien n,m € N mit

k k
n=[[p* , m=]]p"
=1 =1

wobei gelte:

plv"'apkepa P <" <Dk
a;, Bi >0, max(ozl,ﬁz)>0fur1§z§k

i) Fine Zahl t € N ist genau dann ein gemeinsamer Teiler von n und m, wenn t die
Gestalt

k
t=[In"
=1

hat mit 0 < ~; < min(ay, 5;) fir 1 <1i<k.
Insbesondere ist

k 1 . .
g T(n,m) = []p™%)
=1

und jeder gemeinsame Teiler von n und m ist auch ein Teiler von ggT(n,m).
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2 Elementare Zahlentheorie

it) Das kleinste gemeinsame Vielfache von n und m ist die Zahl
kgV (n,m) H max(ei,fi),

Jedes andere gemeinsame Vielfache von n und m ist nach Satz 2.14 auch ein Viel-
faches von kgV (n,m).

iii) Aus i) und ii) folgt:
ggT(n,m) - kgV(n,m) Hpaﬁ’gz =n-m.

Insbesondere gilt folgende Aquivalenz:
ggT(n,m)=1%< kgV(n,m)=mn-m.

Sind n und m teilerfremd, so sind die gemeinsamen Vielfachen von n und m also
genau die Vielfachen von n - m.

Satz 2.17. Der Chinesische Restsatz fiir 2 simultane Kongruenzen:

Die natirlichen Zahlen mq, mq seien teilerfremd, und setze m = my - mo. Weiterhin
seien ay, as € 7o gegeben. Dann gibt es genau eine Zahl a € Z mit 0 < a < m — 1, die
die beiden folgenden Kongruenzen lost:

(CRO)
a=a; modm; firie{l,2}.

a kann wie folgt ermittelt werden:
Wiahle ¢y, co € 7 mit

(CR1)
cp-myp+co-me=1
und setze
(CR2)
q:=cC-mp- Q-+ C2-Ma-ay.

Dann ist a die eindeutig bestimmte ganze Zahl mit

(CR3)
a=q modm und 0<a<m-—1.
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2 Elementare Zahlentheorie

Beweis. Nachweis der Eindeutigkeit:
Seien a,ad’ € Z mit 0 < a,a’ <m — 1 und

a=d =a; modm; firie{l,2}.

Dann ist a —a’ ein gemeinsames Vielfaches von m; und msy - und damit nach Bemerkung
2.16 4ii) auch von m = my - mo.
Ausa=d mod mund 0 <a,a <m — 1 folgt nun a = d'.

Nachweis der FExistenz:
Nach Satz 2.11 gibt es ¢1, ¢ € Z , die (CR1) erfillen. Fur ¢, a wie in (CR2) bzw. (CR3)
folgt dann

Aa=qg=co-mo-a1=(l—cy-my) a3 =a; mod my
und analog a = a; mod ms. O

Bemerkung 2.18. Ein dhnliches Ergebnis lafit sich fir v,v > 2 beliebig, paarweise
teilerfremde natirliche Zahlen myq, ... m,- etwa durch Induktion - beweisen:

Ist m == my---m,, und sind a,...,a, € Z gegeben, so gibt es genau eine Zahl a € Z
mit 0 < a <m — 1, die jede der folgenden Kongruenzen lost:

a=a; modm,; fiurl<i<w.
Beispiel:
Bestimme die eindeutig bestimmte Zahl a € Z mit 0 < a < 133-92 — 1 = 12235, die die
folgenden Kongruenzen 16st:
a=25 mod 133 , a=17 mod 92.
Zunéchst gilt -etwa nach Anwendung des Euklidischen Algorithmus:
9-133-13-92=1.
GeméB (CR2) setzen wir also
q=9-133-17—-13-92-25 = 20349 — 29900 = —9551.
Dann ist a :== —9551 + 12236 = 2685 zu setzen.

Satz 2.19. Seim € N, und sei a € Z mit ggT(a,m) = 1. Dann gibt es ein b € Z mit
a-b=1 mod m.

Beweis. Nach Satz 2.11 gibt es b,¢c € Z mit a-b+ m - ¢ = 1. Damit folgt sofort:
a-b=1 mod m. O

Satz 2.20. Der kleine Satz von Fermat fiir Primzahlen: Sei p eine Primzahl,
und sei a € Z mit ggT(a,p) = 1. Dann gilt:

a* =1 mod p.
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2 Elementare Zahlentheorie

Beweis. Nach Satz 2.19, angewandt auf m = p, gibt esein b € Z mit a-b =1 mod p.
Nach Aufgabe 11i4i) gilt weiter:

a’ =a mod p.
Multiplikation dieser Kongruenz mit b liefert:

a?t=0-a)-a*'=b-a>=b-a=1 mod p.

O
Definition 2.21. Die Fulersche ¢ - Funktion ¢ : N — N st definiert durch
p(n) =#{keN[1<k<n, ggT(kn) =1}
Wertetabelle:
n 11213/4|5(6]7|8|910]11 12|13 |14]15]|16
en) | 1(1]22(4]2|6[]4|6|4 [10|4 [12]6 |8 |8
Satz 2.22. Fir jede Primzahl p und jedes n € N gilt:
(") =p" —p"t=p" (p - 1),
Insbesondere ist p(p) =p — 1.
Beweis. Wir erhalten:
w(p")
=p" —#{keN|1<k<p", ggT®" k) > 1}
=p"—#H{keN|1<k<p", plk}
— pn o pn—l‘
O

Satz 2.23. Seien p und q zwei verschiedene Primzahlen. Dann gilt:

ep-q)=@—1)-(¢—1) =) »(q).

Beweis. Nach Satz 2.22 braucht nur die erste Gleichung bewiesen zu werden. - Dazu
zéhlen wir alle Zahlen £ mit 1 < k < p-q , die nicht teilerfremd zu p - ¢ sind. Das sind
einerseits die Vielfachen

p,2p,...,(q—1)-p  (g—1 Stiick)

von p sowie andererseits die Vielfachen

¢,2¢,...,(p—1)-q  (p—1 Stiick)
von ¢. Somit folgt:

pp-q)=@-q—1)—((¢g—1)+(p-1))
=p-q—q—p+1l=(p—1)-(¢g—1).

19


http://elearning:euler@math.uni-frankfurt.de/~elearn/sose16/mfi2/Zusatzmaterial/Die%20Eulersche%20Phi-Funktion/Definition%20und%20Rechenregeln%20zur%20Eulerschen%20Phi-Funktion//Video

2 Elementare Zahlentheorie

Allgemeiner kann man - etwa mit Hilfe des Chinesischen Restsatzes - beweisen:

Satz 2.24. Fiir je zweri teilerfremde Zahlen n,m € N gilt:

p(n-m) =p(n) - e(m).
Satz 2.25. Seien p und q zwei verschiedene Primzahlen. Dann gilt fir alle m,k € N:

k-(p—1)-(g—1)+1

m =m modp-q.

Beweis. Weil p und q teilerfremd sind, reicht es aus Symmetriegriinden, zu zeigen:

k-(p—1)-(g—1)+1

m =m mod p.

Dies ist trivial im Falle p|m.
Andernfalls ist ggT(m,p) =1 , und dann liefert Satz 2.20:

mP =1 modp
= (mP k@) =1 mod p

= mF e+ =y mod p.
O

Satz 2.25 wird im folgenden Abschnitt ,Kryptologie“ wichtig; dort werden Verschliis-
selungsvorschriften vorgestellt, die ,leicht* durchzufithren sind, wogegen die inverse Ent-
schliisselung - ohne zusatzliche Kenntnisse - ,,schwer® ist.
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3 Kryptologie

§3 Kryptologie

Ziel der Kryptologie:

Konstruktion von Verschliisselungsvorschriften, die ,leicht® durchzufithren sind, wobei
aber die inverse Entschliisselung - ohne weitere Kenntnisse, die nur der Empfanger hat-
,schwer® sein soll.

Beispiel einer Verschliisselungsfunktion:

Fur festes ¢t mit 0 < ¢ < 25 wird jeder Buchstabe des gewohnlichen Alphabets um ¢
Stellen nach rechts (bzw. 26 — ¢t Stellen nach links) verschoben.

Fiir ¢t = 4 ergibt sich etwa:

Klartext Geheimtext
%
ZJAUN DEYR

Annahme:
Der Unbefugte weifl, dass nach diesem Algorithmus verschliisselt wird, aber nur der
Empfanger kennt von vornherein den Wert t.

Im allgemeinen ist es aber fiir den Unbefugten leicht, ¢t zu ermitteln:
Es gibt in der Regel nur eine Moglichkeit, ein sinnvolles deutsches Wort (oder einen
deutschen Text) zu erhalten.

Konventionen 3.1. Gegeben seien zwei Mengen A und B mit mindestens 2, aber hochs-
tens endlich vielen Elementen, genannt Alphabete.
Zum Beispiel kann

A={A B, C,....Z}
das gewohnliche Alphabet in Block-Buchstaben sein und

B=A oder B={keZ|0<k<9}

Die Elemente von A und B heiffen Buchstaben.
Wir setzen

(x) A ={(A,...A)n>1LAeAfir 1<i<n}= UA"

n>1

und definieren B* entsprechend.
A* ist also das System aller endlichen Folgen aus A. Die Elemente aus A* bzw. B*
heifien Texte tiber dem Alphabet A bzw. B.

Definition 3.2. i) Eine Chiffrierung oder Verschliisselungsfunktion tiber A mit Werten in B*
ist eine injektive Abbildung f : A* — B*.
Fiir einen Text (Ay,...A,) € A" heifit f(Ay,..., A,) € B* der verschlisselte - oder
chiffrierte - Text.
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3 Kryptologie

it) Fine Chiffrierung f : A* — B* heif§t eine Stromchiffrierung, wenn sie zeichenweise
durchgefihrt wird; das heifst, fir alle (A, ..., A,) € A* gilt:

f(Ax, - An) = (F(A1) - f(An)).

Bemerkung 3.3. Manchmal ist die injektive Abbildung f nur auf einer Teilmenge M
von A* definiert, die eine Sprache tiber dem Alphabet A bezeichnet. Dabei heifit M
der Klartextraum, und die Elemente von M heiflen Klartexte oder sinnvolle Texte. Die
Elemente der Bildmenge f(M) werden Geheimtexte - oder Kryptogramme - genannt.
Ublicherweise wird f aber auf ganz A* definiert, auch wenn nur Texte aus M chiffriert
werden sollen.

Beispiel 3.4:
Sei A={A,B,C,..., Z} das gewohnliche Alphabet und

B=1{keZ|0<k<9).

Auf A = A' wird f durch folgende Tabelle bestimmt:

A/B|/C|D|E|F|G|H|I |J | K|L M
0001 /02]03,04|05|06]|07|08]|09]|10]11 |12

NJO|P|Q|R|S |T|U|V I WIX|Y |Z
1314|1516 | 17|18 |19 20|21 |22 |23 |24 |25

Fir 0 <14 < 25 wird also dem (i + 1)-ten Buchstaben die - zweistellige - Dezimaldarstel-
lung der Zahl i zugeordnet.

Das heiflt insbesondere:

Fir 0 <1 <9 beginnt die Dezimaldarstellung mit der Ziffer 0.

Auf A* wird f nun so definiert, dass f eine Stromchiffrierung ist.

Fir (Ay, ..., A,) € A", n > 2, setzen wir also:

F(AL An) = f(A)f(A2) ... f(A,) € B

Weil jeder Buchstabe aus A eineindeutig auf ein Element aus B? abgebildet wird, ist f
auf ganz A* injektiv.

Warnung;:

Wird die Stromchiffrierung f im letzten Beispiel so modifiziert, dass bei den Bildern der
Buchstaben A — J jeweils die fiihrende 0 ignoriert wird, so ist f nicht injektiv; denn es
folgte:

f(BB) = f(B)f(B) =11 = [f(L).

Das Element 11 liefe sich also nicht eindeutig entschliisseln.
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3 Kryptologie

Definition 3.5. Sei f : A* — B* eine Chiffrierung und B = f(A*) der Bildraum von
f. Die zugehérige -bijektive- Umkehrabbildung f~' : B — A* heif$t Dechiffrierung. Das
zugehorige Kryptosystem besteht aus der Chiffrierung f und der inversen Dechiffrierung

.

Skizze:

A g

Definition 3.6. Die Skytala - Verschliisselung:
Ein Text wird nach folgender Vorschrift chiffriert bzw. dechiffriert:

Schlissel: u €N

Chiffrieren: Schreibe den Klartext zeilenweise in ein Schema mit genau u_Zeilen,
in dem jede Spalte u oder uw — 1 Buchstaben aufweist.
Man erhdlt den Geheimtext, indem der Text spaltenweise gelesen wird.

Dechiffrieren:  Schreibe den Geheimtext spaltenweise in ein Schema mit genau u Zeilen.
Man erhdlt den Klartext, indem man zeilenweise liest.

Bemerkung 3.7. Geometrische Interpretation:

Wickele ein schmales Band spiralférmig um einen Zylinder, und schreibe der Zylinderlinge nach
eine Nachricht auf das Band. u ist - in Bezug auf die Anzahl der Buchstaben - der
Umfang des Zylinders. Nach Abwickeln des Bandes erhdlt man den Geheimtext.

Beispiele:

i) Wir chiffrieren - fir u =3 - das Wort
STEUERSCHAETZER

und erhalten das Schema

STEUE
RSCHA
ETZER

Spaltenweises Lesen liefert den Geheimtext

SRETSTECZUHEEAR

ii) Gegeben sei der Geheimtext
NSAEUKCRSNK

Zum Entschliisseln kénnen verschiedene magliche Umfinge u ausgetestet werden.
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3 Kryptologie

Ordnen wir den Text in uw = 4 Zeilen an, so erhalten wir
NUS

SKN
ACK
ER

Das gesuchte Wort ist also:
NUSSKNACKER

Definition 3.8. Eine bijektive Funktion f : My — My heifit eine Einwegfunktion, wenn
fiir c € My die Ermittlung von f~1(c) - ohne zusdtzliche Kenntnisse - ,schwer ist.

Bemerkung 3.9. Fir die heutigen Anwendungen der Kryptologie ist weniger gravie-
rend, dass Definition 3.8 keine exakte mathematische Definition ist.

Wesentlich ist: Die Berechnung der Bilder unter f ist erheblich einfacher als die Berech-
nung der Urbilder.

Hdufig wird verlangt: — Zum jetzigen Zeitpunkt ist kein polynomialer Algorithmus zur
Berechnung der Urbilder bekannt.

Definition 3.10. Sei Ay C A*, und sei K eine Menge von Personen. Sei (Er)rek eine
Familie von Abbildungen von Ay nach B*, genannt die dffentlichen Schlisselfunktionen,
und (Dr)rek sei eine Familie von Abbildungen von B* nach A*, genannt die

geheimen Schliissel - Funktionen.

Das System (Ao, B*, (Er)rex, (Dr)reK) heifit ein Public - Key - Verschliisselungssystem,
falls gilt:

(1) Jede Funktion Er,T € K, ist eine Finwegfunktion.
(II) Fir alle T € K und alle m € Ay gilt:

DT(ET(m)) =1m.
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3 Kryptologie

Bemerkung 3.11. i) Die dffentlichen Schlissel-Funktionen - oder kurz dffentlichen
Schliissel - dienen zum Chiffrieren und sind allgemein bekannt, wdahrend die gehei-
men - oder privaten - Schliissel zum Dechiffrieren dienen und nur dem jeweiligen
Besitzer bekannt sind.

it) Um einer festen Person T € K eine geheime Nachricht m zu ibermitteln, kann ihr
die verschliisselte Nachricht Ep(m) gesendet werden, die ja - nach (1) und (II) -
nur von T selbst wieder ,leicht” zu entschliisseln ist.

iii) Die Rolle der - dffentlichen und geheimen - Schliissel kann durch folgendes Bild
eines Briefkastens illustriert werden.:

5 D N R R R R
r T p— e ™S .
Conhard Adleman | € spemtlicher Lhliossek

8 (_J'- M*“ merT -‘_‘\-’.-'./: AL
<

Abbildung 3: Der éffentliche Schliissel ist das Namensschild mit der Offnung. Nur der
Besitzer kann das Fach mit seinem Schliissel 6fTnen.

Der RSA - Algorithmus 3.12,
nach Rivest, Shamir, Adleman (1977):

Schritt 1. Jede Person wahlt zwei verschiedene - und grofie - Primzahlen p und q
und berechnet n = p - ¢q. Ferner berechnet sie p(n) = (p—1) - (¢ — 1).
Schlielich wahlt sie eine Zahl e mit 1 < e < ¢(n), die zu p(n) teilerfremd ist,
und berechnet d mit 1 < d < ¢(n) und
e-d=1 mod p(n).

Schritt II.  Als offentlichen Schliissel gibt sie das Paar (e, n) bekannt ;
p und ¢ bleiben geheim.
Der private Schliissel ist d.

Schritt III.  Wir setzen
Ch={reZ|0<r<n}
Ein Text T tber einem zugrunde liegenden Alphabet wird mittels einer
Stromchiffrierung als ein Element aus C} - also einer Folge aus C,, - dargestellt.

Schritt IV. Die Verschliisselung von Elementen aus C,, erfolgt nach der Vorschrift
fe: Cy — C,, festgelegt durch
fe(r) =1r¢ mod n.
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3 Kryptologie

Bemerkung 3.13. i) Die Entschlisselung f;: C, — C, ist festgelegt durch

fa(r) =7 mod n.

ii) Wegen e-d=1 mod ¢(n) gilt:

i)
i)

Damit liefert Satz 2.25 fir alle m € C,, :
falfo(m)) = (m®)? = me? =m0t = mod n.
Wegen m, fa(fe(m)) € C, bedeutet das:

fa(fe(m)) = m.
Das heifit: Bedingung (I1) in Definition 3.10 ist erfillt.
Fiir m € C, ist die Berechnung von f.(m) einfach.

Die - prinzipiell analoge - Berechnung von fq(r) fir r € C, ist nur einfach, wenn
der private Schlissel d bekannt ist.
d liefle sich - etwa mittels des Fuklidischen Algorithmus - aus der Kongruenz
e-d=1 mod ¢(n) berechnen, wenn p(n) = (p—1)-(q — 1) bekannt ware.

Wire neben n auch p(n) dffentlich bekannt, so liefen sich p und q aus den
Gleichungen

n=p-q , en)=pE-1)(¢g—1)

berechnen.

Es ist kein schneller Algorithmus zur Faktorisierung grofSer Zahlen bekannt.
Restimierend kénnen wir sagen, dass auch Bedingung (1) in Definition 3.10 erfillt
18t1.

Das bedeutet:
Nach unserem jetzigen Kenntnisstand ist das RSA-System ein sicheres Public -
Key - Verschliisselungssystem.

Beispiel 3.14.:

Wir schreiben

A=01, B=02, ..., Z=26, Leerzeichen=00,
A =1{00,01,02,...,26}.

Weiter sei

B = {ninsnsny | 0 <n; <9 fir 1 <i <4},
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3 Kryptologie

Dabei bedeutet, wie tiblich, ninsnsny die Zahl
1000n1+100n2+10n3+n4

In dem Text
KOMME MORGEN ZURUECK

werden zunéchst aufeinanderfolgende Bigramme (das sind Blécke von zwei
Buchstaben) verschliisselt; damit erhalten wir folgende Folge von 4-Blocken:

1115/1313|0500|1315|1807|
0514]0026|2118/2105|0311

Wir wahlen nun die Primzahlen p = 47, ¢ = 59 und erhalten:

n =47 -59 = 2773,
©(n) =46 - 58 = 2668 .

Fiir e = 17 = 2* + 1 wird der Text in (ED nun vermoge fi; mod 2773 verschliisselt,
indem jeder 4-Block mit 17 mod 2773 potenziert wird:

1379|2395/1655|0422|0482]

()
1643|1445|0848]0747|2676

Beispielsweise erhalten wir modulo 2773:

1115%2 =921

1115* = 9212 = 2476,

1115% = 24762 = 2246,
1115'¢ = 2246% = 429,
11157 = 429 - 1115 = 1379.

Die Verschliisselung ist injektiv, weil alle moglichen 4-Blocke -insbesondere die in (ED—
unterhalb von 2773 liegen.
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Bemerkung 3.15,
siehe auch Beispiel 4.12. vom WS 2015/16:
Farn € Nmit n > 2 und m € Z ist

m+n-Z={m+n-k|keZ}={a€Z|a=m modn}.

Ferner ist der Restklassenring modulo n die Menge

Zin-Z={m+n-Z|0<m<n-—1}

Schreiben wir kurz m := m + n - Z fir m € Z, so sind die Addition und die
Multiplikation in Z/nZ gegeben durch:

m+l=m+1 , m-l:==m-1 firm,l€Z.

Beim Ubergang von Z zu Z/n - Z werden zwei Zahlen, deren Differenz durch n teilbar
ist, identifiziert.

Das bedeutet:
Das Rechnen in Z/n - Z ist gleichbedeutend mit dem Rechnen modulo n.

Definition 3.16. Sei p eine ungerade Primzahl, und sei 2 < g <p— 1.
i) Die Funktion E, : {1,...,p—1} = Z/p- Z, definiert durch
Eyz) =9" mitg=9g+p-Z

heifit die Fxponentialfunktion modulo p zur Basis g.

it) Ist umgekehrty =y +p-7Z € Z/p - Z gegeben mit p1y, so heifit jede Zahl x € Z
mit g° =7y ein Diskreter Logarithmus von y modulo p zur Basis g.

Bemerkung 3.17. i) Fir p und g wie in Definition 3.16 gibt es nicht unbedingt zu
jedem y € Z mit pty einen Diskreten Logarithmus von y modulo p zur Basis g.
Allerdings kann - bei vorgegebener ungerader Primzahl p - die Zahl
g €1{2,...p— 1} so gewdhlt werden, dass zu dieser Basis g all diese Logarithmen
existieren.

FEine Basis g mit dieser Figenschaft heifst auch Primitivwurzel modulo p.

it) Nach obigen Ausfiihrungen ist die Berechnung von Werten von
Ezxponentialfunktionen modulo p einfach, nicht aber die Berechnung von Diskreten
Logarithmen.
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§4 Codierungstheorie

Bemerkung 4.1. Prinzip der Nachrichteniibertragung:
Nachrichten werden vom Sender codiert ; die so codierte Mitteilung wird tuber einen
Kanal an den Empfinger geschickt und schliefslich von diesem decodiert.

o

Mackriht | lodisiung | Codlo
w X \
Keamol
—

Aocharickh Ut | odecodizreany Codde

w '

Storungen im Kanal kénnen bewirken, dass Nachrichten verfdlscht werden. Die
Konsequenz in obiger Skizze kénnte sein:

x # 2" und damit auch w # w'.

Die Codierungstheorie beschiftigt sich damit , solche Ubertragungsfehler zu erkennen
und moglichst zu korrigieren. Dabei sollten Codierungen so gestaltet werden, dass sich
verschiedene Codewdrter ,qut genug“ - zum Beispiel an mindestens drei Stellen -
unterscheiden.

In leichter Abwandlung zur entsprechenden Notation in den Konventionen 3.1 fizieren
wir fir dieses Kapitel:

Definition 4.2. Fiir eine endliche nichtleere Menge A sei
A= (o} | U 4
n=1

Die Elemente von A* werden A-Worter genannt. O heifit das leere Wort ; wir schreiben
auch:
A = {O}.
Die Linge eines Wortes a € A* ist gegeben durch
l(a) =1, fallsa e A"

Definition 4.3. Es seien A, B endliche nichtleere Mengen. Fin A — B — Code ist eine
injektive Abbildung ¢ : A — B*\{O}. B heifit das zugrundeliegende Alphabet; die
Menge c(A) heifit die Menge der Codewdrter von c.

Ist c: A— B*\{O} ein A— B — Code, so erweitern wir ¢ auf folgende Weise zu einer
Abbildung c* : A* — B*:

c(0):=0

Y

c(ay...a,) = clay)...cla,).
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Beispiele 4.4:
i) Sei A C N endlich und nicht leer sowie
B={neZ|0<n<9}.

Weiter sei d: A — B*\{O} die iibliche Dezimaldarstellung, wobei 0 nie
Anfangsglied von einem d(n),n € A, ist. Dann ist d ein A — B — Clode.

ii) Die Abbildung, die jedem Objekt das zugehérige deutsche Wort iiber dem
,gewohnlichen Alphabet zuordnet, ist im Sinne von Definition 4.3 kein Code.
Zum Beispiel ist ,, Tor* ein Wort mehrfacher Bedeutung (sowohl fiir ,,Pforte“ als
auch fiir ,Narr® ).

iii) Es sei A ={«, 5,7}, B={0,1} und
cla) =0, ¢(B)=1, c(y):=00.

Dann ist ¢ ein A — B — Code, aber die Abbildung ¢* ist nicht injektiv. Zum
Beispiel ist
(aa) = () = 00.

Definition 4.5. Ein A — B — Code heifst ein Prifiz - Code (oder sofort entzifferbar),
falls kein Codewort Prifix - das heiffit Anfangsabschnitt - eines anderen ist.

Satz 4.6. Fir jeden Prifiz-Code ¢ : A — B*\{O} ist neben ¢ auch c* injektiv.

Beweis. Wir zeigen durch Induktion nach m:

Zu by ...by, € ¢ (A*) gibt es genau ein a € A* mit ¢*(a) = by ...by,.

Fiir m = 0 ist nichts zu zeigen.

Sei nun m > 1. Weil ¢ ein Préfix - Code ist, gibt es genau ein ¢ mit 1 < i < m und

b1 .. bz S C(A)

Sei a; € A das Element mit by ...b; = c(aq).

Dann ist b;iq ...b, € ¢*(A*) ; nach Induktionsannahme gibt es also genau ein a’ € A*
mit b1 ...b, = ¢*(@'). Dann ist a := a;d’ das eindeutig bestimmte Element in A* mit

(@) =by...by. O
Beispiele:
i) Sind alle Codewdrter von ¢ gleich lang, so ist ¢ ein Préfix-Code.
ii) Essei A={a,5,7}, B=1{0,1} und
cla) =00 , ¢(B) =01, ¢(y):=1.

Dann ist ¢ ein Préafix - Code.
Beispielsweise ist
00/01|01]00|1]|01]00 = c"(afpayBa).
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Konvention 4.7. Fs seic: A — B*\{O} ein A — B — Code sowie
n = max{l(c(a)) | a € A}.
Firl<m <n und w € B™ setzen wir
F(w) = F,(w) == {ww' | w" € B"™}.
F,.(w) besteht also aus denjenigen B— Wértern der Linge n, die w als Préfiz haben.

Lemma 4.8. Unter der gerade getroffenen Konvention sind folgende Aussagen
dquivalent:

(i) ¢: A — B*\{O} ist ein Prifiz-Code.

(ii) Fir je zwei Elemente a,a’ € A mit a # a' sind die Mengen F(c(a)) und F(c(a'))
disjunkt.

Beweis. (i) = (i1):
Wir nehmen an, es gebe ein Element b, ...b, € F(c(a)) N F(c(a)).
Dann gibt es Indizes 4, j mit

bl...bi:c(a) s bl...bj:c(a’).

Aus der Injektivitat von ¢ auf A und der Annahme a # a’ folgt: @ # j.
Das widerspricht aber der Voraussetzung, dass ¢ ein Prafix-Code ist.

(i1) = (0) :
Seien a,a’ € A mit a # o’. Aus (7i) folgt dann sofort:
c(a) ist kein Prafix von ¢(a’)— und umgekehrt. O

Satz 4.9. Es seien A, B endliche nichtleere Mengen, es sei |A| =z, |B| =b, und fir
jedes a € A sein(a) € N fiziert. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Es gibt einen Prifiz-Code ¢ : A — B*\{O} mit
l(c(a)) =n(a) fir alle a € A.

(ii) Es gilt die folgende Kraft’sche Ungleichung:

>

a€A

! <1
pra) —

Beweis. Wir setzen n := max{n(a)la € A}.

(1) = (i) :

Ist ¢ wie in (1), so folgt aus Lemma 4.8, (i) = (ii), dass die Mengen F(c(a)) fir a € A
paarweise disjunkt sind. Daher folgt:

b= 1BI" > 3 |F(c(a)| = Y bm .

ac€A acA
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Division durch b™ liefert die Kraft’sche Ungleichung.

(i1) = (4) :
Wir konstruieren den gewiinschten Préifix-Code wie folgt:
Wir schreiben A = {ay,...a,} und nehmen ohne Einschrankung an:

n(ay) < n(ay) <--- <nfa,).

Sodann wihlen wir c¢(a;) € B™%) beliebig. Ist 1 < m < z, und sind
c(a;) € BM") ... c(ay,) € B bereits gewdhlt, so folgt wegen m < z aus der
Kraft’schen Ungleichung:

z

“ & —n(a; n 1 i
;\F(c(aj))\ =Y @) < p D Gy S

Jj=1 J=1

Es gibt also ein Element b; ...b, € B" , das in keiner der Mengen F'(c(a;)) fiir
1 <5 < m liegt.

Setzen wir nun i = n(ay41) und c(apmy1) = by ... by, so folgt zunéchst:
l(c(amsr)) =i = nlamy1).

Ferner gilt nach Konstruktion:

n(aj) <i, by...b, ¢ F(c(a;)) firalle jmit1<j<m.

Das bedeutet, dass kein c¢(a;),1 < j < m, Prafix von ¢(ay41) = by ... b; ist - und
umgekehrt.

Insgesamt folgt somit durch Induktion:

c ist ein Préfix-Code. m

Definition 4.10. Ein A — B — Code ¢ : A — B*\{O} heifit eindeutig entzifferbar,
wenn die zugehorige Abbildung c* : A* — B* injektiv ist.

Bemerkung 4.11. Nach Satz 4.6 ist jeder Prifiz-Code eindeutig entzifferbar. Ebenso
ist jeder A — B — Code, in dem kein Codewort Endabschnitt eines anderen ist,
eindeutig entzifferbar.

Definition 4.12. Es sei E eine beliebige nichtleere Menge, und d : E x E — RJ sei
eine Abbildung. Dann heif$t das Paar M = (E,d) ein
Metrischer Raum mit der Metrik d , falls folgende Aziome erfillt sind:

(M1) dlz,y) =0 & z=uy.
(M2) Ve,ye E: d(z,y) =d(y,z) (Symmetrie).
(M3) Va,yz € E: d(x,z) <d(z,y)+d(y, z).

Die Ungleichung in (M3) heif$t Dreiecksungleichung.
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Definition 4.13. Sei B eine endliche nichtleere Menge und n € N.
Der Hamming - Abstand in B" ist die Abbildung h: B" x B — {0,1,...,n} ,
definiert durch

R((x1, .o sxn), Wy syn)) = #{i € {1,....,n}: x; # vy}

Bemerkung 4.14. Der Hamming - Abstand h ist eine Metrik - auf der Grundmenge
B™.

Definition 4.15. Sei B endlich und nicht leer, und sei n € N.

i) Teilmengen C von B™ werden (auch) als Codes (genauer: Block-Codes)
bezeichnet.

it) Firx € B" und 0 < e < n ist die Homming - Kugel um x mit Radius e definiert
durch

K.(x)={z€ B" | h(z,z) < e}.

iii) Sind x,y € B", und ist e .= h(x,y), so gehe y aus x durch e Abinderungen - oder
e Fehler - hervor. Fir x = (z1,...,2,) , y = (y1,...,Yn) heifit die Menge
E ={j |z; # y;} das Fehler - Muster bei dieser Abinderung.

iv) Ein Block - Code C C B™ korrigiere bis zu e Fehler, falls fir alle ¢c,d € C' mit
c#d gilt:

Ke(e)(Ke(d) = 0.

v) C C B™ entdecke bis zu e Fehler, falls gilt:

c,deC |, c#d = h(c,d) >2-e.

Interpretation:
Fir 0 <e <nund z € B" besteht K.(x) aus denjenigen z € B™ , die aus = durch
hochstens e Fehler hervorgehen. Korrigiert C' C B™ bis zu e Fehler, so gibt es zu jedem
z € B™ also hochstens ein z € C mit h(z, z) < e. Das bedeutet:
Wenn nur Worter aus C' gesendet werden kénnen und dabei maximal e Fehler
unterstellt werden, so kann das gesendete Wort x € C' aus dem empfangenen Wort
z € B"™ rekonstruiert werden.

C korrigiert genau dann bis zu e Fehler, falls gilt:

c,deC, c#d=h(c,d)>2-e+1

Ist dagegen h(c,d) =2-e=2-h(c,z) =2 h(z,d) fur ein z € K.(c) N K.(d), so geht z
aus ¢ und aus d jeweils durch e Fehler hervor.
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Beispiele 4.16:
Sei jeweils B ={0,1} und k£ > 1.

i) Sei n = 3k und
C={(x1,...,2,) € B" | ; = @i, = Tjpop fir 1 <i < k}.

C heifit der 2- fache Wiederholungscode .
C korrigiert bis zu einem Fehler.

ii) Sein:=k+ 1 und
C::{(xlv"'axn)EBn’xnle"i_""i‘xn_l mod2}

C heifit Paritatscode. C' entdeckt bis zu einem Fehler, kann ihn aber nicht
korrigieren.

iii) Sein=4,c:=(0,0,0,0), d:=(1,1,1,1), C = {c,d}.
Dann entdeckt C' bis zu 2 Fehler, kann sie aber nicht korrigieren:
z:=(0,0,1,1) kann sowohl aus ¢ als auch aus d durch 2 Fehler hervorgegangen
sein.

Satz 4.17. Die Hamming - Schranke:
Sei |Bl=b, ne N, und C C B" sei ein bis zu e Fehler korrigierender Code. Dann

gilt: B
<o (X)) 0-0r)

k=0

Beweis. Nach Voraussetzung ist K.(c) (N K.(d) = () fir alle ¢,d € C mit ¢ # d. Fir
ce€ Cund 0 < k < e gibt es genau (Z) - (b—1)* Worter in B" mit Hamming - Abstand
k zu c ; also folgt:

b= |B" > | K.(0) = 3 |Ke(c)]

ceC ceC
e n &
k=0
Damit folgt die Behauptung. m

Bemerkung 4.18. Firn € N mit n > 2 sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) Es gibt einen Korper mit genau n Elementen.
(ii) n ist eine Primzahlpotenz.

Ist n = p selbst eine Primzahl, so ist Z/p - Z ein Korper ; siehe Aufgabe 25.
Istn=7p" firpePundk >2, soist Z/n-Z aber kein Korper ; der Kérper mit p*
Elementen hat eine andere Struktur !
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Beispiel 4.19

Ist K ={0,1,a,b} der Kérper mit 4 = 22 Elementen - mit neutralem Element 0 bzw. 1
beziiglich der Addition bzw. der Multiplikation , so ergeben sich die folgende Additions
- und Multiplikationstabelle:

+10 1 a b 10 1 a b
0(0 1 a b 0/0 0 0 O
111 0 b a 110 1 a b
ala b 0 1 al0 a b 1
blb a 1 0 b0 b 1 «a

Bemerkung 4.20. - Siehe auch §5, WS 2015/16
Es sei K ein endlicher Korper und n € N.

i) Firx=(x1,...,2,) € K" und y = (y1,...,yn) € K™ setzen wir
x4y =(r14+ Y1, ., Tn+ Yn).
Fir A € K sei ferner

A (g, xy) = Az, ATy,

it) Eine Teilmenge V von K™ heif$t ein Vektorraum , falls gilt:
(V1) Esist0eV.
(V2) Firx,yeV istauchx+yeV.
(V3) FirxeV und X € K ist auch \-x € V.
iii) Ahnlich wie fiir den Grundkérper R Lt sich zeigen:
Jeder Vektorraum V C K™ hat eine Basis B mit |B| < n ; das ist eine Teilmenge

B =A{vy,...,ux} von V mit folgender Eigenschaft:
Zu jedem v € V' existieren eindeutig bestimmte Elemente N1, ..., A\ € K mit

k
v = Z)\l *V;.
=1

iv) Je zwei verschiedene Basen By, By eines Vektorraums V' C K™ haben gleich viele
Elemente. Ihre gemeinsame Kardinalitat heifit die Dimension von V' und wird mit
dimV bzw. dimg V' bezeichnet.

Definition 4.21. Sei K ein endlicher Kérper, und sei n € N.

i) Jeder Vektorraum C C K™ wird auch ein Linearer Code tiiber K genannt.
Ist k == dimg C, so heifst C' auch ein (n, k) - Code.
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ii) Die Distanz d(C') eines linearen Codes C # {0} ist gegeben durch

d(C) = min, h(a,b) = min h(a —0,0) = uin w(c) ,
a#b a#b
wobei w(c) = h(c,0) ist.
Beispiel:
Es sei K :=7Z/2-Z, n € N beliebig sowie

C=1{(0,...,0),(1,...,1)} C K"
Dann ist C ein (n,1)— Code mit d(C) = n.

Konventionen 4.22. Fir einen Vektorraum C' C K" ist der zu C' gehorige
orthogonale Vektorraum C+ gegeben durch

CH={(ur,...,up) € K" |> u;-v; =0 fiir alle (vy,...,v,) € C}.
i=1
Dann ist dim C' + dim C+ = n.
Sei k=dimC und m =n — k.
Ist M eine Matrixz iber K mit m Zeilen und n Spalten, deren Zeilen eine Basis von
C* bilden, so ist
C={ceK"|M-c"=0}.

Solch eine Matriz M wird auch Kontrollmatrix fir C' genannt.

Beispiele 4.23:
Wir betrachten K = 7Z/2 - Z.

i) Fur

1 01
M= ( 01 1 )
erhalten wir den 2-fachen Wiederholungscode

C ={(c1,ca,¢3) € K* | ¢y = c3 = e3} = {(0,0,0), (1,1,1)}.

i) Fiir

erhalten wir den Fano - Code

C={ceK"| M- =0}

Satz 4.24. Sei K ein endlicher Korper und C C K™ ein (n, k)— Code mit
Kontrollmatriz M. Fir d < n sind dann folgende Aussagen dquivalent:
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(i) d(C) > d.

(ii) Je d — 1 Spalten von M sind linear unabhdingig. Insbesondere korrigiert C fiir

n
e < —— genau dann bis zu e Fehler, wenn je 2e Spalten von M linear

unabhdngig sind.

Beweis. Ist die Aquivalenz von (i) und (ii) bewiesen, so folgt auch die letzte
Behauptung mit d := 2e + 1.

Wir schreiben M = (v; ...v,) mit Spaltenvektoren vy,...,v, € K.

(i) = (ii) :

Esseil <1 <ig<---<ig_; <n,und esseien \;,...,\;, , € K mit
d—1
ZAZJ Ui =0
j=1

Definiere ¢ = (¢y,...,¢,) € C durch

o Ai;, falls v =i; fir passendes j
v 0 sonst.

Dann ist w(c) < d — 1, also ¢ = 0 nach (7).
Somit ist A;, =--- =\, , = 0; also gilt (:7).

(17) = (i) :

Es gelte d(C) < d ; sei also ¢ = (cq,...,¢,) € C mit 0 < w(c) < d. Ist dann

I ={il1l<i<n, ¢ #0},sosind die Spalten v;,7 € I , wegen der Beziehung

M - T = 0 linear abhingig. ]

id—1

Definition 4.25. Es sei B eine nichtleere und endliche Menge, und es seien n,e € N.
Ein Code C' C B™ heifst e- perfekt , wenn gilt:

B" = | JK.(c)
ceC

Das bedeutet: Zu jedem x € B™ gibt es genau ein ¢ € C' mit x € K.(c).

Beispiel:
Essei B=1{0,1} , n=2e+1> 3 und

C={(0,...,0),(1,...,1)} C K™

Satz 4.26. (siehe auch Satz 4.17.)
Es sei B endlich und nicht leer, und es seien n,e € N. Fir einen Code C C B™ sind
dann dquivalent:
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(i) C ist e- perfekt.
(i) C korrigiert bis zu e Fehler, und es gilt:

11 (3 (1) 01~ 1>k)_1

k=0

Beweis. Sieche Ubung Nr. 26.

Definition 4.27. Sei K ein Korper mit ¢ Elementen, sei m € N und

qm_l m—1 m—2
ni= =" T g L

FEin Hamming-Code ist ein (n,n —m)- Code iiber K, der bis zu einem Fehler korrigiert.

Satz 4.28. Jeder Hamming - Code ist 1-perfekt.

Beweis. Es seien K, q, m,n wie in Definition 4.27. Ist nun C' C K™ ein Hamming-Code
mit dim C' = n — m, so folgt:

Damit liefert Satz 4.26 , (i7) = (i), die Behauptung.
[l

Bemerkung 4.29. FEs sei wieder K ein Korper mit ¢ Elementen, sei nun m > 2 sowie

gt —1
n = .
qg—1

Auf K™\{0} betrachten wir folgende Aquivalenzrelation R:
Wir schreiben vRw, falls ein A € K\{0} existiert mit X - v = w.
Jede Aquivalenzklasse besitzt |K\{0}| = q — 1 Elemente; es gibt also genau

K™ {0} ¢~ 1
qg—1 qg—1

=N

Aquivalenzklassen.

Zwei Vektoren v,w € K™\{0} sind nun genau dann linear unabhdngig, wenn sie nicht
dquivalent sind. Es gibt also eine Matrix M iber K mit n Spalten der Linge m, die
paarweise linear unabhdngig sind.

Fiir den (n,n —m)— Code

C={ceK"|M-c"=0}

mit Kontrollmatrixz M folgt daher aus Satz 4.24.:
C ist ein Hamming-Code.
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Beispiele 4.30:

i) Fir K = Z/2 -7 ist sowohl der 2-fache Wiederholungscode als auch der Fano-Code
- aus den Beispielen 4.23 - ein Hamming - Code.

i) Sei K =Z/3-7Z = {0,1,2}.

Die Kontrollmatrix M sei - fiilr m = 2 und n = 4 - gegeben durch:

1071T1
0112

Der zu M gehorige Hamming-Code ist dann

C = {ceK4|M ' =0}
(TT?G (??TG), T?G?), 2,1,0,1)}

)
Die ist ein (4, 2)- Code.

Definition 4.31. Es sei K ein endlicher Korper und C' C K™ ein (n,k) - Code tiber
K. Ist {g1,...,gx} eine Basis des Zeilenvektorraumes C, so heifst die k x n - Matriz

g1
G=| :
9k
eine Generatormatriz fir C.
Hat G die Form
G= I Gy)

mit der k x k - Einheitsmatriz I, und einer Matriz Gy € Mat,yn—r)(K) , so heifst die
Generatormatriz G systematisch.

Bemerkung 4.32. i) Mit obigen Bezeichnungen gilt:

k

Identifizieren wir die Nachrichten aus C mit den |K|* Vektoren aus K*, so
codieren wir mittels des Isomorphismus ® : K* — C, gegeben durch

k
O(wy, ..., wg) = Zwi - g
i1

Die Decodierung erfolgt durch Lésung eines Linearen Gleichungssystems.
Liegt eine systematische Generatormatrix zugrunde, so besteht die Nachricht
gerade aus den ersten k Symbolen des Codewortes.
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it) Die Generatormatrizen G fir einen Code C' sind genau die Kontrollmatrizen fir
Ct. Ist G = (I, G,) eine systematische Generatormatriz fiir C, so ist
M = (=GT 1I,_}) eine Kontrollmatriz fiir C.

Definition 4.33. Die Informationsrate r eines (n, k) - Codes ist gegeben durch

Beispiel 4.34.:
Sei n > 2, und sei C der (n,n — 1) - Code tiber Z/2 - Z mit der systematischen

Generatormatrix
1 0

1
G = AN ‘ n —1 Zeilen
0 11

Dann ist
C={(w,...,w,) € (Z)2-2)" | wy, =w1+ -+ wp_1}

der Paritédtscode.
n—1

M = (1...1) ist die Kontrollmatrix fiir C, und die Informationsrate ist r =
n

Der zugehorige Duale Code C*+ = {(0,...,0),(1,...,1)} hat M als Generatormatrix,
1

G als Kontrollmatrix und Informationsrate —.
n

Beispiel 4.35, Die Reed-Solomon - Codes:
Sei K ={0,1,a4,...,a,-2} ,der* Kérper mit ¢ Elementen - fiir eine vorgegebene

Primzahlpotenz q.
Fiir festes d € Nmit 2 < d < g+ 1 sei

01 1 1 1

0 1 ap cee Qg2

M = a% PN 0272
0 : 3

1 01 ad? al”3

Die (d — 1) x (¢ + 1) - Matrix M hat den Rang d — 1 ; genauer sind je d — 1 Spalten
von M linear unabhéngig.

Der (¢ + 1,9+ 2 — d)- Code C mit Kontrollmatrix M heiit Reed-Solomon-Code.
Weil trivialerweise je d Spalten von M linear abhangig sind, liefert Satz 4.24:

d(C) = d.

Die Informationsrate r = r(q, d) ist gegeben durch

qg+2—d
r=--—.
q+1

Fiir festes d ist also lim r(q,d) = 1.

q—0o0
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§5 Zahlendarstellung auf Digitalrechnern und Feh-
leranalyse

Bemerkung 5.1. Zahlendarstellung:

Bei den Digitalrechnern werden reelle Zahlen durch endlich viele physikalische
Zustande dargestellt. Weil nur endlich viele reelle Zahlen dargestellt werden kénnen,
missen die anderen approximiert werden.

Sei g € N fest mit g > 2. Zu r € R gibt es ein eindeutig bestimmtes j € {0,1} , ein
eindeutig festgelegtes | € Z und zu k € Z mit k <1 eindeutig bestimmte a, € Z mit :

(5.1) r=(-1V Y ar-g"

(5.1a) ay#0 firr#0 ,j=1=0 firr=0 ,

(5.10) ar € Sy, ={0,1,...,9—1} firallek <1
ap < g — 1 fiir unendlich viele k < [.

g hdngt dabei von der Maschine ab;
in der Regel ist g = 10 (Dezimaldarstellung) oder g =2  (Dualdarstellung).

Bemerkung 5.2. Die Festpunktdarstellung:
Bei der Festpunktdarstellung sind die Zahlen s und t der Stellen vor bzw. nach dem
Komma durch die Maschine fixiert. Die darstellbaren Zahlen r haben die Gestalt

(5.2) r=+53"" by g" mitb, €S, fir—t<k<s.

Darstellung auf der Maschine:

[(Eby 1. bo [ b1 by

Die darstellbaren Zahlen sind in dem offenen Intervall (—g®, ¢°) dquidistant verteilt mit
dem Abstand ¢g~.

Die Festpunktdarstellung ist beispielsweise angemessen fiir kaufménnische Rechnungen.

Bemerkung 5.3. Die Gleitpunktdarstellung:
1

Zu r € R\0 gibt es eindeutig bestimmte a € R mit — < |a| <1 und b € Z mit
g

(5.3) r=a-g® .

a heifst die Mantisse und b der Ezponent von r.

Fiir gewisse, durch die Maschine fizierte, s,t € N wird a bzw. b durch t bzw. s
Stellen und das Vorzeichen dargestellt.
Ist r exakt darstellbar, so ist

—(¢°=1)<b<g —1

und folglich
_g(gsfl) <r< g(gsfl).
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Beispiele:

Fir ¢ = 10,5 = 2 und ¢t = 8 erhélt man folgende Darstellungen:

5138 +~ [0,51380000 | 04 |

—18,23197 +~ | —0,18231970 [ 02

0,03164 ~ | 0,31640000 | —01
—0,03164 + | —0,31640000 | —01 |

Bemerkung 5.4. Rundung:

Es sei M die - endliche - Menge der in der Maschine darstellbaren Zahlen - auch
Maschinenzahlen- genannt.

FEine Zahlr € R zu runden heifst:

Suche ein 7 € M mit :

lr—7| <|r—p| firallepe M.

Im Falle der Festpunktdarstellung setzen wir fir r wie in (5.1) und | < s —1:

, 1
(—1) They - 9" falls a1 < 5 - g
(5.4) rd(r) =

: 1
(=1)7 - (22:4 ay, - g* + g_t) Jalls a_y—1 > 59
Wir erhalten dann die - von r unabhdngige - Abschdtzung

(5.4 a) lr—rd(r)| < =-g7".

N | —

Im Fall der Gleitpunktdarstellung setzen wir
gl(0) = 0.

54)
1
glla-g®) =rd(a)-¢* fir =<|a| <1, bEZ.
g

Fiir den absoluten Fehler |r — gl(r)| erhalten wir die - von r = a - g° abhdingige -
Abschdtzung

(5.4a) = gl(r)] = la —rd(a)| - g* <
r — gl(r)]
|
betrachteten Zahl r # 0 setzt, erhalten wir die - von r = a - ¢° unabhdngige -

Abschdtzung

. gft . gb‘

N | —

Fiuir den relativen Fehler , der den absoluten Fehler in Relation zur

r —gl(r)|
7]

(5.40)

N =
Q@‘
| —
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eps heifit Maschinengenauigkeit.
Zu jedem r € R\{0} gibt es also ein € € [—eps, eps| mit:

(5.4¢) gl(r)y=r-(1+e¢).
Beispiele fiir g =10, t =8, s =2

gl(246813795) = 246813800 = 0, 2468138 - 10° |
1 _
gl(—ﬁ) = gl(—0,06) = —0, 66666667 - 107! |
gl(e) = gl(2,7182818) = 0,27182818 - 10" .
Bemerkung 5.5. Rechenoperationen in der Gleitpunktdarstellung
Fiir ri,r9 € M setzen wir
(5.5a) 1 @ re = gl(r1 +r2) ,
(5.5b) 1 © 1y ==gl(r1 —12) ,
(5.5¢) r1 @1y = gl(ry1-12) ,

(5.5d) 11 O 1y = gl(ry + ro) fiir ro # 0.
Das seien jeweils die Ergebnisse, die von der Maschine berechnet werden.

Bemerkung 5.6. Die Gleitpunktoperationen geniigen nicht den tiblichen Gesetzen der
arithmetischen Operationen.
Zum Beispiel gilt:

cg =min{z e M|l ® 2 > 1}.

DO | —

eps =
Fir0<x<eps, v € M, istalsol Gz =1.

Gegenbeispiel zum Assoziativgesetz:

Sei g =10, t =4, s = 2 sowie

a=0,1349-10"" = 0,01349 ; b=0,3368-10° = 33,68 ; ¢ = —0, 3367 - 10> = —33,67.
Dann folgt:

a+b+c=0,02349 ;
(a®b)®c=33,69® (—33,67) =0,02000 ;
a® (bdc)=0,01349 ® 0,01 = 0,02349 .

Konvention. Fir r € R\{0} mit gerundetem " € M bezeichne

o
(5.6) S il

7]

den relativen Fehler.
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Satz 5.7. Fehlerfortpflanzung
- exakte Rechnung mit falschen Daten:

Es seien 11,19 € R\{0} ; sind r},ry, € M die gerundeten Werte, so gilt also:

(5.7) € - T = |r1 =71, Eny - |ra] = [ra — 1] .
/

_ r
Ferner nehmen wir an, dass vy +714 , vy — 714 , v} -7 und — exakt berechnet werden.

2
Dann gelten folgende Abschatzungen fir die relativen Fehler €, o, , wobei o fir die 4
Grundrechenarten steht:

1
(5.7a) €y 1r, < e (&ry |1l +€ry - |72]) , falls 7y + 12 #0

(5.76) &pymr, < (epy 1| ey - r2l)  falls ry # 1y

|7’1—7“2|

(5.7¢) €pyory < Epy + Ery +Epy Ery R Epy +Epy

”
(5.7d) €ryory < €py + (Ery + 6y - Epy) - ;TZ: R Epyp Tt Ery
Beweis. Verifikation von (5.7a):
Wir erhalten im Falle r; + o #£ 0:
S Wkl o W P (Sl L B |
it |7”1 + T2| - |T1 + T2|
1
= ——— (& T T Eprp - |T
|7“1—|—7’2| ( 1 |1| 2 |2|)
Verifikation von (5.7b):
Ist 1 # 79 , so folgt:
- [(r1—7r2) = (i =)l _ o=yl + [y — 7o
e |1 — 72 B |1 — 72
1
R (Ery - il e - fral)
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Verifikation von (5.7¢):
Wir erhalten:

- e =g e (re =) 4 (i — 1) -
r1Tre T -
|7”1'7”2| |7”1'7”2|
(e =)+ (o —7h) e — (r — 1) - (r2 — 1))
|7”1'7“2|
71| - [ro — 15 1y — 7] - o] [Ty — 71| - |ro — 73]
71| - [ 1] - [ra| 71| - [

=Epy T Epy T Epy " Eny

Verifikation von (5.7d):

Es folgt:
| _ " r _|7“'2'(T’1—7“i)—7“'1'(7’2—7“’2)|
E:7'1+7‘2'7_7_7, /
Ty ro 1) 7o - 7]
g (=) = (ra—15) + (r — 1) - (ra — 7))
|7”2'7"§’
R | L B T B (S e A L B
T ra - [ [raf - 73] [ra| + 73]
.1 . . |7“2| . .
Multiplikation mit . liefert:
(&
c ri— 1 |r2 — 1] |7“1—7“i|_|7“2—7“§|
n |74 75| |74 75|
|72
:€r1+(€7-2+€7~1'67~2)' 7
|75

Bemerkung 5.8. Analyse der Fehlerfortpflanzung - Ausloschung:
Bei der Multiplikation und der Division verhdlt sich der relative Fehler
unproblematisch. Bei Vernachlissigung sehr kleiner Produkte wie €., - €., addieren sich
die relativen Fehler im ungiinstigsten Fuall.
Die Addition ist ebenfalls unproblematisch, wenn r1 und ry gleiches Vorzeichen haben;
gegebenenfalls ist €., vy, < €y + Epy-

Auch die Subtraktion ist unproblematisch, wenn ri — ro nicht ungefihr 0 ist.
Gilt jedoch 1 = 19, so kann €,,_., gemdfs (5.7b) grof$ werden !
Dieses Verhalten heifit Fehlerverstirkung durch Ausléschung.
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Beispiel 5.9:

Wir betrachten das folgende lineare Gleichungssystem:

1
3r=10 A br——— y=16,66.
! 000 YT
Die exakte Losung berechnet sich wie folgt:
10 _
=—=3,3
X 3 ) Y

_ - _ 2
y = 1000 - (16,6 — 16,66) = 1000 - 0,006 = 6,6 = 63.

Ein Rechner mit vierstelliger Gleitpunktdarstellung liefert jedoch folgende gerundete
Werte:

¥ =3,333 ;
y' = 1000 ® (5® 3,333 ©16,66) = 1000 - (16,67 — 16,66) = 10 .

Wiéhrend der Wert 2’ noch moglichst genau ist (bei Beriicksichtigung von nur 4
Stellen), ergibt sich aber fiir 3 ein mehr als nur ungenauer Wert!

Beispiel 5.10. Der Horner - Algorithmus
Sei m € N | seien ayg, ..., a, € R, und definiere die Polynom- Funktion f: R — R
durch

f@)=>a; 2" =ap-2"+ - +a-z+a
0

j=
=(..(am-z+am1) -+ ---+a) x+ ap.

Fir x € R ist der Horner - Algorithmus zur Berechnung von f(z) gegeben durch:

So ‘= Qm
for 7 =1 until m do
S = 8j_1 T+ Qpm—j -

Fiir m = 2 werden - bei exakten Anfangsdaten - folgende Werte geliefert:

Exakte Werte | Werte im Rechner
Sp = Q9 So = Qo

S1 =8 TH+a| S1:=80rPa

Sg=81-T+ag| S =58 0OTDag
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Aus (5.4¢) folgt - fiir passende €y, €9, €3, 64 € [—eps, eps]:

§1:((SO'ZE)'(1+€1)+CL1)'(1+€2)
=ay-(1+e1) - (1+e)-z+a-(1+eq) ,

$o=((s1-2) (1 +¢3)+ao) (1+e4)
:a2-(1+51).(1—|—52).(1—|—53).(1—|—54)-5(;2
+a;-(I+e) - (14e3) - (1+eg) - x4+ag: (1+ey).
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§6 Interpolation durch Polynome

Bemerkung 6.1. i) Firn € Z mitn > 0 hat ein Polynom vom Grad n iber R die
Gestalt
() P(z) =X _oax - 2* mit ag,...,a, € R und a, # 0.

Dem Null-Polynom ordnen wir keinen Grad zu. Ist P wie in (%), so heifit a,, der
Leitkoeffizient von P.

i) Fiirn >0 setzen wir ferner

n
I =3> ar-2"ag,...,an eR}.
n
k=0

Die Menge 11,, enthdlt also das Null-Polynom sowie diejenigen Polynome, die
héchstens den Grad n haben.

ii1) Es sei P ein Polynom vom Grad n mit Leitkoeffizient a. Weiter nehmen wir an:
P habe n paarweise verschiedene Nullstellen x4, ..., x, € R. Dann gilt fir alle
r€R:

(%) P(x):a-(x—x1)~~(x—xn):a~k

(x — ).

n

Das bedeutet:
P lafst sich vollstindig faktorisieren und kann keine weitere Nullstelle besitzen.
Insbesondere besitzt jedes Polynom vom Grad n héchstens n Nullstellen.

Definition 6.2. Firn > 0 seien n + 1 paarweise verschiedene reelle

Zahlen xg, x4, ...,x, gegeben. Dann sind die zugehorigen Lagrange’schen
Interpolationspolynome Lo, Ly, ..., L, vom Grad n definiert durch
nox—x
(6.2) (z) kl;[O p—
ki

_ (x—x0) - (xr—xiq1) - (T — 1) (x — xp) " o
(i —mo) - (@ — i1) - (T — Tigr) - (5 — @) fiir 0 < i <n.

Bemerkung 6.3. Fir xq,...,x,, Lo,..., L, wie in Definition 6.2 gilt:

0 fir i#j

(6.3) Li(z) = 6i5 = 1 fir i
fir ©=j.

Bemerkung 6.4, Die Lagrange’sche Interpolationsaufgabe:
Gegeben seien n + 1 Stiitzpunkte
(zi, fi) €ER®, 0<i<n, mita; #x; fiir i # j.

Bestimme ein Polynom P € [],, mit
(6.4) P(x;) = f; fir 0 <i<n.
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Satz 6.5. Die Lagrange’sche Interpolationsaufgabe (6.4) ist stets eindeutig lGsbar.
Insbesondere ist das gesuchte Interpolationspolynom P gegeben durch

(6.5) P(x) =X fi- Li(x) = fo - Lo(x) + - + fn - Lp(x).

Beweis. Nachweis der Existenz.
Sei P wie in (6.5). Zundchst hat P hoéchstens den Grad n , weil Ly, ..., L, - genau -
den Grad n haben.

Weiter liefert (6.3) fir 0 < j < n:

n

P(z;) = ;]fi Li(zy) = [;

wie gewiinscht.

Nachweis der Eindeutigkeit:
Es sei auch @ € [], mit Q(x;) = f; fir 0 <i <n. Fur R := P — @ €], folgt dann:

Das Polynom R hat also mindestens n + 1 Nullstellen, namlich x, ..., z,.
Wegen R € [],, ist das nach Bemerkung 6.17i7) nur moglich, wenn R das Null-Polynom
ist. Damit folgt: P = Q. O

Im folgenden werden Algorithmen zur Berechnung von Interpolationspolynomen
vorgestellt, die besser geeignet sind als die Formel (6.5).

Konvention 6.6. Im folgenden seien n + 1 Stitzpunkte
(zi, fi) € R? fiir 0 < i <n mit x; # x; firi# j

fixiert.
Fiir paarweise verschiedene Indizes iy, ..., i € {0,...,n} bezeichne P,
Satz 6.5 eindeutig bestimmte - Polynom in [];, mit

(6.6) Py i (xy) = fi, fir0<1<k.
Satz 6.7. i) Fir0 <i<mn gilt:

o.ip das - nach

(6.7a) Pi(x) = f; fir alle z € R.
i) Fir0<k<nundip...,ix €{0,...,n} mit |{io,...,i}| =k +1 gilt:

Pio---ik ({E)
(6.70)

(]3 — xio) ’ Plllk (‘7;) — ('I — ‘/Elk) ’ PZ'O~~7;k—1(x) '

X

v Tig

Beweis. i) gilt nach (6.6) - mit £ = 0 und iy = 4, weil P; als Element von []
konstant sein muss.
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ii) Wir fithren Induktion nach k.
Es bezeichne ¢(x) die ,rechte” Seite in (6.7h).
Klar ist: ¢(z) € I, -
Zu zeigen ist noch:
q(zy) = fi, fir0<I<k.
Wir erhalten - laut Induktionsannahme:

_(zio - x%k) ’ ]Di0-~-ik—1 (xio)
ZT; —33'1'0

Q(xio) = = fio 5

k
(T3, — Tiy) - Piy i (23,,)
ZT; —.Tio

q(mlk) = = fzk

k

sowie fur 0 < | < k:

(a:il - xio) ’ Plllk (xll) B (xiz - xlk) ’ PiOmikfl(xil)

q(xiz) = Ti — o
1k 20

_ (@i, — i) — (23 — 3y,) Ny —

T, — Tgy

k

Konvention 6.8. Zur Abkiirzung setzen wir im folgenden
(6.8a) Piyjj =P it1.iv; fir0<j<i+j<n.
Nach (6.7b) gilt dann also fir j > 0:

(x — ;) Piyjja(x) — (= wi45) - Pigjo1-1(2)

Litj — Li

(6.8b) Piyjj(w) =
Bemerkung 6.9, Das Neville-Schema- fiir n=3 :

Poios = P 3 wird mittels (6.8b) nach folgendem Schema berechnet:

k=20 k=1 =2 k=23
T | fo= Po,o
e
Py
/ N\
z1 | fi=Pp P
N\ /! N
Py P55
/ N /
€2 f2=P2,0 P3,2
N\ /
Ps4
s
x3 | fz= P3,0
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6 Interpolation durch Polynome

Beispiel: Gegeben seien die Stiitzpunkte

(ZEOafO) - (172) ) (xlafl) = (27 1) ) (‘r27f2) = (372)
Gesucht ist P € [[, mit P(x;) = f; fiir 0 < i < 2. Wir erhalten - mittels (6.8b) :

(x—w0)- fr = (@ =21) - fo

fale) = Ty — Zo
:(x_l)l_($_2)2:—l'—|—3,
P2,1($):(x_xl)‘xfz:(xxl_%)'h
:(x—Q).Q_(x_g).1:$_1;
Pao(z) = =) PM(Z : ;1‘0 — 9) - P11 (x)
:;((1’—1)-@—1)—@_3),(_x+3))
1 ) ,
=a? — 4z +5.

Vor der Formulierung des nahe verwandten Aitken - Schemas bemerken wir zunéachst:

Bemerkung 6.10. Sind ig,...,i; € {0,...,n} paarweise verschieden, so gilt fir jede
Bijektion o = {ig, ... ik} — {io,. .., ik} :

(6.10) P, P

N (COREIUSE

Bemerkung 6.11, Das Aitken-Schema - fiir n=3 :
Po12g wird mittels (6.7b) - und (6.10) - nach folgendem Schema berechnet:

k=0 k=1 k=2 k=3
To | fo= 1

z1| =8 Po1

) f2 =P POQ\P(HZ

T3 | fa =13 Pos Poisa— ~Fyi123
Definition 6.12. Fir 0 <i <11+ k <n ist die k-te dividierte Differenz
flzi, wisq, - ., xiwk] rekursiv definiert durch:
(6.12a) flzi] = fi,
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6 Interpolation durch Polynome

fleivr, - wige] = flwe, - T
6.12b iy Tink| =
(6.12b) Sl sain Pp—
fir0<i<i+4+k<n.
Beispiel:
Jix1 — fi

Es ist f[l’i,$i+1] =— fur0<i<n.
Tip1 — X4

Satz 6.13, Die Newton - Darstellung:
Fiir alle x € R gilt:

(6.13) Pon(z) = flzo) + 3 flron. .. ;) (jﬁl(x - m) |

Jj=1

Beweisskizze - durch Induktion nach n:
Fir n = 0 ist (6.13) trivial.

Firn >0und 0 < j < n gilt:
Po.n(z5) = fj = Pon ny1(75).
Das bedeutet:
daoeR Ve eR: Py pnii(z) =Fo n(x)+a-(x—x0) (x—x1) (. — xp).
a ist der Koeffizient von 2! des Polynoms Py .41

Aus (6.7a),(6.7b),(6.12a) und (6.12b) folgt
- induktiv - durch Koeffizientenvergleich:

a = flro,x1, ..., Tpi1).
Il

Bemerkung 6.14. Setzen wir a; = flxg,...,z;] fir 0 <j <mn, so gilt gemdf (6.13)
fur alle x € R:

(6.14a) P(z) = ap+ai(x—x¢)+ay-(x—x0)-(x—21)+ - +ap-(xr—x0) - - - (T—2p_1).

Ahnlich wie beim Horner - Algorithmus folgt weiter:

(6.14D) Px)=(..(an (x —zp1)+an1) (x—2po)+ - -+a1) (x—x0)+ao.
Konvention 6.15. Fir ay,...,a, € R bezeichne I[a, ..., a,] C R das kleinste
Intervall, das ao, . .., a,, enthdlt.

Satz 6.16. Das Restglied bei der Polynom - Interpolation:

Es seien xq, ..., 2,2 € R mit x; # x; fir 0 <i<j<n, sei [ :=1I[xg,..., 2, |, und
f: I — R sein+1 mal differenzierbar. Sei P = Py, €[], die Lisung der
Lagrange’schen Interpolationsaufgabe
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(6.16a) P(z;) = f(z;) fir0<i<n,

und definiere w € [, durch

(6.16Db) w(z) =

I=

) (x — ;).

Dann gibt es ein & € I mat:
F(E)
(n+1)!
Beweis. (6.16¢) ist klar im Falle z € {x,...,z,}; gelte also:

(6.16¢) £(z) — P(@) = w(@)

T # x; firalle j mit 0 < j <n.
Definiere F': [ — R durch

f(x) — P(7)
F = — P(x) - V—Fr 2 )
I besitzt in [ mindestens die - paarweise verschiedenen n + 2 Nullstellen x, ..., z,, Z.

(n+ 1) - fache Anwendung des Satzes von Rolle (sieche Satz 10.14 im WS 2015/16)
liefert:

Fir 1 < j <n+ 1 besitzt FU) in I mindestens n + 2 — j Nullstellen. Insbesondere
besitzt F™+1Y) eine Nullstelle & € I.

Wegen P+ = (0 und w1 = (n + 1)! folgt damit aus (%):

r) — P(z)
0= e S@—P@
peen(e) = LD (o)
Aquivalenzumformung liefert (6.16¢). O
Bemerkungen 6.17. i) Auflerhalb von I|xy,...,x,] wichst |w(x)| stark an. Bei der
Verwendung von Py, zur Approzimation von f auferhalb von I[zg, ..., x,] ist

daher ein grofier Fehler zu erwarten; man spricht dann von FExtrapolation.

it) Firm € N sei
Am:{a:x((jm) <x§m) << alm =}
eine Einteilung eines gegebenen Intervalls [a,b] € R in m Teilintervalle.
Fiir eine gegebene Funktion f : [a,b] — R, die dberall stetig ist, bezeichne
Pn, €11, die Losung der Interpolationsaufgabe

Pa, (2™) = f(x™) fir0 <i<m.

(2

Es gilt dann der

Satz von Faber:

Zu jeder Folge von Intervalleinteilungen (Ay,)men von [a,b] in jeweils m Teilintervalle
gibt es eine stetige Funktion f : [a,b] — R, sodass die Folge der Polynome (Pa,, )men
nicht gleichmdflig gegen f konvergiert.
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7 Spline Interpolation

§7 Spline Interpolation

Konventionen 7.1. Im folgenden seien a,b € R mit a < b, und fir ein n € N seien
n+ 1 Knoten xg, xq,...,x, gegeben mit

(7.1a) a=x90<T1--<xH=>.
Setze

(7.1b) T ={xo,T1,...,%n}
SchliefSlich sei

(7.1c) I, =z, 1,2, firl <v<n.

Definition 7.2. Sei m € N. Eine Funktion s : [a,b] — R heifst Spline-Funktion (oder
Spline) vom Grad m zur Knotenmenge T, wenn gilt:

(S1) s ist m — 1 mal stetig differenzierbar.

(S2) Auf jedem Teilintervall I,,,1 < v <n, stimmt s
mit einem Polynom P, € [],,, tberein.

Smn(T) bezeichne die Menge der Splines vom Grad m zur Knotenmenge T
Beispiele 7.3:

i) Die Splinefunktionen vom Grad 1 sind genau die Streckenziige mit Anfangspunkt
(x0, s(x0)), Endpunkt (z,, s(x,)) und Eckpunkten (x1, s(x1)), ..., (n_1,5(Tn_1))-
s ist durch Vorgabe der Werte s(x), s(z1), ..., s(z,) eindeutig bestimmt.

ii) Die Splines vom Grad 3 heiflen kubische Splines.

Konvention 7.4. Firt € R und k € N setzen wir

S

Satz 7.5. Seien m, s und die Polynome P,,1 < v <n, wie in Definition 7.2. Dann gilt:
i) Zu jedem v mit 1 <v <n—1 gibt es ein a, € R, so dass fir alle x € R gilt:
(7.5a) P,i1(z) =P, (x)+a,-(x—uz,)™

i) Fir alle x € [a,b] gilt:
n—1
(7.5b) s(x) = Pi(x) + 2_:1 ay - (x —x,)7.

Beweis. 1) s ist insbesondere an der Stelle z, (mindestens) m — 1 mal stetig
differenzierbar. Das bedeutet:

Pe(en) = P (@) fir 0<j<m—1.

v
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7 Spline Interpolation

Es gibt daher ein Polynom (),, das die folgende Identitat erfillt:

Bya(z) = P(2) = Qulx) - (x — 2,)",
Wegen P, — P, € [],, folgt:
@, = a, fir ein a, € R.
ii) Sei etwa x € [zg_1, zg] fir passendes k mit 1 < k < n.

Im Falle k = 1 ist s(z) = P,(z) wie gewiinscht.
Fir 2 < k < n liefert wiederholte Anwendung von ):

s(x) = Py(z) = Pe_1(z) + ap—q - (x — 21"

—|—Zay- :L‘—JZ,,

Im folgenden werden nur noch kubische Splines betrachtet; es ist also m = 3.

Satz und Definition 7.6. Zu vorgegebenen fo, fi,..., fn € R gibt es mindestens
einen Spline s € Ss,(T') mit

(7.6) s(xj)=f; fir0<j<n.
s ist durch jeweils eine der folgenden Randbedingungen eindeutig bestimmdt:
(I) s ist ein natirlicher Spline; das heifst:
(7.6a) s"(a) = §"(b) = 0.

(I1) s ist ein periodischer Spline; das heift:

Es ist fo = fn sowie
(7.6b) sW(a) = sU)(b) fiir0 <j <2.

(III) Fiir vorgegebene v1,v, € R gilt:
(7.6¢) s'(a) =y, §'(b) =.

Beweis. GeméB Satz 7.5 machen wir fiir den gesuchten Spline s € S5 ,,(7") den Ansatz

3
)= aj-2/ + Zal,- (x — )% firz € [a,b]
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7 Spline Interpolation

mit ag,...,a3; ay,...,a,_1 € R.

Die Bedingungen (7.6) liefern n + 1 lineare Gleichungen fiir diese Koeffizienten.

Jede der Bedingungen (I),(II),(III) liefert genau 2 weitere lineare Gleichungen -

fiir diese Koeffizienten.

Im Falle von (IT) beachte man dabei , dass die Bedingung s(a) = s(b) auf die -
geforderte - Bedingung fy, = f,, hinauslauft - und nicht auf eine neue unabhéngige
Bedingung fiir s. Wir erhalten also ein lineares Gleichungssystem mit n+3 Gleichungen
und n+3 Variablen.

Zum Nachweis der Existenz und Eindeutigkeit der Losung s konnen wir annehmen,
dass ein homogenes lineares Gleichungssystem vorliegt. Das bedeutet insbesondere:

fo=r=fu=0
7 =7 =0 in Fall (III).

Za zeigen ist: s = 0.
In allen drei Fallen gilt:

(%) s"(a) - §'(a) = s"(b) - 5/ (D).
Wir setzen nun:

I = /ab(s”(a:))2 dz.

Auf jedem offenen Intervall (x,_1,2,) , 1 < v <n, stimmt s mit einer Konstanten c,
iiberein.
Damit folgt durch partielle Integration:

I

= il /J:VI(SN(JU))2 dx

= zn:l (s" -8 Z,l — :VIC,, -8 () dx)

=s"(b) - '(b) — s"(a) - §'(a) — Xn:lc,, (s(z,) — s(zy_1))

=0.

Die letzte Gleichung folgt dabei aus (x) und der Forderung s(z;) = f; = 0 fiir
0<j<n.

Wegen (s”)? > 0 und der Stetigkeit von s” auf [a, ] folgt weiter: s” = 0.

Das bedeutet: s e ];.

SchlieBlich folgt nun wegen s(a) = s(b) =0: s=0. O

Beispiel:

Sei T := {0, 1,2}. Wir suchen den nattrlichen Spline s € S5(7") mit:

s(0)=1, s(1)=0, s(2)=11 ; §"(0)=s"(2) =0.
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7 Spline Interpolation

Mit dem Ansatz
s@)=a-2*+8-2*+y-2+d+a-(x—1)>
folgt weiter fiir alle x € [0,2] :
s'(x) =3a-2*+28-x+v+3a-(x—1)%,
s"(z) =6a-x +26+6a-(xr—1); .
Damit erhalten wir folgendes lineares Gleichungssystem:

0=1 AN a+B+74+0=0 A 8a+46+2y+d+a=11
AN =0 N 12a+ 28 + 6a = 0.

Aquivalenzumformung liefert:

=0 A d=1

Nat+y=—-1 AN 8a+2y+1+a=11 N a= -2«
SP=0ANdd=1 AN a=-2a N 6a+2y=10 AN v=—-1—-«
S =0AN0=1 N a=3 N y=—-4Na=—-06

Die gesuchte Spline - Funktion s € S54(7") ist also gegeben durch:

s(r)=3-2°-4-2+1-6-(z—1)%
B 3.2 —4-241 fir 0<z<1
-3+ 1822 — 22047 fir 1< <2

Konvention 7.7. Fir a,b € R mit a < b und eine stetige Funktion g: [a,b] — R
setzen wir:

(7.7) 19]loc = max{lg(x)| : x € [a,b]}.

Satz 7.8. Die Funktion f: [a,b] — R sei 4 mal stetig differenzierbar. Weiter sei
[ € S3.n(T) der - nach Satz und Definition 7.6 (III) - eindeutig bestimmte kubische
Spline mit

s(z,) = f(x,) fir0<v<n,
s'(a) = f'(a) ., $'(b)=f(b).
Weiter setze

h = 1213%{”(.%’,, — T, ).

Dann gilt:

5
7.8 — 8l < — - R | D] .
(79 IF = slle < o 1 170
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7 Spline Interpolation

Beweisidee: Fiir 1 < v < n sei u, € [[3 die eindeutig bestimmte Losung der
Interpolationsaufgabe

uu<x1/71> = f(xufl) 5 'LLV(.%'Z,> = f(xll) ;
uy(ry1) = fl(21) 5 w(2,)=f(z,).

Dann ist die Funktion u: [a,b] — R, definiert durch
u(z) =u,(x) , falls z € [x,_1, 2,
wohldefiniert und stetig differenzierbar.

Relativ leicht zu zeigen ist - bei Ubertragung der Idee des Beweises von Satz 6.16:

1
7.8 — Ul < — - R || FI ] .

Schwer zu zeigen ist:
1
(7.8b) e =slloo < g5 - 2 - 11FPlloo-

(7.8) folgt aus (7.8a) und (7.8b).

Beispiel:
Definiere f: [0,27] — R durch f(z) == sinz.
Setze n = 4,z¢ = 0,21 = 5,19 == 7,73 ==

% ST, Ty = 2.
Fir den zugehorigen Spline s € S5, (7") mit

s(x,) =sinz, fir0<v <4, §(0)=502r) =1

erhalten wir mit h = 7 mittels (7.8) die folgende Abschatzung:

5 4
I1f = slloo < 527 (5) -1 <008,
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8 Nullstellen - Bestimmung durch Iterationsverfahren

§8 Nullstellen - Bestimmung durch Iterationsver-
fahren

Problemstellung 8.1:
Gegeben sei eine stetige Funktion f : I — R auf einem Intervall I. Bestimme ein (oder
mehrere oder alle ) £ € I mit f(£) = 0.

Ansatz 8.2:
Ausgehend von einem Startwert xy € I berechne weitere Naherungswerte x,,,n € N, fir
¢ mit Hilfe einer Iterationsfunktion ® : I — I ; das heifit es soll gelten:

(8.2) Ty = P(x,_1) firneN.

An @ stellen wir die folgenden Minimalforderungen:

(I) Fir alle z € I mit ®(x) = z ist f(z) = 0; das heifit: Jeder Fixpunkt von ® ist
Nullstelle von f.

(IT) @ ist stetig.

Lemma 8.3. Es seien (I) und (I1) erfillt, und fir festes o € I sei die Folge (x,)n>0
rekursiv durch (8.2) gegeben.
Besitzt diese Folge einen Grenzwert &y € I, so gilt:

f(&) =0.
Beweis. Aus (II) und (8.2) folgt:

fo= Jim, 0 = Jim @(r0-1) = D(Jim 70-1) = P(&)

Aus (I) folgt daher: f(&) = 0. O

Beispiel 8.4:
Zur Bestimmung der kleinsten positiven Nullstelle der Cosinus-Funktion (also 7)

machen wir folgenden Ansatz:
Definiere f,® : R — R durch

f(z) =cosz , P(z):=x+cosx.

Die Minimalanforderungen (I) und (II) sind erfiillt; insbesondere gilt fiir x € R
folgende Aquivalenz:
Ox)=2 < f(z)=0.
Mit dem Startwert zo = 1 erhalten wir mittels (8.2) folgende Naherungswerte fur oK
x1 =14 cosl~1,540302306 |,
To9 = X1+ cosxy ~ 1,570791601
T3 = Tg + cosxo ~ 1,570796327

Ty = Tp_1 + COSTyp_1 ~ x3 fUr n > 4.

Dabei ist 23 = 5 + 6 mit 6] < 107°.
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8 Nullstellen - Bestimmung durch Iterationsverfahren

Definition 8.5. Eine Folge (z,)nen in R heifst Cauchy-Folge, falls gilt:

Zu jedem € > 0 gibt es ein N = N(€) € N, so dass fir alle n,m € N mit n,m > N gilt:
|T, — 2| < e

Bemerkung 8.6. Fine Folge (x,)nen in R ist genau dann eine Cauchy-Folge, wenn

sie konvergiert.

Ist namlich © = lim,,_, x,, so gibt es zu vorgegebenem ¢ > 0 ein N = N(e) € N, so
.. . . €

dass fir allen € N mitn > N gilt: |z, — x| < 7

Dann folgt fiir alle n,m > N:

€ €
|xn—xm|§|xn—x|+|x—xm|<§+§:e.

Somit ist jede konvergente Folge eine Cauchy-Folge.
Zum Beweis der Umkehrung siehe Ubung Nr.41.

Warnung:
Eine Cauchy-Folge mit lauter rationalen Gliedern muss ihren Grenzwert nicht in Q

haben. Beispielsweise ist die irrationale Zahl v/2 Grenzwert einer Folge von rationalen
Zahlen.

Definition 8.7. Es seien a,b € R mit a < b. Eine Abbildung g : |[a,b] — [a,b] heifit
kontrahierend, falls ein L € R mit 0 < L < 1 existiert, so dass fir alle x,y € [a,b] gilt:

(8.7) l9(x) —g(y)| < L - |x —yl.
Bemerkung 8.8. Jede kontrahierende Abbildung g : |a,b] — [a,b] ist stetig.

Umgekehrt ist jedoch etwa die Abbildung f : [0,1] — [0,1], gegeben durch f(z) = z*
zwar stetig, aber nicht kontrahierend.

Satz 8.9. Der Banachsche Fixpunktsatz:

Seien a,b € R mit a < b, und die Abbildung g : [a,b] — [a,b] sei kontrahierend; sei also
L €[0,1), so dass (8.7) fir alle x,y € |a,b] gilt. Dann besitzt g genau einen Fixpunkt
&o. Genauer gilt:

Sei xg € [a,b] beliebig, und definiere die Folge (xy,)n>0 rekursiv durch x,1 = g(x,) fir
n > 0. Dann gilt fir allen > 1:

(8.9a) |z, — &o| < 5 - |1 — ol
Insbesondere folgt:
(8.9b) lim,, o0 T, = &.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass g hochstens einen Fixpunkt besitzt.

Seien also &1,& € [a,b] mit g(&) = & und g(&) = &. Zu zeigen ist: & = &o.
(8.7) liefert:

&1 — &l = |9(&1) —9(&)| S L+ |61 — &l

60



8 Nullstellen - Bestimmung durch Iterationsverfahren

Wegen L < 1 ist das nur moéglich, wenn |§; — &| = 0 - und damit & = &, ist.

Zum Nachweis der Existenz sei nun die Folge (x,,),>0 wie im Satz. Wir zeigen nun:
(8.9¢) |, — x| < LV |2y —wo| fiirallen € N |

L
1—L

(8.9¢) folgt sofort durch Induktion:
(8.9¢) ist trivial fur n = 1.
Im Induktionsschritt folgt mittels (8.7):

(8.9d) |Tpir — xn] < “|zy — mo| fiir alle n,t € N.

|xn+1 - Inl = |g(xn) - g<xn—1)| S L- |xn - xn—1| S L. |[E1 - JZ()'.

Nun folgt weiter fiir alle n,t € N - mittels der Formel fiir die endliche geometrische
Reihe:

t—1

|$n+t - $n| = Z($n+j+1 - $n+j)
j=0
t—1 t—1 '
<Y s = Tl <DLV - |y —
§=0 j=0

:<Ln +Ln+1 _|____+Ln+t—1) . ’xl _$0‘

Ln_Ln+t
=g ol
LTl
Sl_L'\$1—$o|

Damit ist auch (8.9d) bewiesen.
Sei nun € > 0. Dann gibt es ein N = N(¢) € N mit:

LN
1-L
(8.9d) liefert nun auch, dass fir alle n,m € N mit m >n > N (und ¢t .= m — n) gilt:

ar — x| < e

n
|xm—xn|gﬁ~]x1—xo\<e.

Das bedeutet: Die Folge (z,,)nen ist eine Cauchy-Folge in [a, b]- und besitzt daher nach
Bemerkung 8.6 einen Grenzwert € € [a, b]. (8.9d) liefert weiter durch Grenziibergang -
fir ¢ — oo:

n

— <
E-ml =17

Damit folgen (8.9a) und (8.9b) fiir &, := . SchlieBlich folgt aus der Stetigkeit von g¢:

- |xy — x| fir alle n € N,

9(&) = g(lim z,) = lim g(z,) = lim z,11 = &.
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8 Nullstellen - Bestimmung durch Iterationsverfahren

& ist also Fixpunkt von ¢ - und aufgrund der eingangs gezeigten Eindeutigkeit
unabhéngig von dem speziell gewdhlten Anfangswert xy € [a, b] . O

Definition 8.10. Das Newton - Verfahren:

Sei I C R ein Intervall, und f: I — R sei stetig differenzierbar mit f'(x) # 0 fir alle
rxel.

Definiere ® : I — R durch

(8.10) O(z) =x— ;’((xx))

Ist ®(I) C I, so heifit das durch die Iterationsfunktion ® gegebene Iterationsverfahren
das Newton-Verfahren zur Bestimmung einer Nullstelle & von f.

Bemerkung 8.11. i) Seien f,® wie in Definition 8.10 - mit ®(I) C I.
Dann erfillt ® auch die geforderten Minimalforderungen (I) und (II).

i) (8.10) besagt auch:
@)
(s.11) )

Das bedeutet:

Der Punkt (®(x),0) ist der Schnittpunkt der x-Achse mit der Tangente an f durch
den Punkt (z, f(x)).

Skizze:

-
-
|
|
W
>

U @ /G5 (x,01

Satz 8.12. Sei f: I — R zweimal stetig differenzierbar auf einem Intervall I C R, sei
f'(x) #0 fir alle z € I, und sei & € I eine Nullstelle von f, die kein Randpunkt von I
ist. Dann gibt es ein 6 > 0 mit [ — 6, + 0] C I, so dass fir ® wie in (8.10) folgt:

i) Es gibt ein L € [0,1), so dass fir alle x € [§ — 6,& + §] gilt:
(8.12a) |®'(z)| < L.

i) Es ist ®([§ —6,£+0]) C[€—0,&+9].
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8 Nullstellen - Bestimmung durch Iterationsverfahren

iii) Fir jeden Startwert xg € (£ — §,& + 0] folgt fir die durch (8.2) gegebene Folge
(xn>n20-'
(8.12b) lim,, o0 x, = &.

Beweis. i) Weil f auf I zweimal stetig differenzierbar ist, ist ® auf I (mindestens)
einmal stetig differenzierbar, und fiir alle x € I folgt:

PP @) ) f@)- [ @)
f(x)? fr@)?

Insbesondere ist ®'(§) = 0. Weil @’ stetig ist, gibt es daher sogar zu vorgegebenem

L€ (0,1)ein d >0 mit [ — 5,6+ 6] C I, so dass fiir alle x € [£ — §,& + §] gilt:

d'(x)=1

|®'(2)] < L.

ii) Es seien z,y € [ — 0,£ + 0]. Dann gibt es nach dem Mittelwertsatz ein n € I [z, y]
mit:

O(z) — @(y) = '(n) - (x —y).
i) liefert damit weiter fir alle 2,y € [ — 8,€ 4 0] :
(8.12c) [®(z) = @(y)| < L[z —yl.
Insbesondere folgt wegen ®(£) = &:
() —&] = |(z) — P(§)| < [z —¢] firallex € [{—0,{+0].
Das bedeutet: ®([¢ — 9,6+ 6]) C [€ —6,& +9].

iii) Nach (8.12¢) ist ® auf dem abgeschlossenen Intervall [£ — 6, € 4 6] kontrahierend.
Somit folgt aus dem Banachschen Fixpunktsatz, angewandt auf die Restriktion g

von ® auf [ —0,& + 4]

¢ ist der einzige Fixpunkt von g, und (8.12b) gilt.

Beispiel:
Wir berechnen numerisch die - eindeutig bestimmte - Nullstelle der - streng monoton
steigenden - Funktion f: R — R, gegeben durch

f(z) =2*+3z+ 1.

Fir alle x € R ist dann
f'(z) =32 +3 >0,
und die durch (8.10) gegebene Iterationsfunktion ® : R — R ist gegeben durch:

2 +3r+1

d(r) = 1 —
(7) =2 = =53
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8 Nullstellen - Bestimmung durch Iterationsverfahren

Mit dem Startwert xy = 0 erhalten wir weiter:

1 29 0.35
.Tl - 3 9 ‘/BQ - 90 - ? ?
r3 ~ —0,322185355 ,

T, ~ x3 furn > 4.

Definition 8.13. Die Sekantenmethode:
Fiir eine stetige und injektive Funktion f: I — R auf einem Intervall I C R betrachte
folgendes Iterationsverfahren zur Bestimmung einer Nullstelle & von f:
Wihle zwei verschiedene Startwerte xg,x1 € I.
Sein > 1, und seien xg, 1, ...,x, bereits bestimmt.
Stopp, falls z, ¢ I.
Setze x,, = x, fur alle m > n, falls x,_1 = x,.
Andernfalls setze

O . e S f(xn) — - f(2p1)
(813) Tny1 = T f( n) f(x'n,) — f(xn—l) f(xn) — f(.%’n_l)

Dieses Rekursionsverfahren heifit die Sekantenmethode.

Bemerkungen 8.14. i) Ist z, 41 = x, fur ein n > 1 und ist n minimal mit dieser
Figenschaft, so ist £ == x,, nach (8.13) eine Nullstelle von f.

i) (8.13) besagt auch:
(8.14) flen)  _ f(wn) = f(@n-1)

Das bedeutet:
Der Punkt (x,41,0) ist der Schnittpunkt der x-Achse mit der Sekante zu f durch
die Punkte (z,_1, f(xn_1)) und (x,, f(x,)).

Skizze:

{/(x.,.,, F(xn )

,~I

/‘f s
. / - X
L (Xngq, O/

y /

=
kdd
<

ii1) Bei der Regula falsi wird die Sekantenmethode dahingehend modifiziert, dass
f(zn_1) und f(x,) stets unterschiedliche Vorzeichen aufweisen - solange f(z,) # 0
1St.

64



8 Nullstellen - Bestimmung durch Iterationsverfahren

Das hat - unter anderem - den Vorteil, dass x,,1 stets zwischen x, 1 und x, und
damit auch in dem gegebenen Intervall I liegt.
Insbesondere sind die Startwerte xo,x1 € I so zu wdhlen, dass f(xo) - f(x1) < 0 ist.

In Analogie zu Satz 8.12 gilt folgendes- allerdings schwieriger zu beweisendes -
Ergebnis:

Satz 8.15. Sei f: I — R zweimal stetig differenzierbar auf einem Intervall I C R, sei
f'(x) #0 fiir alle x € I, und sei & € I eine Nullstelle von f, die kein Randpunkt von I
ist. Dann gibt es ein 0 > 0, so dass fir alle xg,x1 € [ — 0,& + 0] mit xy # x1 die
Sekantenmethode eine Folge (x,,)n>0 liefert mit lim,, o ., = &.
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§9 Fehleranalyse Linearer Gleichungssysteme

Aufgabenstellung 9.1:
(siehe auch Bemerkung 6.37 im WS 2015/16)

Gegeben sei folgendes lineares Gleichungssystem iiber R - mit n Variablen zq, ...

und n Gleichungen:

(9.11)  ap -z 4+ Fay o x, =0,
(912) CLﬂ'.’L'l—i""—i‘Clm'l'n:bi ,

(91n) an1~x1+---+ann'$n:bn .

Mit A = (aij>1§i7j§n € Matnm(R) und
b= (by,...,b)T €R", x:=(x1,...,7,)" € R" konnen wir auch schreiben:

(9.1) A-z=0.

Wir nehmen im folgenden an: det A # 0.
Dann gibt es genau eine Losung von (9.1), namlich

(9.1°) r=A"1b

Zur praktischen Losung von (9.1) liegt folgender Ansatz nahe:

Eliminiere x; mittels (9.1.1) aus (9.1.2)-(9.1.n),
eliminiere xo mittels (9.1.2) aus (9.1.3) - (9.1.n),

eliminiere x,,_; mittels (9.1.n-1) aus (9.1.n),
berechne z,, aus (9.1.n),
berechne z,_; aus (9.1.n-1),

berechne z; aus (9.1.1).

73:7’1,

Dieses Gaufische Eliminationsverfahren funktioniert immer unter der Voraussetzung
det A # 0, wobei zusétzlich zwischen einzelnen Eliminationsschritten eventuell noch

gewisse Gleichungen zu vertauschen sind.

Im folgenden soll das Gaufische Eliminationsverfahren dadurch analysiert werden , dass

A als Produkt einfacherer Matrizen geschrieben wird.

Definition 9.2. i) Eine Matriz L = (l;j)1<i j<n € Mat,«,(R) heif§t eine
untere Dreiecksmatriz, wenn fir alle i,j mit 1 <i < j <n gilt: 1;; = 0.
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9 Fehleranalyse Linearer Gleichungssysteme

L hat dann also folgende Gestalt:

i) Eine Matriz R = (7)1<ij<n € Mat,«,(R) heifit eine obere Dreiecksmatriz, wenn
firallei,g mit1 <j <i¢<ngilt: r;=0.
R hat dann folgende Gestalt:

iii) Fine Matriz P € Mat, «,(R) heifit eine Permutationsmatriz, wenn P aus der
FEinheitsmatriz entsteht, indem gewisse Zeilen - oder Spalten - permutiert werden.

Beispiele fiir Permutationsmatrizen:

10 0 1 010
0 1) \1 0/~ 001
1 00
Bemerkungen 9.3. i) Das Produkt zweier unterer (bzw. oberer) Dreiecksmatrizen
ist wieder eine untere (bzw. obere) Dreiecksmatriz.

Fiir gegebene Koeffizienten l;; € R mit 1 < j <1 <n setzen wir

1

(9.3) L= ljjl\ firl<j<n—1,

b 1

Dann folgt:

(qsb) Ly Ly =

lﬂl an [TLTI*I 1
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Auf der linken Seite in (9.3b) darf dabei die Reihenfolge der Faktoren nicht
vertauscht werden !

it) Eine (untere oder obere) Dreiecksmatriz ist genau dann invertierbar, wenn alle
Koeffizienten der Hauptdiagonalen von 0 verschieden sind; denn das Produkt
dieser Koeffizienten ist die Determinante.
Gegebenenfalls ist die zugehorige inverse Matriz wieder eine untere bzw. obere
Dreiecksmatriz.
Speziell folgt fir L; wie in (9.3a):

1

~. 0

(9.3¢) I = lﬁlj\ firl<j<n-1.

E 1

Bemerkung 9.4. Durchfiihrung des Gauf3schen Eliminationsverfahrens mit
Hilfe von Dreiecksmatrizen:

Wir nehmen hier der Finfachheit halber an:

Bei der Durchfiihrung des Gaufschen Eliminationsverfahrens brauchen in (9.1) keine
Zeilen (mehr) vertauscht zu werden. Fir 1 < k <n — 1 erhalten wir nach k — 1
Eliminationsschritten eine Matrix der Gestalt

i

\ *
0 a(k_—l) pk—1)

[t B

ausgehend von A© = A b = p.

Dabei gilt nun:
BHY = (al(f_l))kgi,jgn € Mat (1)« (n—i+1)(R),
b= € R™

Sodann setzen wir:

(9.4a) Lk, = alZ 1)/a(k Vo firk <i<n.
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Mit Ly, wie in (9.3a) folgt dann - zusammen mit (9.3¢c):
(AR, b8y = L1 (A1), ple-1))

A.
U.SH} kS

0 aﬂ] bik)

B

fiir passende Koeffizienten az(f) eR, B® ¢ Mat ;i) x (n—k)(R), bk € R™.

Am Ende erhalten wir eine obere Dreiecksmatriz

aff ... af)

(nfl)
=R = \
O a(n)

nn

Dabei gilt - laut Durchfiihrung der Eliminationsschritte:
Lt Lt Lyt LY - A= R
Nach Bemerkung 9.3 ist mit den Matrizen Ly, ..., L, 1 auch
L = (Lﬁir“[q_l)_l =Ly L,
eine untere Dreiecksmatriz, und es folgt:
A=1L-R.

Beriicksichtigen wir auch den Fall, dass vor bzw. wdhrend des Eliminationsverfahrens
eventuell noch Zeilen zu vertauschen sind, so erhalten wir allgemein:

Satz und Definition 9.5. Zu der gegebenen n x n- Matriz A tiber R mit det A #£ 0
gibt es eine Permutationsmatriz P, eine untere Dreiecksmatriz L und eine obere
Dreiecksmatriz R, so dass gilt:

(9.5) P-A=L-R.

Die Produktdarstellung durch die Matriz L - R heif$t eine Dreieckszerlegung der Matrix
P-A

Man beachte dabei:
P - A entsteht aus A, indem die Zeilen der Matriz A permutiert werden.
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Bemerkung 9.6. Ist speziell eine Dreieckszerlequng der Gestalt
A=L-R

gegeben, so kann die Losung eines linearen Gleichungssystems A -x = b wie in (9.1)
zurickgefihrt werden auf die beiden - einfacher zu lésenden - Dreieckssysteme

(9.6a) L-y=hb,
(9.6b) R-z=uy.
Sind (9.6a) und (9.6b) gelost, so folgt namlich:
(9.6¢) A-x=L-(R-z)=L-y=b.

Beispiel 9.7:
Wir 16sen folgendes lineare Gleichungssystem:

1 11 T
2 1 3|- To | =
316 ZT3

Wir setzen
A= (

W N =
— =
D W =
~___

h

-

|
S
W N =
O = O

und erhalten:

1 00\ /111 1 1 1
Li'"A=|-210]-|2 1 3|=[0 -1 1]|=A0,
-3 0 1) \3 16 0 —2 3
100
Mit Ly =0 1 0] folgt dann weiter:
021
1 0 0y /1 1 1 1 1 1
Lyb-AY=fo 1 ofl-l0 -1 1|=|0 -1 1|=R
0 -2 1) \o -2 3 0 0 1
100
Mit L:=L,-Ly= {2 1 0] folgt nun:
321

A=L,-AY=[L,-L,-R=L-R.

Wir erhalten also die folgenden beiden Dreieckssysteme:
1 00 Y1 4 1 1 1 1 Y1
2 1 0f- Yo | = 7 y 0 —1 1]- To | = 1Y2 | -
3 2 1 Y3 2 0 0 1 I3 Y3
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Die Losung des ersten linearen Gleichungssystems ist gegeben durch:

y1:47
Yo=T—-2y =7—-8=—1,
Ys=2—3y1 — 2y =2 — 12 +2 = 8.

Das zweite lineare Gleichungssystem lautet nun also:

11 1\ /[ 4
0 -1 1| -|z|=[-1
0 0 1) \u; -8

Die Losung ist gegeben durch:

rs = —8,
Lo = —1(—1—1‘3):1+ZL‘3:—7,
I :4—1‘2—1’3:19.
Probe:
ZL’1—|—JI2+ZL’3:4,
201 + 19+ 303 =38 —-T7—-24 =1,
3r1+ x9 + 613 =57 —7—48 = 2.
Fragestellung 9.8

Sei A € Mat,,«,,(R) invertierbar und b € R"\{0}. Wie stark kann die Losung z € R”
eines gestorten linearen Gleichungssystems

(9.8) (A+AA)-Z=b+ Ab
die Losung x € R"\{0} von
(9.1) A-xz=0b

verfalschen ?

Um diese Fragestellung zu behandeln, miissen wir eine Mdoglichkeit haben, die ,,Grofle®
eines Vektors und einer Matrix durch eine reelle Zahl zu messen. - Dies geschieht nun
mittels einer Norm.

Definition 9.9, siehe auch Aufgabe Nr. 22:
FEine Abbildung || ||: R® — R heifit eine Norm auf R™, wenn gilt:

(N1) Es ist ||z|| > 0 fiir alle x € R™ ; ferner gilt folgende Aquivalenz:
|z]| =0< 2 =0.

(N2) Fiir alle x € R™ und alle A € R gilt:
1A -]l = [A]- [l]].
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(N3) Fir alle x,y € R" gilt die Dreiecksungleichung:

2 +yll < llzll + llyll

Beispiele 9.10:

Es sei jeweils z = (z1,...,2,)T € R
D) | =Xk | (Summennorm)
i) ||z]le = /20, 7 (Euklidische Norm)
iii) ||z|l, = m fir p € N ([,-Norm)
iv) [|2]lco = || |lsup = maxi<i<p |4 (Maximumnorm)
Bemerkung 9.11. i) Je zwei Normen || || und || ||" auf R™ sind in folgendem Sinne
daquivalent:
Es gibt - von || ||, || ||' und n abhdngige - positive reelle Zahlen cq,cq, so dass gilt:
(9.11) Ve eR": o flaf < lzf]” < e - [l

ii) Definition 9.9 und die obigen Beispiele konnen fir m,n € N direkt auf Mat,,«,(R)
ubertragen werden, weil Mat,, ., (R) mit R™™ identifiziert werden kann.

Definition 9.12. Sei || || : R — R eine Norm. Dann ist die zugehorige Matriznorm
|l : Mat,«,(R) = R definiert durch

A-x
(9.12) | A]| = maxzern\ {0} ” | = maxX zerr ||A - z|.

| ]| lz]|=1

Bemerkungen 9.13. i) In der rechten Seite in (9.12) wird das Mazimum aus
Stetigkeitsgrinden angenommen. Die rechte Gleichung in (9.12) gilt wegen

[A- (- 2) = [IA- (A-2)[ = [A]- A~ 2]
fir alle x € R™ (mit ||x|| = 1) und alle X € R.

ii) Die Normeigenschaften der Matriznorm folgen direkt aus den Normeigenschaften
der gegebenen Norm.

iii) Die zugehorige Matriznorm wird manchmal auch mit ,lub“ bezeichnet (das

bedeutet: “least-upper-bound-Norm* );
Schreibweise: || Al = lub(A).

i) Fir eine gegebene Norm || || : R™ — R ist die zugehérige Matriznorm || || die
kleinste Norm auf Mat, s, (R), so dass fir alle A € Mat,,«,(R) und alle z € R"
qgilt:

(9.13) [A -z < JA] - [[=]].
Dies folgt direkt aus (9.12).
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Satz und Definition 9.14. Die zur Mazimumnorm || ||« : R™ — R gehorige
Matriznorm || || : Mat,x,(R) — R ist die Zeilensummennorm, gegeben durch

(9.14) 1A]loe = max;<icn (X Jag])

fiir A = (@) 1<i j<n-

Beweis. Wir erhalten mittels (9.12):

[Alloe = max [[A- 2|

[ cc=1
= max | max Qij - T mit x = :
zeR™ 1<i<n zjl i 7 :
Jalfoo=1 j ,
n
= max > aij - sign(a;;) (fiir optimales 7 setze hier x; = sign(a;;) fir 1 < j <n)
1<i<n =1
n
= max a;jl-
1<i<n Z @35
<is<n
[l
Im folgenden sei || || : R™ — R eine Norm; die zugehorige Matrixnorm werde ebenfalls

mit || || bezeichnet.

Definition 9.15. Die Kondition einer invertierbaren Matriz A € Mat,,y,(R) ist
gegeben durch

(9.15) cond(A) = [|A] - |A7]].
Lemma 9.16. i) Fir die n- reihige Einheitsmatriz I,, gilt:
(9.16a) II1.]| = 1.
i) Fir alle B,C € Mat,,x,(R) gilt:
(9.16b) 1B-Cll < 1B]- lICll
iii) Ist A € Mat,,x,(R) invertierbar, so gilt:
(9.16¢) cond(A) > 1.

Beweis. 1) (9.12) impliziert direkt:

7] = ma || -] = ma [Jo = 1.
[|lz][=1 [|lz[|=1
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ii) ist trivial fir C' = 0. Sei nun C' # 0. Dann ist
T={xeR" : ||C z|>0}#0.
(9.12) liefert weiter:

sekm\{0} ||zl
B-(C- C-
:max<|| (€ 2] | wll)
e\ ||C 2] [z
e 1Byl 1O 2]
T oyeRn\{o} |yl werm\{o} |z]]
= |1B[ - IC]].

1B-Cl =

iii) Aus i) und ii) folgt:

cond(A) = A - |[ATH| = |A- A7H| = || L]l = 1.

Lemma 9.17. Sei F' € Mat,,»,,(R) mit ||F|| < 1. Dann ist die Matriz I, + F
invertierbar, und es gilt:
1

(9.17) I+ F) < T

Beweis. Aus (9.13) folgt fur alle x € R"\{0}:
[(n + F) - zl) = |z + F - 2| > [le]| = [ £ - 2]
2wl = E - Yl = (=) - [l > 0;

also ist I,, + F invertierbar.
Lemma 9.16 ii) liefert nun fir B := F und C == (I, + F)™':
L=|[(In+ F)-Cl[ Z [[C| = |F-Cl = [Cl = [IF1] - [l
= [IC]l- (L= 1F1]) > 0.

Damit folgt auch:

1
1L+ F) 7 = 1CI < -7
L—|[F]

Warnung:
Die Lemmata 9.16 und 9.17 gelten nicht fiir beliebige Matrix - Normen.

Nun kénnen wir zeigen:
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Satz 9.18. Neben den in der Fragestellung 9.8 getroffenen Konventionen gelte
zusdatzlich:

(9.18a) |AA - [[A7Y| < 1.
Dann ist die gestorte Gleichung (9.8) eindeutig losbar, und fir den relativen Fehler
Hﬂﬁ;ﬂﬂll gilt:
018 ool o) (U200 a1
]l L—[[AA[[-[JAZH] X ol [1A]

Beweis. Nach Voraussetzung ist
|AT" - AA] < JATH] - [AA] < 1.

Nach Lemma 9.17 ist somit die Matrix I, + A7! - AA invertierbar, und es gilt:

1 < 1
L—[[A71- AA = 1= [[A7H] - [AA]F
Weiter ist auch A + AA = A - (I, + A~1 - AA) invertierbar; also gibt es genau ein
z € R", das (9.8) 1ost.

Wir setzen nun Az := Z — x und erhalten:

(9.185) |1+ A7 - A4 <

(A+AA) - (x+Ax)=b+ Ab
=AA-z+ (A+AA)- Az = Ab (nach (9.1))
S(A+AA) - Ar=Ab—AA-x
=, + A7 AA) - Ar=A""- (Ab— AA- 1)
=Az =, +A - AA) AT (A - AA - 2).

Also folgt mittels (9.18b) und wiederholter Anwendung von (9.13):

1A~
L= [lA=H] - [|AA]

Weiter gilt wegen || = | A - z|| < ||A] - ||z

(9.-18¢) [Az] <

-([1A6] + [[AA] - l=]]).

Ab AA
1A+ | AA]| - [l] = o] HHbHH + Al -l HHA”H
Ab AA
<tap- et - (B3 BT,

Zusammen mit (9.18¢) folgt

1Azl _ 1AM - 1Al ‘(HAbH HAAH>
[l = L= AT - JAALL (ol (Al

wie gewiinscht. O
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Bemerkung 9.19. (9.18) ist eine gute Abschdtzung, falls cond(A) ,nicht wesentlich*
gréfler als 1 ist.

Im Gegensatz dazu studieren wir folgendes

Beispiel 9.20:

— 1 0 i 1 1 0
Sei A = (1000 1) . Dann ist A= = ( 1000 1 >

Wir betrachten ein zugehoriges lineares Gleichungssystem

T = b1
A 1000z + zo = bs.

Eine kleine Anderung von b; bewirkt - bei gleich bleibender Matrix A - natiirlich die
gleiche Anderung von z;. Diese kann aber eine groe Anderung von x5 bewirken.

Mit der durch || ||o induzierten Kondition cond = condy, gilt nach Satz 9.14:
|A]l = |A~Y] = 1000 + 1 = 1001

und damit
conds (A) = ||A] - ||JA7Y| = 1001% > 10°.

Bemerkung 9.21. Rundungsfehleranalyse beim Gauf3schen
Eliminationsverfahren

Sobald die Gleitpunktoperationen nicht mehr exakt durchgefiihrt werden kénnen, sollte
wédhrend der Durchfiihrung der Eliminationsschritte folgendes beachtet werden:

i) Die Matrizen A%~V sollten - fiir 1 <k <n - equilibriert sein; das heifit:
) |a'z('j71)’ Y ’G,(,jfl)| fir alle i, v
Jj=1 j=1

Das kann durch geeignete Zeilen- Multiplikationen erreicht werden.
it) Sodann sollte das Pivotelement a,(jgl), durch das im k-ten Eliminationsschritt
dividiert wird, dem Betrage nach maoglichst grofS sein; das heif§t:

|a§];:_1)| < Ia,(fz_l)| firk<i<n

und folglich
L = agllj_l) agz_l) e[-1,1] firk <i<n.

Das kann durch eine Zeilen - Vertauschung erreicht werden.
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Bemerkung 9.22. Das lineare Ausgleichsproblem

In der Praxis sind oft die Werte gewisser Gréifien xq,...,x, € R zu bestimmen, die
nicht direkt gemessen oder berechnet werden konnen. Statt dessen kann man aber
andere Gréfien yi,...,ym € R ermitteln, die - im einfachsten Fall - linear von
x1,...,%, abhdngen; das heifit, es gibt eine Matriz A € Mat,,,(R) mit:

Y1 x1
(9.22) ]l =A-
YUm Ty

Die Matriz A sei dabei ebenfalls bekannt. Damit x4, ..., x, eindeutig bestimmt sind,
muss m > n sein. Fir m > n ist (9.22) im allgemeinen ein tuberbestimmtes lineares
Gleichungssystem, das gewohnlich keine Losung besitzt, weil yq, ..., Yy, mit
unvermeidbaren Messfehlern behaftet sind. - Weil aber die Informationen mit der Zahl
der durchgefiihrten Experimente wachsen, ist es eher unzweckmdafig, m = n statt
m > n zu fordern. Statt dessen wird versucht, eine geeignet erscheinende Ersatzaufgabe
zu losen.

Die Behandlung einer der beiden folgenden Aufgaben liegt nahe, wenn aq, ..., a,, die
Zeilenvektoren der Matrix A beschreiben:

i) Suche x1,...x, € R mit
W 1 . I
! .
(9.22a) s —A | lh= 2 e —an- | 2 [ =Min.

it) Suche z1,...,x, € R mit

Y1 x X 2
(9.22b) Il :-4-|:[|lt=

Ym T

=

! .
Y — ag - = Min.

T

Tn

3

(9.22b) heifst ein lineares Ausgleichsproblem. Es mag eher auf der Hand liegen, (9.22a)
statt (9.22b) zu betrachten. Die Losung von (9.22b) ist aber nicht nur einfacher,
sondern auch wahrscheinlichkeitstheoretisch eher gerechtfertigt.

Satz 9.23. Es seien m,n € N mit m > n , und es seien A € Mat,;,x,,(R) und
v=(Y1,...,Ym)’ € R™ gegeben. Dann besitzt das lineare Ausgleichsproblem

ly — A-z|2 = Min

mindestens eine Losung xy € R™.
Ist I die Menge aller Lisungen dieses linearen Ausgleichsproblems, so gilt:

(9.23) L={zeR"A-z=A 2z} ={zeR"AT - A -z = AT . y}.
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Beweis. Es sei
Up ={A z|x € R"};

das ist der von den Spalten von A aufgespannte Unterraum von R™. Zu dem
vorgegebenen y € R™ gibt es genau ein u € Uy und genau ein w € Uy mit

(9.23a) y=u+w.

Laut Definition von Uy gibt es - mindestens - ein o € R"” mit A - ¢ = u.
Fur dieses zg setzen wir nun

Li={r eR"A -z =4 2}, Ly :={z e R*|AT - A-z = AT . y}.

Zu zeigen ist: L =1, = Ls.
Dazu zeigen wir zunichst: AT - w = 0.
Dazu geniigt es, zu zeigen:

YoeR": ol AT .w=0.
Wegen v’ - AT . w € R erhalten wir:
vl AT w= (" AT w) =t A= (w, A v) = 0.

Dabei gilt die letzte Gleichung wegen A - v € Uy und wegen w € Ug-.
Aus der Beziehung A" - w = 0 folgt nun mittels (9.23a):

AT A pg=AT u=A" (y —w) = AT -y.

Es ist also zg € Ly— und damit auch L; C L.
Nun sei z € L. Ist dann v € R™ beliebig, so folgt mit z .= A-v— A - z:
doly—A-x)=@w AT —2T AT (y — A 2)
=l =) AT (y—A-2)= (" —27)- (AT -y — AT - A1) =0
denn es ist x € Ly. Damit folgt weiter:
ly—A-vlz=ly—A-2)+ Az -A V)= -4 2)-=;
=lly — Azl + 2] > ly — A~ 2|3
Dabei gilt Gleichheit genau im Falle z = 0.
Das bedeutet: v 16st das Minimierungsproblem (9.22) genau dann, wenn A-v=A -z
ist.
Da x € L, beliebig gewéhlt wurde, folgt insbesondere: 1L, C L.

Wenden wir die letzte Uberlegung speziell an fiir z = x, so folgt auch: L = L.
Damit ist alles bewiesen. O]

Bemerkung 9.24. Die n Gleichungen des linearen Gleichungssystems
(9.24) AT Ao =AT .y

heifien auch die Normalgleichungen fir x.
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Beispiel 9.25
Wir 16sen die Normalgleichungen fiir das iiberbestimmte lineare Gleichungssystem

r1—29=0, T1+20=0, dbr1+ 129 =12.

Hier ist

1 -1 0
A=]1 1 ,AT:<1 ! 3 y=1o
5

o, (275 r (60
A A_<5 ) AT y= (0,

Die Normalgleichungen lauten nun also:

Damit folgt weiter:

27I1 + 5ZL’2 =60 A 51‘1 + 31‘2 =12.

Als Losung erhalten wir - etwa mittels der Cramerschen Regel:

1 3

Xr1 — 2§ s To = ?
In diesem Zusammenhang ist schlieBlich noch folgender Satz von Interesse, der etwa
mit Hilfe des Orthogonalisierungsverfahrens von Gram - Schmidt (siehe Satz 7.10 im

WS 2015/16) bewiesen werden kann:

Satz 9.26. Die QR- Zerlegung:

Seien m,n € N mit m > n, und sei A € Mat,,«,(R). Dann gibt es eine Matriz

Q € Mat,,,.,(R), deren Spalten paarweise orthogonal zueinander sind, und eine obere
Dreiecksmatriz R € Mat, «,,(R), so dass gilt:

(9.26) A=Q-R.
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§10 Numerische Berechnung von Integralen

Aufgabenstellung 10.1:
Es seien a,b € R mit a < b, und f: [a,b] — R sei eine stetige Funktion. Das Integral

b
(10.1) I(f) = /a f(z)dz
ist naherungsweise zu berechnen.

Bemerkung 10.2. Approximation von f durch Interpolationspolynome:
Fiir fiviertes n € N setzen wir h .= — - (b — a) , und die dquidistant verteilten
n

Stitzstellen xo, x4, ..., x, € |a,b] seien gegeben durch
(10.2a) xi=a+i-h fir0<i<n.

Weiter sei P, € 11,, das eindeutig bestimmte Interpolationspolynom mit

(10.2b) P.(x;) = fi = f(z;) firo<i<n.
Mit
(10.2¢) Li(z) =] " firo<i<n
j=0 ¥i = Lj
JFi
folgt dann also:
(10.2d) Po(z) =Y fi- Li().
=0

Schlieflich definieren wir fir 0 <i < n die Funktion ¢;: [0,n] = R durch

n

(10.2¢) ©i(s) ::HS_j

=0t
J#i
und setzen
(10.2f) ;= / ©i(s)ds.
0
Man beachte dabei: g, aq,...,a, hingen zwar von n, aber nicht von a,b und f ab.

Satz 10.3. Die Integrationsformeln von Newton - Cotes:
Unter den in Bemerkung 10.2 getroffenen Konventionen gilt:

b n
(10.3) /Pn(x)dx:h'Zfi~ai.
@ i=0
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Beweis. Definiere die Bijektion ¥: [0,n] — [a,b] durch
(10.3a) U(s) =a+h-s.
Fir 0 <i <mnist V(i) = z;, und fiir 0 < s < n und x = ¥(s) erhalten wir:
2oW(s) —Y(y ts—7
L) =g gy = 1575 =)
J# J#
Also folgt mittels (10.2d) und Variablensubstitution:

(10.4) Za =n.

Beweis. Weil die Koeffizienten ag, aq, . .., o, nur von n und nicht von f abhangen,
konnen wir die obigen Uberlegungen auf f = 1 anwenden. Dann ist auch P, = 1, und
(10.3) liefert:

b—a:h-Zai.
i=0

1

Wegen h = — - (b — a) folgt nun die Behauptung.
n

Korollar 10.5. Fur 0 <1 <n gilt:

(105) Q; = Q.

Beweis. Fiur 0 < s <n ist

on_i(n—s) H)J:HS_(”:j))

j=0 J j=0 Z__(n
J#n—i Jj#n—i
*os—k

=g =l
ki

Damit folgt weiter:

Oy = /ngpn,i(s) ds = /nwn,i(n —s)ds = /ngoi(s) ds = ;.
0 0 0
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Satz 10.6. Die Trapezregel
Sei speziell n = 1. Dann gilt:

1
(10.6a) ap = a1 =5
und damit
b _ fla) + f(0)
(10.6b) /aa(x) dv = (b - a) - S22

Beweis. Aus Korollar 10.4 und Korollar 10.5 folgt:
ag+a; =1 A\ ay = Q.

Damit erhalten wir (10.6a).
Somit folgt weiter (10.6b) aus Satz 10.3 und den Bezichungen

h=b-a ) fﬂzf(a) ) flzf(b)
Bemerkung 10.7. Geometrische Interpretation:

Ist f(a) >0 und f(b) > 0, so folgt aus (10.6b):

JP P (x) dz ist der Flicheninhalt des Trapezes, das von den Eckpunkten
(CL, O)? (ba O), (b7 f(b))7 (CL, f(a)) aufgespannt wird.

{
—1—— _._.-...,.J_,,, B e B —_— X
a & -
l

Bemerkung 10.8. Die zusammengesetzte Trapezregel:
Es set k € N und

(10.8a) ti::a+%-(b—a) fir0 <i<k.

to,t1,...,tx sind also dquidistant verteilte Stitzstellen in [a, b] .

Wenden wir die Trapezregel an auf jedes Teilintervall [t;_1,t;], 1 <i <k, so ergibt sich
fiir I(f) der Niherungswert

(10.8b) Tu(f
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Satz 10.9. Das Restglied bei der zusammengesetzten Trapezregel:
Ist f: [a,b] — R zweimal stetig differenzierbar, so gibt es ein & = & € |a,b] mit:

(109 1) -1n =L i),

Weil [ auf [a,b] beschrankt ist, folgt insbesondere:
(10.90) lim Ti() = 1().

Beispiel:
Definiere f: [0,1] — R durch
f(z) =V1+at

Fir alle z € [0,1] ist

23

/ _
f@) = A
B 622 + 226

0<f"(z) = 0+ 22 < (1) =2

wIN

= V8.

Damit liefert (10.9a) fiir alle & € N:

< i) -Tin <o

Speziell ist % < ﬁ und folglich
I(f)=Ts(f) —© -1072=1,095 - O - 1072
mit passenden ©', 0 € [0, 1].

Satz 10.10. Die Simpson-Regel:
Fiir n =2 liefert (10.2f):

10.1 1 4 1
(Ooa) ao—g, Oél—g, Oég—g
und damit
b bh— b
(10.10b) /GPQ(I)dI: 6a-<f(a)—|—4~f<a_2‘_ >+f(b)>

Beweis. (10.2e) und (10.2f) liefern:

2s—=0 s—1 1 r2 .,
pr— . 8_ .
02—0 2-1 2 Jo

1 (28 22 74171
2 \3 2/ 3 3

%)
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1
Nach Korollar 10.5 ist dann auch oy = —.

SchlieBlich liefert dann Korollar 10.4:

4
051:2—040—CY2:*.

3
Somit folgt weiter (10.10b) aus Satz 10.3 und den Beziehungen

a+b

h:
2

(b—a) s fo=fla) . f1=f< ) b= ).

N[ —

Bemerkung 10.11. Die zusammengesetzte Simpson-Regel:
Nun sei k € N gerade - und wieder

(10.8a) ti::a+%-(b—a) fir0 <i<k.

k
Ferner sei k' .= o

Wenden wir sie Simpson-Regel an auf jedes Teilintervall [to;_o,te] fir 1 <i <k, so
ergibt sich fir I(f) der Naherungswert

b6—k;/a Y (f(taia) +4- f(taia) + f(t2)

- bg_ka (fla)+4- f(t) +2- f(ta)
+4- f(ts) +2- f(ta)

+4- f(tea) + f(0)).

Satz 10.12. Das Restglied bei der zusammengesetzten Simpson - Regel:
Ist f: [a,b] — R viermal stetig differenzierbar, so gibt es zu jedem geraden k € N ein
=& € [a,b] mit:

Sk(f) =

b— 5
(10.122) 1) - i) = - o),
Insbesondere ist
(10.12b) lim S,(f) = 1().
Beispiel:

Wir berechnen das Integral

lcoszx 1
= [ 2.cos(t?)dt
/o NG dz /0 cos(t”)d
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nach der zusammengesetzten Simpson - Regel. Fiir f(t) := 2 - cos(t?) liefert (10.11) fiir
k=27 1<j <8, die Formel

271

Sk(f) = ?) : 2j-(cosO +4- ; cos(((2i — 1) -277)?)
+2- QJ_Z:_I cos((2i - 277)?) + cos 1).

i=1

Weiter folgt fur alle ¢ € [0, 1]:

Damit erhalten wir weiter fiir alle ¢ € [0, 1]:
|FB#)] <96 + |32 t* — 24| - | cos(t?)| < 96 + 24 = 120.
Satz 10.12 liefert also fiir k =27, 1 < j <8:

120 1

1 .
/of(t)dt_sk(f) S@k 4:§.2 4j+1

Tabelle:

s | Lo

<.

1,805317331 | 4, 1666667 - 102
1,809002530 | 2,6041667 - 103
1,809048319 | 1, 6276042 - 10~
1,809048505 | 1,0172526 - 10~
1,809048478 | 6, 3578288 - 107
1,809048476 | 3, 9736430 - 1078
1,800048475 | 2, 4835269 - 10~°
1, 809048476 | 1, 5522043 - 10~1°

CO 1O U W N =

Als guten Nédherungswert fiir das gesuchte Integral erhalten wir also 1,809048476.

Warnung 10.13 Fiir groflere n treten in den Integrationsformeln von Newton - Cotes
auch negative Werte «; auf. Diese Formeln werden daher numerisch unbrauchbar.
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§11 Geometrische Aspekte der Graphentheorie

Definition 11.1. Ein Graph G = (V, E) besteht aus einer endlichen nichtleeren Menge

V' wvon Vertizes (oder Knoten) und einer Teilmenge E von Py(V) = (g) ; die Elemente
von E heiflen Kanten von G.

Definition 11.2. Zwei Graphen G = (V, E) und G' = (V', E') heiffen isomorph, falls
es eine Bijektion f: V — V' gibt, so dass fiir v,w € V folgende Aquivalenz erfiillt ist:

(11.2) {v,w} e E< {f(v), f(w)} € E".

In dem Fall heifst f ein Isomorphismus von G auf G'.

Bemerkung 11.3. Graphen G = (V, E) werden so in die Ebene R? gezeichnet, dass
die Vertizes durch Punkte dargestellt werden. Fir v,w € V. mit {v,w} € E werden die
Punkte v und w durch eine Linie - und zwar méglichst durch eine Strecke -
miteinander verbunden ; diese wird dann ebenfalls Kante genannt.

Beispiel:
Die folgenden Graphen sind isomorph:

Ein Isomorphismus ist gegeben durch
flv;) =w; firl <i<A4.
Definition 11.4. Es sei G = (V, E) ein Graph.
i) Ein Weg W = (vo,v1,...,v,) in G ist eine endliche Folge von Vertizes mit
{vi1,v;} € E fiir allei mit 1 <i <n.
v heifit Anfangspunkt von W, und v, heifit Endpunkt von W.

it) Der Graph G heif$t zusammenhdngend, wenn gilt:
Zu je zwet verschiedenen Vertizes v,w € V' gibt es einen Weg in G, der v als
Anfangspunkt und w als Endpunkt hat.

iit) Ein Verter v € V' heifit isoliert, falls es gar keine Kante in E gibt, die v enthdlt.

iv) Zwei Vertizes v,w € V' heiffen benachbart, falls {v,w} € E ist. v und w heiffen
dann auch Nachbarn in G.
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Definition 11.5. Ein Graph G = (V, E) heifit ein vollstindiger Graph, wenn E = (g)
15t.

Ist dabei n == |V|, so schreiben wir auch: G = K,.

Darstellung von Ky

Definition 11.6. Ein Graph G = (V, E) heifst ein bipartiter Graph, wenn Teilmengen
A BCV mit ANB =0 und AUB =V existieren, so dass gilt:

(11.6a) EC {{v,w}|veAwe B}.
Gilt sogar
(11.6Db) E={{v,w}|ve A we B},

so heifft G ein vollstindig bipartiter Graph. Ist dabei |A| = n und |B| = m, so
schreiben wir auch: G = K, ,.

Darstellung von Ks 3

Hier ist A = {CLI, (12}, B= {bl, bQ, bg}
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Definition 11.7. Ein Graph G = (V, E) heifit planar (oder plittbar), wenn er so in
die FEbene gezeichnet werden kann, dass sich verschiedene Linien nur in den Knoten
schneiden.

Satz 11.8. Die FEulersche Formel:

Es sei G = (V, E) ein planarer Graph, der gemajf$ Definition 11.7 in die Ebene
gezeichnet ist. Dann unterteilt der Graph die Ebene in f Fldchensticke - fiir ein

f € N, von denen eines unbeschrinkt und die tibrigen beschrinkt sind. Ferner sei G
zusammenhdngend.

Setzen wir noch v = |V|,e = |E|, so gilt:

(11.8) v—e+ f=2.

Bemerkung 11.9. Gegeben sei ein Graph G = (V, E). Wir betrachten folgende drei
Moglichkeiten, eine Unterstruktur von G zu bilden:

i) Es sei eg = {vg,wo} € E. Entferne die Kante ey von E, betrachte also den neuen
Graphen

G = (V,E\{eo}).

i) Es sei |V| > 2, und vy sei ein isolierter Vertex in G. Entferne diesen, betrachte
also den neuen Graphen

GQ = (V\{UD}, E)

ii1) Es seien vg, wg Nachbarn in G, die keinen weiteren gemeinsamen Nachbarn in
V\{vo, wo} haben; setze eq = {vy, wo}.
Ziehe vo, wy zu einem neuen Vertex ug - mit ug ¢ V- zusammen, setze also

V' = (V\{vo, wo}) U {uo}.

Betrachte ferner die - injektive - Abbildung w: FE\{eo} — (‘g/), definiert durch

7({u,v}) = {u,v} falls {u,v} N {vg, wo} =0,
mo({u, vo}) = {u,uo} falls {u,vo} € E\{eo},
mo({u, wo}) = {u,ue} falls {u,wo} € E\{eg}.

Betrachte nun den neuen Graphen

Gs = (V' m(E\{eo}))-

Die Konstruktionen in i) und ii) heiflen elementare Einschrankungen von G; eine
Konstruktion wie in iii) heifft eine elementare Kontraktion von G.
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Definition 11.10. Fin Minor eines gegebenen Graphen G ist jeder Graph, der,
ausgehend von G, durch eine Folge von elementaren Einschrinkungen und elementaren

Kontraktionen entsteht.

Theorem 11.11. Der Satz von Kuratowski:
Ein endlicher Graph ist genau dann planar, wenn weder der vollstindige Graph Ks,
noch der vollstindig bipartite Graph Ks 3 ein Minor von G ist.

Bemerkung 11.12. Ein Platonischer Korper P ist eine konveze Teilmenge von R3,
dessen Oberfliche - fiir einn € N - aus lauter regelmdfigen n-FEcken besteht und in
dem von jeder Ecke gleich viele - etwa k - Kanten ausgehen.

In Platonischen Kérpern gilt auch die Fulersche Formel; hier ist nun f die Anzahl der

n-Ecke.

Klassifikation
Name nlklv]|elf
Tetraeder |33 4|6 | 4
Wirfel |43 8 |12 6
Oktaeder |3|4] 6 |12 8
Tkosaeder |3|5(12(30]20
Dodekaeder | 5131|2030 12
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