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Aufgabe 7.1 (Votieraufgabe)

Sei R(¢) :== 1+(bT (I —CA)7'1 € C die Stabilititsfunktion einer allgemeinen Runge-Kutta Methode.
Bestimmen Sie die Stabilitdtsfunktionen der folgenden Verfahren: Verfahren von Runge, Verfahren
von Heun und implizite Mittelpunktsregel. Plotten Sie das jeweilige Stabilitétsgebiet (Definition 1.27)
dieser Methoden in MATLAB.

Aufgabe 7.2 (schriftliche Aufgabe)[1+1+1 Punkte]
(a) Bestimmen Sie die Stabilitdtsfunktion fiir die Crank-Nicolson Methode und priifen Sie, ob die
Methode A-stabil, L-stabil oder Isometrie-erhaltend ist.

(b) Beweisen Sie die Aussage aus Bsp. 1.26(c) der Vorlesung. D.h., zeigen Sie, dass die implizite
Mittelpunktsregel A-stabil, jedoch nicht L-stabil, aber zusétzlich Isometrie erhaltend ist.

(c) Bestimmen Sie die Stabilitdtsfunktion der zweistufigen Methode in ode23s aus Beispiel 1.33.

Aufgabe 7.3 (schriftliche Aufgabe)[1+1 Punkte]
Betrachten Sie die in Beispiel 1.33 beschriebene dreistufige Methode zur Berechnung von 3 in ode23s
angewandt auf das autonome skalare AWP

y:R=R, y'(2) = fy(r), y(0)=uy.
(a) Beweisen Sie die folgenden Aussagen (fiir & \, 0)
(i) ki = f + haf'f 4+ h2a2f* f + O(h?),
(i) ko= f +hgf'f+h* ((a—a®) f2f + 3" 1) + O(K?),
(ili) ks = f+h(l—a)f'f+h2 (32 +a®f?f) + O(h?),

wobei hier die Abkiirzungen f := f(yo), f' = f'(yo) und f” := f"(yo) verwendet werden.
Orientieren Sie sich dazu an der Vorgehensweise aus dem Beweis zu Satz 1.35.

Hinweis zu (4ii): Es ist d3; + dss = 2a und % —ds1a — %dgg +a = 2ad°.
(b) Zeigen Sie mithilfe von Teil (a), dass g1 = y(h) + O(h?) gilt. Hinweis: Es ist 4a — 2a? = 1.
Aufgabe 7.4 (Programmieraufgabe)[3+2 Punkte]
Wir betrachten fiir u : (0,1)x(0,7) — R : (z,t) = u(z,t) und T' > 0 die 1d-Wérmeleitungsgleichung

ou  O*u
5 o (1)

mit den Rand- und Anfangsbedingungen

u(0,t) = u(l,t) =0, u(z,0) = g(z). (2)



Wir diskretisieren die z-Koordinate mit N + 1 dquidistanten Gitterpunkten z; = z;_y + Az,j =
1,2,..., N, wobei xg = 0 ist. Weiterhin approximieren wir die Ableitung 2. Ordnung in durch
den zentralen Differenzenquotient 2. Ordnung, sodass u; := u(z;,t) fiir j = 1,..., N — 1 die folgende
Gleichung erfiillen muss

dU,j B Ujt1 — 211,]‘ + Uj—1

at (Az)?

Dieses System von N —1 gewohnlichen Differentialgleichungen kann in Matrixform geschrieben werden

du , 1 =21 C1)x(N—
E =Au mit u= (Ul,...,’U/Nfl)T und A := W S € R(N DX (N 1)(3>

(a) Erstellen Sie einen plot des kleinsten negativen Eigenwertes von A iiber N.

Hinweis: Verwenden Sie spdiags um A zu erstellen, sowie eigs zur Bestimmung des Eigenwertes.

(b) Schreiben Sie MATLAB Programme

function [t,x,u] ExpEuler (T, h,Delta_x,qg,A)
function [t,x,u] = ImpEuler(T,h,Delta_x,qg,A)
function [t,x,u] Midpoint (T, h,Delta_x,qg,A)

zur numerischen Losung von — durch Verwendung des expliziten Eulerverfahrens, des im-
pliziten Eulerverfahrens und der impliziten Mittelpunktsregel. Die Programme sollen in [t,x,u]
die diskrete Approximation an den Graphen (¢, z, u(x,t)) zuriickgeben.

(¢) Testen Sie ihre Programme aus dem (b)-Teil fiir 7 = 2, Az = 0,05, A aus (3), h = 0,001; h =
0,0015; A = 0,003; h = 0,03 und der Anfangstemperaturverteilung

1, falls }L
x) =
9(@) {O, sonst.

(i) Plotten Sie ihre Approximation [x,u] des expliziten und impliziten Eulerverfahrens, sowie
der impliziten Mittelpunktsregel zum Zeitpunkt ¢ = 0,03 fiir h = 0,001 und A = 0,0015.
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(ii) Plotten Sie ihre Approximation [x,u] des impliziten Eulerverfahrens und der impliziten
Mittelpunktsregel zum Zeitpunkt ¢ = 0,03 fiir A = 0,003 und h = 0, 03.



Hinweise zur Ubungsblattbearbeitung:

- Zu schriftlichen Aufgaben[] soll eine Ausarbeitung/Losung angefertigt werden, die bis zum
01.06.2016 um 11:00 Uhr in den Kisten ihres Ubungleiters im 3. Stock der Robert-Mayer-Str. 6-8
abzugeben ist. Sollte ein Ubungstermin nicht wahrgenommen werden kénnen, so kann die Abgabe
der schriftlichen Aufgabe auch bis zum obigen Zeitpunkt an ihren Ubungleiter geschickt werden.

- Zu Programmieraufgaben® soll bis zum 01.06.2016 um 11:00 Uhr eine kommentierte Ausar-
beitung in MATLAB-Code an ihren Ubungleiter geschickt werden. Bitte beginnen Sie die Betreffzeile
Ihrer E-Mail mit "DGL7 2016 Gruppennummer:" (wenn Sie z.B. in Gruppe 3 sind, so soll
die Betreffzeile mit "DGL7 2016 3:"beginnen).

- Zu Votieraufgaben wird keine schriftliche Abgabe verlangt. Die Losung wird in der Ubung be-
sprochen.

- Alle Aufgaben von Ubungsblatt 7 werden in den Ubungen zwischen dem 01-02.06.2016 besprochen.

*Die Abgabe und Bearbeitung darf in Zweiergruppen erfolgen.
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