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Aufgabe 10.1 (schriftliche Aufgabe)[2+1 Punkte]

(a) Zeigen Sie, dass jede Losung u € C*(R?) der partiellen Differentialgleichung (PDGL) u, = —u,
entlang der Kurve TI'(t) := {(t,f) : t € R} konstant ist. Gibt es weitere solche Kurven
(T € CY(I,R?) fiir ein Intervall ) und was bedeutet das fiir die Menge der Losungen von
Uy = —Uy”?

(b) Zeigen Sie, dass es jedoch keine nicht-trivialen Kurven
Tt (n(t),72()" €R? 3,7, € CY([0,1])
gibt, auf denen alle Losungen der Laplace-Gleichung Au := g, + uy, = 0 konstant sind.
Aufgabe 10.2 (Votieraufgabe)

Es sei Q C R" eine offene Menge, u € C*(Q), B = (by;)},—; und M = (mg)};_, € R™". Wir
definieren v : M~1(Q) — R durch

o(€) = u(ME) Ve € M),
Zeigen Sie, dass v € C*(M~*(Q)) und dass
& 02 & 02
> bigene (€O = Y ay |5 uta)] L

4,j=1 4,j=1

wobei a;; die Koeffizienten von A := MBM" sind.

Aufgabe 10.3 (schriftliche Aufgabe)[4+2-+2 Punkte]
Zeigen Sie, dass das Maximumsprinzip in Satz 2.2 fiir allgemeine elliptische PDGLn der Form

_Z 1] 8138373 (x):fgo

mit (in jedem Punkt z € Q) symmetrischer und positiv definiter Matrix A(x) = (ai;(7))7,=; gilt. Es
ist ratsam, in den folgenden Schritten vorzugehen:

(a) Beweisen Sie das Maximumsprinzip fiir konstante (positiv definite) Diagonalmatrizen A(x) =
A e R,

(b) Verwenden Sie Aufgabe 10.2, um das Maximumsprinzip fiir konstante (symmetrische und positiv
definite) Matrizen A(z) = A € R™*" zu zeigen.

(c) Zeigen Sie nun, dass das Maximumsprinzip fiir (in jedem Punkt z € Q) symmetrische und positiv
definite (reelle) Matrizen A(x) gilt.

1Wobei hier M ~1(€2) auch fiir nicht invertierbare Matrizen einfach das Urbild von  unter M (als lineare Abbildung)
beschreibt.



Aufgabe 10.4 (Programmieraufgabe)[2+4-2+1 Punkte]
Betrachten Sie die PDGL

~ Buteg) = = (o) + aputen)) = Sea) () €Q=0.)x 0. ()
mit inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen
u(0,y) = bi(y), w(l,y) = ba(y), u(z,0) = bs(z), u(z,1) = bu(x) fir z,ye€(0,1).
Firn € N, h=1/(n+ 1) ist durch
U= = (Ghjh) € Q, i,j=1,...,n

eine dquidistante Diskretisierung von ) mit Schrittweite h gegeben.
Ferner sei

und
2
p2 €ER™T mit u® =y (v®).

e

Durch Approximation der zweiten Ableitungen mit zentralen FDs in erhélt man:

19 =~ [Au), o & =D u](0®) — DF [u] (o)
_ _% (—4u(’l)(k)) . u(v(k) + hey) + u(v(k) — hey) + u(v(k) + hey) + u(@(k) — hez)) 5
wobei
D%M@w:u@+mw-mg»+wv—ma’i:Lz

Sind neben v*) auch die Nachbarn v*) & he; (mit 4 = 1,2) innere Punkte von Q, so folgt daraus:
1 — —n n
JARES = (4u(v(k)) — u(o® D) — (oY) — () — (ot N).

Ist (mindestens) einer der Nachbarn ein Randpunkt von €2, so bekommt man einen analogen Aus-
druck, bei dem die Dirichlet-Randbedingungen mit einfliefsen.
Fir

1 : . nxn
Ah::ﬁ(fn®T+T®In), T := -1 . e c R™®
-1
-1 2
und einen geeigneten Vektor B, € R™ (abhéngig von den Dirichlet-Randbed.) gilt damit
AhU + Bh ~ F.

Folglich ist U, := A, ' (F — By,) € R™ eine Approximation an U.

(a) Schreiben Sie eine MATLAB-Funktion.

function [U_h] = approx_U_h(f,bl,b2,b3,b4,n),

die U, in Abhéngigkeit von f, by, bs, b3, by und n € N berechnet. Bestimmen Sie dazu zuerst Bj,.
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(b) Berechnen und visualisieren Sie Uy, fiir homogene Dirichlet-Randwerte, n = 50 und

;

300 falls (z,y) € Fy \ Fy,
240 falls (x,y) € E; U Es,
f(z,y) == < 180 falls (z,y) € M,
—60 falls (z,y) € Fo \ (E1UEyU M)
0 sonst,

wobel

&
[

7 < 0.3%},
2 < 0.05%},
2 < 0.05%},
15% < (x — 0 ) (y—0.5)? < 0.2’} N {(z,y) € R* : y < 0.45}.

y — 0. 5)2 < 0.35%},
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(c) Berechnen und visualisieren Sie Uy, fiir by = by = b3 = 0, by(z) = sin(27z), n = 50 und f = 0.

Hinweis: Mit dem folgenden MATLAB-Code lésst sich U;, geeignet visualisieren:

h=1/(n+1)

U_h_matrlx reshape (U_h,n,n)"';

[X,Y]=meshgrid(h:h: (1-h),h:h: (1-h));

surf (X,Y,U_h_matrix, 'FaceColor', "interp', '"EdgeAlpha',0);
xlabel ('x—Achse'");

ylabel ('y—Achse');

zlabel ("u(x,v)");

Hinweise zur Ubungsblattbearbeitung:

- Zu schriftlichen Aufgaben[] soll eine Ausarbeitung/Lisung angefertigt werden, die bis zum
22.06.2016 um 11:00 Uhr in den Kisten ihres Ubungleiters im 3. Stock der Robert-Mayer-Str. 6-8
abzugeben ist. Sollte ein Ubungstermin nicht wahrgenommen werden kénnen, so kann die Abgabe
der schriftlichen Aufgabe auch bis zum obigen Zeitpunkt an ihren Ubungleiter geschickt werden.

- Zu Programmieraufgaben® soll bis zum 22.06.2016 um 11:00 Uhr eine kommentierte Ausar-
beitung in MATLAB-Code an ihren Ubungleiter geschickt werden. Bitte beginnen Sie die Betreffzeile
Ihrer E-Mail mit "DGL10 2016 Gruppennummer:" (wenn Sie z.B. in Gruppe 3 sind, so soll
die Betreffzeile mit ”DGLlO 2016 3:"beginnen).

- Zu Votieraufgaben wird keine schriftliche Abgabe verlangt. Die Losung wird in der Ubung be-
sprochen.

- Alle Aufgaben von Ubungsblatt 10 werden in den Ubungen zwischen dem 22-23.06.2016 bespro-
chen.

*Die Abgabe und Bearbeitung darf in Zweiergruppen erfolgen.
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