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Aufgabe 12.1 (Votieraufgabe)
Seien A ∈ Rn×n und B ∈ Rm×m. Weiterhin seien die Eigenwerte und Eigenvektoren von A und B
gegeben durch

Avj = λjvj, j = 1, . . . , n Bwj = µjwj, j = 1, . . . ,m.

Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren von A ⊗ B, wobei das Kronecker Produkt ⊗ in
Bemerkung 2.6 definiert wurde.

Aufgabe 12.2 (Votieraufgabe)
Seien T ∈ Rn×n und Ah ∈ Rn2×n2 die Matrizen aus Bemerkung 2.6. Weiterhin bezeichne h = 1

n+1
.

(a) Verifizieren Sie, dass für k = 1, . . . , n durch λk = 2 (cos (πkh)− 1) und vk = (vk,j)
n
j=1 mit

vk,j = sin (πkjh) die Eigenwerte und Eigenvektoren von −T gegeben sind.

(b) Bestimmen Sie damit die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix −Ah.

(c) Wir definieren für ein v ∈ Rn die gewichtete Euklidnorm ‖v‖RMS := 1√
n

(
∑n

i=1(vi)
2)

1/2. Zeigen
Sie, dass die dadurch induzierte Matrixnorm ‖ · ‖RMS gerade die Spektralnorm ‖ · ‖2 ist.

(d) Sei τ > 0. Beweisen Sie:

(i) ‖(I + τAh)
−1‖RMS ≤ 1, unabhängig von τ und h.

(ii) ‖I − τAh‖RMS ≤ 1, für τ
h2
< 1

4
.

Aufgabe 12.3 (Programmieraufgabe zum Votieren)
In dieser Aufgabe soll auf einfache aber äußerst flexible Art und Weise die Lösung des Poisson-
Problems mit inhomogenen Dirichlet-Daten

−∆u = f in Ω, u |∂Ω= g

für allgemeine offene Mengen Ω ⊂ Ω̃ := (−2, 2)2 ⊂ R2 angenähert werden.

Gehen Sie wie folgt vor: gehen Sie davon aus, dass sowohl f als auch g (!!) als Funktionen auf Ω̃
gegeben sind. Ω sei durch eine auf Ω̃ definierte und stetige Level-Set-Funktion

p : R2 → R, p(x, y) =

{
< 0 für x ∈ Ω

> 0 für x /∈ Ω

beschrieben.

Schreiben Sie eine MATLAB Funktion

u = level_set(f,g,p,h)
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welche zu gegebenen Funktionen f, g, p und zu gegebener Schrittweite h die Gleichung −∆u = f
auf Ω̃ diskretisiert und dabei aber diejenigen Gleichungen, die zu Gitterpunkten x /∈ Ω gehören,
durch Gleichungen ersetzt, welche an diesen Punkten u(x) = g(x) (beachte: g(x) war eine Funktion)
erzwingen.

Testen Sie ihre Funktion mit h = 1
20
, g(x, y) = −x− y, sowie

f(x, y) =

{
100 falls |x− 0.5| < 0.05

0 sonst
und p(x, y) = (x2 + y2 − 1)3 − x2y3.

Veranschaulichen Sie ihr Ergebnis.

Hinweise zur Übungsblattbearbeitung:

- Zu Votieraufgaben wird keine schriftliche Abgabe verlangt. Die Lösung wird in der Übung be-
sprochen.

- Alle Aufgaben von Übungsblatt 12 werden in den Übungen zwischen dem 06-07.06.2016 bespro-
chen.
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