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Aufgabe 1. Sei f: R x R — R eine stetige Funktion, die lokal einer Lipschitz-
Bedingung geniige. Es gelte

f(—=2,y) = —f(x,y), fiir alle (z,y) € R?.

Sei I C R ein offenes Interval, das 0 enthdlt und ¢: I — R eine Lésung der
Differentialgleichung

y = f(z.y).
Zeigen Sie, dass es ein v > 0 gibt, so dass [—r,r] C I und |, gerade ist,
das heifit fir alle x € [—r,r] gilt p(—x) = p(z).
Losung. Sei p: I — R eine Losung, i.e. ¢'(x) = f(x, p(z)). Dann wihlen wir r > 0,

so dass f einer Lipschitz-Bedingung auf [—r, r] x [—r, r| geniigt. Nun definieren wir
po: [—r,r] = R als pa(x) := p(—z). Da

py(x) = —¢'(—2) = —f (=, 0(=2)) = f(x,, pa(x))

ist auch @9 eine Losung der Differentialgleichung auch. Da ¢;(0) = ¢2(0), folgt
nach dem Eindeutigkeitsatz, dass @2 = ¢1.

Aufgabe 2. Sei I C R ein Intervall und f: I x R® — R" eine stetige Funktion,
die in I x R™ global einer Lipschitz-Bedingung mit Konstanten L € Ry gendigt.
Weiter seien p,1: I — R™ zwei Losungen der Differentialgleichung yv' = f(x,y).
Seia € I und 0 := ||p(a) — ¥(a)||. Zeigen Sie, dass

llo(x) — ¥(z)|| < de®l*al  fiir alle z € 1.

Hinweis: Benutzen Sie das Picard-Lindelofsche Iterationsverfahren fiir ¢ und
und zeigen Sie, dass die Ungleichung

n Ll — k
l|on(z) = Yn(2)]] < Z (%) , furalleneN

k=0
gilt.

Abgabe bis 12 Uhr am Donnerstag, den 2. Februar in die entsprechenden
Késten im 3. Stock der Robert-Mayer-Strafle 6.



Lésung. Nach dem Eindeutigkeitsatz sind die Losungen durch das Picard—Lindelof-
verfahren gegeben:

w—llmwmmltwn = p(a /f ,on(t
Y = hm Uy, mit wn = / f ¢n

Wir konnen annehmen, dass ¢(a) # 1(a), sonst folgt nach Eindeutigkeit der
Losung, dass ¢ = 9. Fiir n = 0 haben wir, dass ||¢(a) — 9(a)|| = 6. Nun sagt der
Induktionsschritt, dass
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Nun nehmen wir den Limes n — oo und erhalten:
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