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Kapitel 1

Z.ahlen

1.1 Zahlenmengen

Zahlen sind die Grundbausteine der Arithmetik. Die wichtigsten Zahlenmengen sind:

e Natiirliche Zahlen: N ={1,2,3,4,...} (=NT)
No={0,1,2,3,...}

Ganze Zahlen: z={...,-3-2,-1,0,1,2,3,...}
={0,+1,-1,+2,-2,43,-3,...}

Rationale Zahlen: Q = {% |p€Z,qeN}
=0, :I:%, :I:%7 j:%, :I:%7 :I:%, :I:%7 ...} (1. Cantorsches Diagonalverfahren)

Reelle Zahlen: R = die gesamte Zahlengerade (wird spiter genauer definiert)
e Kompleze Zahlen: C = {z+iw | z,w € R} (i ist die imaginiire Einheit: i2 = —1)

Jede dieser Zahlenmengen entsteht aus einer Erweiterung des vorangegangenen Zahlenbereichs, um be-
stimmte mathematische Probleme 16sen zu kénnen:

e Ganze Zahlen: 16se (beispielsweise) 2 4+ 2 =1
e Rationale Zahlen: 16se (beispielsweise) 2 -z =1
e Reelle Zahlen: 16se (beispielsweise) 22 = 2

e Komplexe Zahlen: lose (beispielsweise) 22 = —1

1.2 Stellenwertsystem

Zahlen kénnen auf verschiedene Weisen angegeben werden. Das Stellenwertsystem (b-adische Darstel-
lung) ist eine hdufig verwendete Moglichkeit. Hierzu wird eine Basis b € N mit b > 1 gewéhlt und als
Ziffernmenge Z = {0,1,...,b — 1} verwendet. Ein bekanntes Beispiel ist das Dezimalsystem, das der
Wahl von b =10 und Z = {0, 1,...,9} entspricht.
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Die Zahlen der verschiedenen Zahlenmengen haben dann folgende Darstellungen:

° ZENO:znzn_l...zozzn~b”+zn_1-b”_1+...+z1-bl—&—zo-bO:Zzi-bi
i=0

mit n € Ngund z; € Z fiir i =0,...,n
Beispiel: b =10,z =235=2-102+3-10' +5-10° =200+ 30+ 5

e 2 € :Fzpzn1...20
e 2€Q: (£paPn-1---P0sdmdm—1---qo) als Zahlenpaar aus Zahler und Nenner

e zeR:t2,2,1...20,2.12_22_3...=

:l:Zn'bn+...+Zl'b1+Z()'bO+Z,1'b71+Z,2'b72+...::|: Z Zzbl
Beispiel: v2=1,41421...=1-10°44-10""+1-1072+4-1073 4 ...
e 2€C:(tzy...20,2-1...,FWy ... wo,w_1 ...) als Paar reller Zahlen

FEine Zahl hat beziiglich verschiedener Basen by, bo unterschiedliche Darstellungen, zum Beispiel bei einer
natiirlichen Zahl: (2, ...20)s, = (Wp ... wo)s, Beispielsweise ist 2110 =2-10+1-1=30;,=3-74+0-1.

Die Ziffernfolge einer Zahl kann mittels Division mit Rest wie folgt berechnet werden.

Zahl der Ziffern: n = |log, z|
Einzelne Ziffern: z; = {éJ —b [bl%J

Hierbei ist log, der Logarithmus zur Basis b, das heifit log, z ist die Losung der Gleichung b* = z. Zum
Beispiel ist log;, 10 = 1,log;, 100 = 2,log;, 1000 = 3, . . ..

Die Gauf-Klammer |z] entspricht der groBiten ganze Zahl kleiner gleich z. Umgekehrt ist [z] die kleinste
ganze Zahl grofer gleich z:

k1
2]

Beispielsweise ist [5,5] = 5 und [5,5] = 6.

max{y € Z |y < z}
min{y € Z | y > z}

Beispiel fiir eine Umwandlung: Gesucht ist die Darstellung der Dezimalzahl 86 zur Basis 7: 8619 =77

n = |log,86] =2

= _%_—7-_%_:1—7-0:1—0:1

z1 = _%_—7-_??_212—7'1:12—725
zg = % -7 % =8 —-7-12=86—-84=2

— 8610 =152, =1-49+5-7+2-1
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Weiteres Beispiel: Stelle die Zahl 7 zur Basis 2 dar: w = 3,141...190 =72

n = [logym) =1
T
S
2y = b%sz{%J:mfm:o

1 1 1
=7 =11001..2=1-241-140- 5 +0- 7 +1- o+

Haufig verwendete Zahlensysteme:

e b = 2: Binéirsystem / Dualsystem e b = 16: Hexadezimalsystem
(Zz=1{0,...,9,A,B,C,D,E,F})
e b = &: Oktalsystem
e b = 20: Vingesimalsystem
e b = 10: Dezimalsystem
e b = 60: Sexagesimalsystem
e b = 12: Duodezimalsystem

1.3 Computerzahlen

Ein (digitaler) Computer ist endlich:
e endlicher (Haupt-)Speicher, z.B. 2 GByte
e endlicher Sekundér-Speicher, z.B. Festplatte 1 TByte
e endlicher interne Rechengenauigkeit, z.B 32 Bit, 64 Bit

Zahlen werden durch endliche Folgen von 0 und 1 dargestellt.

Darstellung ganzer Zahlen

Natiirliche Zahlen werden unter Verwendung von N Bits als Dualzahl dargestellt

N-1
dy_1dN_2...dp ‘ = Z di2i, d; € {0, 1}
=0

Fiir festes N umfasst der darstellbare Bereich alle natiirlichen Zahlen z mit
Zmin:0§ZS2N*1:Zmaz
Beispiel (N = 4): 0000 =0

0001 =1
0010 = 2

1111215=2*-1
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Negative Zahlen kénnte man im sogenannten Finerkomplement durch Invertieren aller Bits darstellen als

N-2

[1]dyady 3. .do|= =" (1-d)2
=0

die fithrende Eins zeigt dabei an, dass es sich um eine negative Zahl handelt.
Beispiel (N =4): 5 =0101,—5 = 1010
Der darstellbare Bereich ist

Zmin = _(2N_1 - 1) <z< 2N_1 —1=znaz

Ein Nachteil ist hierbei, dass die Darstellung der 0 nicht eindeutig ist (0 0 ... 0,1 0 ... 0). Deswegen
werden negative ganze Zahlen in der Regel im Zweterkomplement dargestellt

N—-2
(1 dnady—5...do|= - <1+ Z(1-di)2i>
1=0

Das Vorgehen ist dabei ausgehend von der Dualdarstellung von —z alle Bits umzuklappen und 1 zu
addieren, z.B.

-3 = —0011 = 1100 +1 = 1101
Dezimalzahl —Dualzahl Umklappen + 1 Bitmuster von z

Beispiel (N =4): 1111 = —(140-22+0-2'+0-2%) = —1
1110= -(140-2240-21 +1-29) = -2

1000= —(14+1-2241-2841-20) = -8

Der darstellbare Bereich von Zahlen im Zweierkomplement ist
Zmin = —oN=1 <z< 2Nl 1= Zmazx

Alle ganzen Zahlen im darstellbaren Bereich kénnen im Einer- bzw. Zweierkomplement exakt dargestellt
werden. Der Versuch ganze Zahlen mit z < 2z, oder z > 24 (2.B. als Ergebnis einer Rechnung)
darzustellen, fithrt zu Uberlauf. Mogliche Reaktionen sind:

e Abbrechen mit Fehlermeldung

e Weiterrechnen mit Z = z mod 2,42 bZW. Zmin

e Weiterrechnen mit Z = 2,42 bZW. Zmin

e Weiterrechnen mit zZ = 400 bzw. —oo als spezielle Zahl

In modernen Programmierumgebungen wird hier eine Ausnahme (Exception) geworfen und der Benutzer
kann selbst entscheiden, ob er mit dem Ergebnis weiterrechnen will.
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Darstellung reeller Zahlen
Reelle Zahlen sind bekanntermassen iiberabzéhlbar, liickenlos und unbegrenzt, d.h.
e zu jeder reellen Zahl gibt es noch gréflere und kleinere reelle Zahlen
e zu jedem Paar reeller Zahlen gibt es unendlich viele weitere dazwischen liegende

Die Zahldarstellung eines Computers ist immer endlich, diskret und beschréankt. Demnach kann die Dar-
stellung reeller Zahlen nur naherungsweise erfolgen. Ziele sind daher:

1. mache einen moglichst geringen Fehler bei der Darstellung
2. decke einen moglichst grofien Zahlenbereich ab

Jeder Zahl z € R im darstellbaren Bereich wird dabei eine Maschinenzahl rd(x) so zugeordnet, dass
entweder
|z —rd(z)| < e (absoluter Fehler)

oder J
x—r|(:c)| < e (relativer Fehler)

x

fiir eine vorgegebene Fehlerschranke ¢ gilt.

Im Festkommaformat wird versucht, den absoluten Fehler bei vorgegebenen Zahlenbereich zu minimieren.
Eine Maschinenzahl im Festkommaformat mit N Bits und K Nachkommastellen ist definiert als

N-2
’ S ‘ dny_odn_3...dg ‘ dr_1dg—_o...dy ‘ = (—1)S Z diQi_K
=0
Beispiel (N =6, K = 2):

1 1
725 =011 [0l =1-441-24+1- 140 o +1.

Der darstellbare Bereich ist
Toin = —2V 11278 <ax <2V - 1278 =20,
Die betragsmaissig kleinste darstellbare Zahl ungleich Null ist
Z)min| = 2K

Der maximale absolute Fehler bei der Darstellung einer reellen Zahl = im darstellbaren Bereich ist im
Festkommaformat
lv —rd(z)] < 27K

Beispiel (N =6, K = 2):

Abbildung 1.1: Alle Festkommazahlen fiir N =7, K = 2.

Nachteile:

e der darstellbare Bereich ist eng, betragsméfig kleine und grofle Zahlen kénnen nicht gut dargestellt
werden
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e s wird Speicherplatz verschwendet (siehe unten)
e der relative Fehler ist im allgemeinen das sinnvollere Fehlermass

Im Gleitkommaformat wird versucht, den relativen Fehler bei vorgegebenem Zahlenbereich zu minimieren.
Eine Maschinenzahl im (normalisierten) Gleitkommaformat mit Mantissenlinge M, Exponentlinge E und
Bias B ist definiert als

M—-1 E—-1
’S‘GE_leE_Q...eo‘dM_ldM_g...do‘é(—1)Sd-26 mitd =1+ Z diQi_M und e = Zeij - B
i=0 =0

Beispiel (M =3,E =3,B =3):
0011 |010=(14+2-272)-(2373) =1.25

Dabei muss die fithrende Eins in der Mantisse nicht abgespeichert werden.
Der Wertebereich fiir den Exponenten ist

emin=—-B<e<(2Y —1) = B = emnar
Der darstellbare Bereich fiir normalisierte Gleitkommazahlen ist damit

Tpmin = —(2 — 27 M)28mee < g < (2 — 27 M)20mas — g
und die betragsméBig kleinste darstellbare Zahl ist
|min| = 277"

Beispiel (M =3,FE =3,B = 3):

1
€min = _3a €max = (23 - 1) —-3= 4; Tmax = (2 - 2_3)24 = 3O?$|mzn| = 2_3 = g

2 4 g 16 30
Y T R T T T I S S A T | | | 1 | | | |

Abbildung 1.2: Alle (positiven) Gleitkommazahlen fir M = 3,E = 3, B = 3.

Fiir den relativen Abstand zweier aufeinander folgender Gleitkommazahlen z1, zo gilt

9-M-1 < |71 — 22 < 9—M
|1]

Die untere Schranke wird fiir Mantissen 0...00 und 1...11, die obere Schranke fiir Mantissen 0. .. 00
und 0...01 angenomen.
Beispiel (M =3, FE = 3,B = 3):

0110|111 =15;0 | 111 | 000 = 16;0 | 111 | 001 = 18

(16 — 15)/16 = 2~*, (18 — 16)/16 = 273

Der maximale relative Fehler bei der Darstellung reeller Zahlen im darstellbaren Bereich ist fiir normali-

sierte Gleitkommazahlen bei korrekter Rundung
- %27(M+1)+1 — (M) _ g

Die Zahl eps wird Maschinengenauigkeit genannt.
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IEEE 754 Standard fiir Gleitkommazahlen

IEEE (sprich ,,I-Triple-E¢) = Institute of Electrical and Electronics Engineers
Im IEEE 754 Standard (1985) werden (u.a.) definiert:

Zahl der Bits Genauigkeit = Typ  Vorzeichen Mantisse Exponent Bias
32 Bit einfach float 1 Bit 23 Bits 8 Bits 127
64 Bit doppelt double 1 Bit 52 Bits 11 Bits 1023
Im IEEE 754 Standard ist der Bias immer B = 2F~! — 1. Der maximale (e = 1...1) und minimale
(e =0...0) Exponent sind reserviert, sodass fiir den Wertebereich des Exponenten gilt

Emin = _2E_1 +2<e< 2E_1 —1=¢naz

Um Zahlen, die betragsméssig kleiner als z|,,,;,,| darzustellen, werden, wenn der Exponent Null, die Man-
tisse aber ungleich Null ist, denormalisierte Gleitkommazahlen (d.h. ohne die fithrende Eins) verwendet.
Auf diese Weise wird die Liicke zur Null weiter geschlossen, was jedoch auf Kosten der Genauigkeit
geschieht. Der Versuch, noch kleinere Zahlen darzustellen, fithrt zu Unterlauf.

Damit gilt:

Typ Tmax Lmin| eps
float (2-2728).2127~34.10% 278.27120x14.100% 278F1x6.0-107°
double (2 —2752).21023 & 1.8.10308 2752.271022 5 49.10732¢4 2792+l ~1.1.10716
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Mengen und Aussagen

2.1 Mengen

Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter, wohlunterscheidbarer mathematischer Objekte, die
Elemente der Menge genannt werden, zu einem Ganzen.

Bezeichnungen sind: Menge M, Element der Menge m € M und kein Element der Menge m ¢ M.

Die Zahl der Elemente einer Menge (die Michtigkeit der Menge) wird durch |M| oder #M notiert.
Die leere Menge ist dadurch charakterisiert, dass sie kein Element enthélt, und wird durch {} oder
() bezeichnet. Die Michtigkeit der bereits bekannten Zahlmengen ist nicht endlich, sondern abzihlbar
unendlich (N, Z, Q) bzw. iiberabzihlbar unendlich (R, C).

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, Mengen zu definieren. Eine Umfangsdefinition besteht in der direkten
Angabe aller Elemente der Menge, zum Beispiel:

M = {1,2,3}=1{2,3,1} ={3,3,1,2,2}
M = {1,2,3,4,5,6,7,8} ={1,2,...,8} ={1,...,8}

Eine Inhaltsdefinition besteht in der Angabe der Eigenschaften der Elemente der Menge, zum Beispiel
die Menge der geraden Zahlen:

{z € Z| z ist gerade}
{z € Z | z ist durch 2 teilbar}
{zeZ|2|5] ==}

SIS
I

Teilmengen und Gleichheit:
e Teilmenge: A C B: fiir alle x € A ist auch x € B
e Gleichheit: A=B: ACBund BCA
o Ungleichheit: A # B: es existiert ein a € A, sodass a € B oder ein b € B, sodass b ¢ A
e Fchte Teilmenge: AC B: AC Bund A# B
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Mengenoperationen:

e Durchschnitt: ANB={z |z € Aund z € B}

o Vereinigung: AUB = {x | x € A oder x € B}

e Differenz (relatives Komplement): A\ B={x|x € Aund = ¢ B}

o Absolutes Komplement: B¢ = {x | x ¢ B} = G\ B, G ist die Grundmenge

o Symmetrische Differenz: AAB = (A\ B) U (B\ A)

Rechenregeln:

o Transitivitit: AC B, BCC=ACC

o Assoziatiwitit: AU(BUC)=(AUB)UC
ANn(BNC)=(ANB)NC

o Kommutativitit: AUB =BUA

ANB=BNA

o Distributivitit: AN (BUC)=(ANB)U(ANC)

AU(BNC)=(AUuB)N(AUC)

Die Potenzmenge P(A) einer Menge A ist die Menge aller Teilmengen von A:

P(A)={B|BC A}
Beispiel: A = {1,2,3},P(4) = {{}, {1}, {2}, {3}, {1. 2}, {1,3},{2.3}, {1,2,3}}

Die Potenzmenge einer Menge mit |A| = n Elementen besteht aus |P(A)| = 2" Elementen.

2.2 Tupel

Ein (geordnetes) Paar ist eine Zusammenfassung zweier, nicht notwendigerweise verschiedener mathema-
tischer Objekte. Man schreibt P = (a,b). Hierbei spielt die Reihenfolge eine Rolle, im Allgemeinen ist

(a,b) # (b, a).
Beispiele: Paar aus Zahlen: (1, 2), Paar aus Mengen: ({1, 2,3}, {4,5,6}), Paar aus Zahl und Menge: (1, {}).
Zwei Paare (a,b) und (¢, d) sind genau dann gleich, wenn a = ¢ und b = d gilt.

Ein Tupel ist eine Zusammenfassung mehrerer, nicht notwendigerweise verschiedener mathematischer
Objekte. Man schreibt ein n-Tupel als T' = (aq,...,a,). Paare sind 2-Tupel. Das leere Tupel oder 0-
Tupel wird durch () bezeichnet.

Zwei Tupel (aq,...,a,) und (by,...,b,,) sind genau dann gleich, wenn n = m und a; = b; firi =1,...,n
gilt.

Zeichenketten (Strings) sind spezielle Tupel, zum Beispiel "Wort” = ( ?”W”, 70", 7’17, ”t” ). Hierbei ist
die Grundmenge ein Alphabet { 7a”, ?b”, "¢”, ...}.
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Das kartesische Produkt zweier Mengen ist die Menge aller Paare von Elementen der Mengen:

Ax B={(a,b)|ac Abe B}

Beispiel: A = {]-7 2, 3}a B = {47 5} AxB= {(17 4)a (1, 5)7 (2a 4)7 (27 5)a (37 4)7 (3a 5)}
Distributivgesetze::

Ax(BUC) = (AxB)U(AxCQC)
Ax(BNC) = (AxB)N(AxC)
Ax(B\C) = (AxB)\(AxC(C)
Das mehrfache kartesische Produkt von n Mengen ist analog dazu die Menge aller n-Tupel von Elementen
der Mengen
Ay xooox Ay ={(a1,...,an) |a; € A; fuiri=1,...,n}
Speziell ist das n-fache kartesische Produkt einer Menge A mit sich selbst
Ax. ... xA=A"={(a1,...,an) |a; € Afir i =1,...,n}
—_———

n—mal

Fiir die Méchtigkeit des kartesichen Produkts gilt dann: |A™| = |A|™. Wichtige Beispiele sind die Eukli-
dische Ebene R? und der Euklidische Raum R3.

2.3 Aussagen

Eine Aussage ist eine sprachliche Feststellung, die entweder wahr oder falsch ist. Wir betrachten hierzu
die Menge {w, f} (auch {true, false}, {1,0}, ...).

Beispiele:
e 2 ist eine gerade Zahl (w)
e 1004 ist durch 3 teilbar (f)
o 2999999999=1 jot eine Primzahl (unbekannt, aber w oder f)

Verkniipfungen (Junktoren) von Aussagen A, B:

e Negation: A (nicht A): genau dann wahr, wenn A falsch ist

Konjunktion: AN B (A und B): genau dann wahr, wenn A und B wahr sind

Alternative: AV B (A oder B): genau dann falsch, wenn A und B falsch sind

Implikation: A = B (wenn A dann B): genau dann falsch, wenn A wahr und B falsch ist

Aquivalenz: A < B (A genau dann wenn B): genau dann falsch, wenn A und B beide wahr oder
falsch sind

Die zugehorigen Wahrheitstafeln sind:

A|B|ANB | AVB | A=B | A& B

w | w w w w w A | -A
w | f ! w ! / w | f
[ |lw ! w w f flw
I f / / w w
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Rechenregeln:

o Kommutativitit: ANB< BAA
AVB& BV A

o Assoziatiitit: (ANB)ANC < AN (BAC)
(AVB)VC & AV (BVCO)

e Distributivitit: AN(BVC) < (AANB)V(ANC)
AV (BAC)< (AVB)A(AVO)

o Verschmelzung: AN(AV B) & A
AV(AANB) = A

Beweis zur Verschmelzung iiber Wahrheitstafeln:

A|BJAVB|AAN(AVB) | ANB | AV(AAB)
w | w w w w w
w | f w w f w
flw] w f f f
[/ f f f f

Der Beweis eines mathematischen Satzes mit Voraussetzung V' und Behauptung B ist formal eine Kette
von Implikationen:

V=..=8B

Es gilt (A = B) & (-B = —A). Ein Widerspruchsbeweis ist eine Kette

(VA-B)=...=f

Ist V =V;1 V V,, dann zeigt man bei einem Beweis durch Fallunterscheidung:

Vi=...=B und Vo =...= B
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